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Der Text dient als begleitende Unterlage fiir die Veranstaltungen Datenstrukturen und Algorithmen
und weiterflihrender Veranstaltungen aus dem Bereich Algorithmen und Programmierung an der
Leuphana Universitdt Luneburg. Die Durcharbeitung des Skripts ersetzt nicht den Besuch der
Veranstaltung, da dort zusétzlich Zusammenhange, ergdnzende Sachverhalte und im Skript noch nicht
ausgefihrte Inhalte behandelt werden.

Dieses Skript ist eine Uberarbeitete Auflage der Veroffentlichung:

Ulrich Hoffmann: Datenstrukturen und Algorithmen, FINAL 15:2, Dez. 2005, ISSN 0939-8821.

Es wurden Fehler beseitigt, einige zusétzliche Erlduterungen eingefligt und wenige Kirzungen im
Text vorgenommen. Das Kapitel ,,Spezielle Lésungsansatze* wurde tUberarbeitet und erweitert.
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1 Einleitung

Das vorliegende Skript behandelt Datenstrukturen und Algorithmen als Grundlage praktischer
Anwendungen. Von den heute Ublicherweise verwendeten Programmiersprachen mit ihren
Entwicklungsumgebungen werden viele dieser Datenstrukturen in Form von Objektklassen
zur Verfugung gestellt. Allerdings bleibt die Implementierung dem Anwender weitgehend
verborgen. Eine entsprechende Aussage gilt fur eine Reihe von Basisalgorithmen, die den
Anwendungen in Form von Methoden zugéanglich gemacht werden. Haufig ist es jedoch an-
gebracht, ber Detailkenntnisse zu verfiigen, insbesondere dann, wenn aus mehreren mogli-
chen Methoden die fur die jeweilige Anwendung geeignete Methode auszuwahlen ist. Hierbei
sind sowohl Effizienzgesichtspunkte als auch Implementierungsaspekte zu berticksichtigen.

Das Skript dient als Lehr- und Lernunterlage fir die Veranstaltung aus dem Bereich ,,Daten-
strukturen und Algorithmen®. Aus dem breiten Spektrum moglicher Themen wird dazu eine
(subjektive) Auswahl getroffen. Ihr Fokus liegt dabei auf der Vermittlung von Kenntnissen,
die letztlich dazu fihren sollen, Anwendungsprobleme in bessere Programme umzusetzen, die
grundlegende Datenstrukturen und Basisalgorithmen verwenden. Dazu ist es erforderlich, die-
se Datenstrukturen und Basisalgorithmen im Detail zu verstehen. Weiterhin werden allge-
meingultige Lésungsmethoden exemplarisch vorgestellt.

Die getroffene Auswahl beinhaltet

e die Darstellung systemnaher Aspekte der Programmierung (rechnerinterne Darstellung
von Daten, Darstellung von Daten in héheren Programmiersprachen und ihre Abbildung
auf rechnerinterne Objekte, Implementierungskonzepte in hoheren Programmierspra-
chen) in den Kapiteln 2 und 3

e die Bereitstellung von Hilfsmitteln fir die Analyse von Algorithmen, insbesondere der
Komplexitat ihrer Ausfiihrung, ohne in die Tiefe der Theoretischen Informatik einzustei-
gen in Kapitel 4

e die Darstellung von Basisdatenstrukturen und —algorithmen in den Kapiteln 5 und 6

e die Behandlung allgemeiner Losungsstrategien an ausgewahlten Beispielen in Kapitel 7

e die Behandlung spezieller Lésungsansatze, insbesondere der Parallelitét, in Kapitel 8.
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2 Datenobjekte

Grundlage jeder héheren Programmiersprache ist das darin enthaltene Datenkonzept. Pro-
grammiersprachen wie Pascal, C++ oder Java verfugen Uber ein ausgepréagtes Typkonzept,
das die Verwendung selbstdefinierter Datentypen erlaubt, andererseits aber die Regeln der
Typisierung einzuhalten erzwingt. Eine Umgehung des Typkonzepts, wie es in COBOL oder
C oder besonders in Assemblersprachen durch Uberlagerung von Datendefinitionen tblich ist,
erhoht nicht die Flexibilitat, wohl aber die Fehleranfélligkeit der Programmierung. Die Zuver-
lassigkeit eines Programms wird im Allgemeinen dadurch erhéht, dass der Compiler die
Kompatibilitat verwendeter Daten, die Einhaltung von Feldgrenzen oder Wertebereichen
schon zur Ubersetzungszeit des Programms priift. Andererseits gibt es Situationen in der sys-
temnahen Programmierung, in denen die Einhaltung eines stringenten Typkonzepts problema-
tisch erscheint. Hier haben sich beispielsweise die semantischen Spracherweiterungen des
Pointerkonzepts, die ein Dialekt wie Object Pascal [PAS, D/K] gegenuber dem in [IOP] defi-
nierten Pascal-Standard enthélt, als sehr nutzlich erwiesen.

In den folgenden Unterkapiteln werden Datenobjekte auf zwei Abstraktionsebenen betrachtet:

e in einer moglichen rechnerinternen Darstellung, beispielsweise in seiner Darstellung im
Arbeitsspeicher oder der Peripherie eines Rechners. Diese Darstellungsform ist maschi-
nenabhéngig. Die Kenntnis der Umsetzung von Anwenderdefinitionen in maschinennahe
Darstellung ist spatestens bei der Fehlersuche hilfreich bzw. zwingend erforderlich, ndm-
lich dann, wenn ein Speicherauszug eines Programms zu interpretieren ist

e in Form der Deklarationen in einer héheren Programmiersprache. Diese Abstraktionsebe-
ne ist anwendungsbezogen und (bis auf wenige Details) maschinenunabhdngig, auch
wenn es je nach Programmiersprache noch implizite Beziehungen zu einer Modellvorstel-
lung eines moglichen verwendeten Rechners gibt.

Ein Datenobjekt ,existiert” erst, wenn es eine Adresse im virtuellen Adressraum hat oder
wenn ihm Speicherplatz auf der Peripherie zugewiesen wurde. Sein Datentyp beschreibt, auf
welche Weise es im Rechner abgelegt wird und welche Operationen mit ihm erlaubt sind. Die
Abstraktionsebene der internen Darstellung gibt daher ein Datenobjekt vollstandig wieder.
Die hoheren Abstraktionsebenen, die Datenobjekte in der Assembler-Sprache des eingesetz-
ten Rechners oder in einer hdheren Programmiersprache deklarieren, beschreiben lediglich
Datenobjekte und die Art, wie sie spater zur Laufzeit ,,ins Leben gerufen® und wertméfig ma-
nipuliert werden. Durch eine Deklaration eines Datenobjekts in einem Programm, das in einer
hoheren Programmiersprache geschrieben ist, wird noch kein Datenobjekt erzeugt, auch wenn
der geldufige Sprachgebrauch einer Deklaration diese Vorstellung suggeriert. Im Folgenden
kann diese Vorstellung der Erzeugung eines Datenobjekts durch eine Deklaration in einer
Programmiersprache trotzdem zugrunde gelegt werden. Ein Anwender mochte die internen
Details seiner deklarierten Datenobjekte ja nicht sehen; daher hat er seine Problemlésung in
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einer hoheren Programmiersprache formuliert. Aus seiner Sicht wird durch eine Deklaration
ein Datenobjekt erzeugt.

Ein Datenobjekt zeichnet sich durch verschiedene Charakteristika aus (Abbildung 2-1).

Eigenschaften

(properties)
Datenobjekt Vererbungs-
hierarchie
A

Attribute

Datentyp <¢————  Methoden

in der objektorientierten
Programmierung (OOP)

Wert

Adresse physikalische Adresse
virtuelle Adresse

Gltigkeits-
bereich

Bezeichner [=<#

Lebensdauer <@——— Sichtbarkeit

Bindungs-
zeitpunkt

Speicher-
klasse

Eigenttimer

(evtl. weitere
Eigenschaften)

Abbildung 2-1: Charakteristische Eigenschaften eines Datenobjekts
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Die minimale Menge dieser Eigenschaften (stark umrandeten Felder in Abbildung 2-1) bein-
haltet:

e den Datentyp des Datenobjekts, d.h. die Menge der Attribute, insbesondere die Darstel-
lungsform, den moglichen Wertebereich und die mit dem Objekt erlaubten Operationen.
In der objektorientierten Programmierung lassen sich durch den Datentyp neben den
Grundoperationen weitere Operationen in Form von Methoden und weitere typabhangige
Attribute wie Vererbungshierarchien definieren

e den gegenwartige Wert des Datenobjekts, der im Lauf der Zeit durch das Programm
veréndert werden kann. Vor der ersten Wertzuweisung an das Datenobjekt ist der Wert im
Allgemeinen undefiniert

e die Adresse des Datenobjekts, d.h. die Stelle, an der es sich im System befindet; diese
Adresse ist eindeutig bestimmt, auch wenn sie dem Anwender nicht immer direkt zugéng-
lich ist.

Auf der Abstraktionsebene einer héheren Programmiersprache kommen zusétzliche Eigen-
schaften eines Datenobjekts hinzu wie

e der Bezeichner (Name) des Datenobjekts, der angibt, wie das Datenobjekt im Pro-
gramm angesprochen wird. Der Gultigkeitsbereich des Bezeichners regelt die Ver-
wendbarkeit dieses Bezeichners

e die Lebensdauer des Datenobjekts, die die Zeitspanne umfasst, in der das Datenobjekt
im System existiert; dabei kann es mdglich sein, dass ein Datenobjekt zeitweise nicht
sichtbar ist, d.h. dass es nicht angesprochen bzw. adressiert werden kann.

Weitere Charakteristika, die nicht alle Programmiersprachen vorsehen, sind beispielsweise

e der Bindungszeitpunkt des Bezeichners an das Datenobjekts: in einigen Programmier-
sprachen wird ein Datenobjekt an einen Bezeichner erst dann gebunden, d.h. eingerichtet,
wenn eine Anweisung zum ersten Mal durchlaufen wird, die den Bezeichner enthalt. Je
nach Situation wird jetzt erst der Datentyp festgelegt und damit implizit die mit dem Da-
tenobjekt anschlielend erlaubten Operationen. Ein derartiges Verhalten ist naturlich nur
in nicht streng typisierten Programmiersprachen mdglich, in denen Typfestlegungen erst
zur Laufzeit erfolgen, oder falls der betroffene Sprachdialekt eine Aufweichung eines an
sich stringenten Typkonzepts zuldsst

e die Speicherklasse, die bestimmt, in welchem Teil des Rechners das Datenobjekt ange-
legt werden soll

e der Eigentumer, d.h. derjenige Systemteil, der die Rechte beziiglich des Zugriffs auf das
Datenobjekt kontrolliert.
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Eine der wichtigsten Eigenschaften eines Datenobjekts ist sein Datentyp, da dieser letztlich
festlegt, welche Operationen mit dem Datenobjekt erlaubt sind. Die bliche Art, ein Datenob-
jekt in einem Programm zu definieren (deklarieren), das in einer htheren Programmiersprache
geschrieben ist, besteht daher in der Angabe des Typs des Objekts und damit implizit der zu-
lassigen Operationen und Methoden, die auf das Datenobjekt dieses Typs anwendbar sind,
und der Angabe des Bezeichners flir das Datenobjekt, etwa in der in Pascal tblichen Form:

als Variable als typisierte Konstante
TYPE data_typ = ...; TYPE data_typ = ...;

VAR datenobjekt : data typ; |CONST datenobjekt : datentyp = ...
{ Anfangswert };

Abbildung 2-2 gibt einen Uberblick iiber die wichtigsten Datentypen in einem IT-System.
Unter Grunddatentypen werden dabei Datentypen verstanden, tber die die meisten IT-
Systeme (in unterschiedlicher Ausprdagung) verfugen. Diese sind auch in Programmierspra-
chen verwendbar, wobei zusatzlich abgeleitete Datentypen hinzukommen. Anwendungsori-
entierte Datentypen werden hdufig von Entwicklungsumgebungen oder Spracherweiterun-
gen in Form von Programmbibliotheken bereitgestellt und erlauben unter Verbergen der in-
ternen Details die einfache Nutzung komplexer Funktionalitét.

Datentypen

Grund- anwendungs-
datentypen orient. Dat.typ.
| I
| [ I I |
' Binér- ! komplexe
Zahlen Zeichenketten Adressen Instruktionen Komponenten
werte Datentypen
|| Festpunkt- Sedezimal-
zahlen konstanten abgeleitete
Datentypen
Ordinal- Binar- [ T T ]
zahlen konstanten -
Aufzahlungs-
d Mengen Verbunde Klassen
atentypen
|| Gleitpunkt- | ]
zahlen
RECORD ARRAY STRING
|| Dezimal-
zahlen

Abbildung 2-2: Datentypen in einem IT-System
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2.1 Grundlegende Datentypen eines Rechners

Dieses Kapitel beschreibt die Grunddatentypen, ber die ein Rechner ublicherweise verfiigt
und auf denen die Datentypen auf htheren Abstraktionsebenen aufbauen. Ein Datenobjekt ei-
nes Programms, das in einer héheren Programmiersprache definiert und eventuell anwen-
dungsspezifisch strukturiert ist, muss letztlich auf ein (eventuell zusammengesetztes) internes
Datenobjekt tbersetzt werden. Die Art der Abbildung und damit der internen Datendarstel-
lung ist Rechnertyp-abhéngig. Exemplarisch sollen hier die internen Datendarstellungen der
INTEL x86-Prozessorfamilie und der Bytemaschinen vom Typ IBM /390 (z-Serie), die in der
kommerziellen GrofRrechnerwelt haufig anzutreffen sind, gegenubergestellt werden. Beide
Rechnerarchitekturen verwenden dhnliche Grunddatentypen, die sich jedoch an einigen Stel-
len wesentlich unterscheiden.

Die kleinste adressierbare Einheit ist das Byte mit jeweils 8 Bits. Die einzelnen Bits innerhalb
eines Bytes, auch wenn sie nicht einzeln durch Adressen ansprechbar sind, kann man sich von
rechts nach links von 0 bis 7 durchnummeriert vorstellen. Die Nummern bezeichnet man als
Bitpositionen (innerhalb des Bytes). Da ein Bit die Werte 0 oder 1 annehmen kann, sind fir

den Inhalt eines Bytes 2° =256 verschiedene Bitmuster moglich. Eine Bitfolge der Form

7 .
[b,by ... b,b, ] kann als Bindrzahl mit Wert Zbi -2' interpretiert werden. Ein Byte kann also in

i=0
dieser Interpretation die Dezimalwerte 0, 1, ..., 255 enthalten.

Ublicherweise fasst man zur Schreibvereinfachung und zur besseren Lesbarkeit jeweils 4 ne-
beneinanderliegende Bitwerte (von rechts beginnend, wobei eventuell links fuhrende bindre
Nullen zur Auffillung gedacht werden missen) zu einer Sedezimalziffer zusammen und er-
hélt damit die gleichwertige Sedezimaldarstellung. Als Ziffern kommen in der Sedezimaldar-
stellung die sechzehn Zeichen 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, A, B, C, D, E, F vor.

Um zu unterscheiden, ob eine Zahl als Binar- , Sedezimal- bzw. Dezimaldarstellung anzuse-
hen ist, wird in nichteindeutigen Situationen die Basis 2, 16 bzw. 10 als Index angehéngt.
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Byteinhalt
Binardarstellung Sedezimaldarstellung Dezimalwert
(Basis 2) (Basis 16) (Basis 10)
[b7b6 blbO ]2 [5150 ]16 i bi . 2i
i=0

0000 0000 00 0
0000 0001 01 1
0000 0010 02 2
0000 0011 03 3
0000 0100 04 4
0000 0101 05 5
0000 0110 06 6
0000 0111 07 7
0000 1000 08 8
0000 1001 09 9
0000 1010 0A 10
0000 1011 0B 11
0000 1100 0C 12
0000 1101 0D 13
0000 1110 OE 14
0000 1111 OF 15
0001 0000 10 16
0001 0001 11 17
0001 1111 1F 31
0010 0000 20 32
0010 0001 21 33
0010 1111 2F 47
0011 0000 30 48
0011 0001 31 49
00111111 3F 63
1111 0000 FO 240
1111 0001 F1 241
1111 1110 FE 254
1111 1111 FF 255

Haufig werden aufeinanderfolgende Bytes eines Speichermediums zu den weiteren logischen
Einheiten Halbwort, Wort, Doppelwort und Quadwort zusammengefasst. Innerhalb dieser
Einheiten werden wieder einzelne Bitpositionen von 0 beginnend gezéhlt. Zu beachten ist die
Byteanordnung: beim IBM /390-Rechner liegen die hoherwertigen Bits an den niedrigen
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Adressen, wahrend beim INTEL x86-Prozessor die hoherwertigen Bits an den hoheren Adres-
sen stehen. Eine Gruppe (Halbwort, Wort, Doppelwort bzw. Quadwort) kann als Ganzes
durch eine Adresse angesprochen werden. Diese Adresse meint in beiden Architekturen
den Anfang der Gruppe, d.h. die kleinste Byteadresse innerhalb der Gruppe. Bei IBM /390 ist
dies das Byte mit den hochstwertigen Bits, bei INTEL x86 das Byte mit den niedrigstwertigen
Bits; entsprechend nennt man die IBM /390-Rechner Big-Endian- und die INTEL x86-
Rechner Little-Endian-Maschinen!. AuBerdem meinen die jeweiligen Gruppierungsbegriffe
in den Architekturen unterschiedliche Byteanzahlen. Abbildung 2.1-1 fasst die Gruppierungen
zusammen.

Big Endian (z.B. IBM /390) Little Endian (z.B. INTEL x86)

Byte

7 0 Bitpositionen im Byte 7 0 Bitpositionen im Byte

Halbwort |2 hintereinanderliegende Bytes, deren erstes
bei einer geraden Adresse beginnt (Aus-
richtung auf Halbwortgrenze).

15 87 0 Bitpositionen im Halbwort

N N+1 aufsteigende Byteadressen
(Nmod 2) =0 >

1 Die Ausdriicke ,,Big Endian“ und ,,Little Endian“ entstammen dem Buch ,,Gullivers Reisen* von
Jonathan Swift (1727). In diesem Buch wird der Krieg zwischen den Konigreichen Lilliput und
Blefuscu beschrieben. Der Krieg war ausgebrochen, weil beide Parteien sich nicht darauf einigen
konnten, ob beim Friihstlick das Fruhstlicksei am spitzen oder am stumpfen Ende aufgeschlagen
werden sollte (siehe auch [HER]).
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Wort

4 hintereinanderliegende Bytes (2 Halbwor-
te), deren erstes bei einer durch 4 teilbaren
Adresse beginnt (Ausrichtung auf Wort-
grenze).

Zu beachten ist, dass das Byte, das die
hdchste Bitposition im Wort enthélt, auf der
niedrigsten Byteadresse innerhalb des
Worts steht.

Bitpositionen im Wort
31 2423 1615 87 0

N+1 N+2 N+3

A aufsteigende Byteadressen
==

Adresse des Worts

(N mod 4) =0

2 hintereinanderliegende Bytes, die an einer
beliebigen Adresse beginnen konnen. Das
Byte, das Bitposition 0 enthélt, heist Low-
Byte, das Byte mit Bitposition 15 High-
Byte.

In der Reihenfolge der Byteadressierung
gilt der Grundsatz ,,Low-Byte first".

Beginnt ein Wort an einer geraden Adresse,
so heil3t es ausgerichtetes Wort (word
aligned).

15 87 0 Bitpositionen im Wort

High-Byte Low-Byte ‘

N+1 N aufsteigende Byteadressen
? h

Adresse des Worts

Doppel-
wort

8 hintereinanderliegende Bytes (2 Worte),
deren erstes bei einer durch 8 teilbaren Ad-
resse beginnt (Ausrichtung auf Doppel-
wortgrenze)

Bitpositionen

63 32

im Doppelwort

N N+1 N+2 N+3

aufsteigende Byteadressen
B

Adresse des Doppelworts
(Nmod 8) =0

31 o 0

N+6 N+7

aufsteigende Byteadressen

N+4

4 hintereinanderliegende Bytes (2 Worte),
die an einer beliebigen Adresse beginnen
kénnen. Das Wort, das Bitposition 0 ent-
halt, heilRt Low-Word, das Wort mit Bit-
position 31 High-Word.

In der Reihenfolge der Byteadressierung
gilt der Grundsatz ,,Low-Word first“ (und
innerhalb eines Worts ,,Low-Byte first™).

Beginnt ein Doppelwort an einer durch 4
teilbaren Adresse, so heifdt es ausgerichte-
tes Doppelwort (doubleword aligned).

Bitpositionen im Doppelwort
31 2423 1615 87 0
High:Word Low-Word |
N+3 N+2 N+1 N

i

Adresse des Doppelworts
aufsteigende Byteadressen
-
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Quadwort 8 hintereinanderliegende Bytes (2 Doppel-
worte), die an einer beliebigen Adresse be-
ginnen koénnen. Das Wort, das Bitposition 0
bis 31 enthalt, heillt Low-Doubleword, das
Wort mit Bitposition 32 bis 63 High-
Doubleword.

Bitpositionen im Quadwort

Adresse des Quadworts

aufsteigende Byteadressen
<

Jedes Byte in einem Halbwort, Wort bzw. Doppelwort hat weiterhin seine eigene Adresse. Die Adres-
se des ersten Bytes entspricht der Adresse des Halbworts, Worts, Doppelworts bzw. Quadworts.

Die Ausrichtung der jeweiligen Bytegruppe, die beim INTEL x86-Rechner nicht notwendig ist, be-
schleunigt den Arbeitsspeicherzugriff: Obwohl die Adressierung einzelner Bytes aus einem Pro-
gramm heraus mdglich, werden Uber den Bus immer Doppelworte Ubertragen, die an Doppelwort-
grenze liegen. Das bedeutet, dass bei dem Zugriff auf eine nicht ausgerichtete Bytegruppe u.U. zwei
Datentransfer erforderlich sind, wahrend bei Ausrichtung nur ein Datentransfer ausreicht.

Abbildung 2.1-1: Byte, Halbwort, Wort, Doppelwort, Quadwort

Auf Basis dieser Strukturierung in Bytes, Worte usw. werden Grunddatentypen eines IT-
Systems definiert.

Das Problem der Byteanordnung (Big Endian versus Little Endian) logisch zusammen geho-
riger Bytes, etwa in einem Wort, stellt sich spétestens dann, wenn Daten zwischen Maschinen
unterschiedlicher Byteanordnung ausgetauscht werden sollen. So ist Programmcode, der flr
eine Big-Endian-Maschine erzeugt wurde, nicht kompatibel mit Programmcode fir eine Litt-
le-Endian-Maschine, schon deshalb nicht, weil die in Worten abgelegten Adressen sich in der
Byte-Reihenfolge unterscheiden. Entsprechendes gilt flir die Daten. Enthalten etwa die aufei-
nanderfolgenden Bytes an den Adressen N und N + 1 die Folge von Sedezimalwerten 7A12:6
und soll diese Folge als Festpunktzahl interpretiert werden, so hat sie in einer Big-Endian-
Maschine den Wert 7-16° +10-16° +1-16" +2-16° = 31.250, in einer Little-Endian-Maschine

den Wert 1-16° +2-16% +7-16" +10-16° = 4.730.

Hersteller von Computer-Netzwerkarchitekturen haben sich darauf geeinigt, alle zu (bertra-
genden Daten im Netz bitseriell in Big-Endian-Weise zu senden.
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2.1.1 Datentyp Zahl

Der Datentyp Zahl (Festpunktzahl, Ordinalzahl, Gleitpunktzahl, gepackte und ungepackte
Dezimalzahl) dient der Darstellung von Zahlen, die, bis auf ungepackte Dezimalzahlen, in
arithmetischen Operationen verwendet werden konnen. Dabei kénnen Festpunkt- und Dezi-
malzahlen ganze Zahlen (positive und negative Zahlen) darstellen, Ordinalzahlen nur positive
ganze Zahlen; die erlaubten Operationen sind i.a. Addition und Subtraktion, Multiplikation,
ganzzahlige Division mit Rest und mod-Bildung. Haufig gibt es fir diese Datentypen Um-
wandlungsoperationen in den Datentyp Gleitpunktzahl. Gleitpunktzahlen werden zur Appro-
ximation gebrochener und reeller Zahlen verwendet. Erlaubte Operationen sind neben den Ub-
lichen arithmetischen Operationen Umwandlungen in Festpunktzahlen unter Weglassung des
gebrochenen Anteils.

Eine Folge x =[0b, ,b, ,...bj,], von n Bits, wobei das fiihrende Bit den Wert 0 hat, wird als

n-2 )
nichtnegative ganze Zahl X:Zbi .2' interpretiert. Eine Folge x'=[lh 72bn73...b1b0]2 von n

i=0
n-2 .
Bits, wobei das fliihrende Bit den Wert 1 hat, wird als negative ganze Zahl x'= Zbi 2 =2t
i=0
interpretiert. Bezeichnet b das zu b, invertierte Bit, d.h. b =1—b , dann sieht man, dass
[ob, ,b, ...bdy ], +[ib, b, ...bib, |, =[111...11], mit dem Wert

n-2
3 12' 2"t = (2 —1)-2" =1 ist. Daher erhalt man die zu einer Zahl [vb, b, ,...bh],
i=0

(mit ve {0,1}) betragsmalig gleich groRe Zahl mit umgekehrtem Vorzeichen durch Invertie-
rung aller Bits und Addition einer bindren 1.

Ein gemall dem Datentyp Festpunktzahl oder Ordinalzahl definiertes Datenobjekt belegt je
nach Rechnertyp und zusatzlicher Festlegung ein Byte, Halbwort, Wort, Doppelwort oder
Quadwort (z.B. IBM /390: Halbwort, Wort; INTEL x86: Byte, Wort, Doppelwort, Quadwort).
Eine Festpunktzahl stellt eine ganze Zahl, d.h. eine positive oder negative Zahl oder den Wert
0, dar; dabei gibt das fihrende Bit wie oben beschrieben das VVorzeichen an und wird nicht in
die Wertberechnung der Zahl mit einbezogen. Eine Ordinalzahl stellt eine nichtnegative ganze
Zahl dar. Alle Bits werden in die Wertberechnung mit einbezogen. Die moglichen Wertebe-
reiche von Festpunkt- bzw. Ordinalzahlen zeigt folgende Tabelle:
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intern verwendete n n=28 n=16 n=32 n=64

Stellenzahl (Bits)

Festpunktzahl [-2"% ..., -128,..,127 |-32.768, .., |-2.147.483.648,[-2% ...,
+2M 1 32.767 . 2% _1:

2.147.483.647(2% > 9,22:10"®

Ordinalzahl 0,..,2"-1 0,..,255 0, ..., 65.535 o, ...,
4.294.947.295

Der Datentyp Gleitpunktzahl zur Approximation einer reellen Zahl durch eine rationale Zahl
mit endlichem gebrochenem Anteil stellt eine Zahl x in der Form

x=tla,,a,a,a,..a,],-B° mita e{0,1,..,B-1}

dar. Hierbei bezeichnet + das VVorzeichen der Zahl x, a,a ,a ,a ,...a , die Mantisse (in der

INTEL x86-Architektur Signifikand genannt), B die Basis der Zahlendarstellung und s den
Exponenten der Zahl. Durch geeignete Normierung (Normalisierung), etwa durch die Fest-
legung

0<a,,a,a,a,..a , <1 (wie beider IBM /390-Architektur) bzw.
1<a,,a,a,a,..a , <2 (wie bei der INTEL x86-Architektur)

ist diese Darstellung fiir x # 0 eindeutig.

Der Datentyp Gleitpunktzahl in der IBM /390-Architektur unterscheidet sich in einigen De-
tails wesentlich vom Datentyp Gleitpunktzahl der INTEL x86-Architektur.

A. Datentyp Gleitpunktzahl in der IBM /390-Architektur

Hier lautet die Basis B = 16. Dabei sind a,,a ;,a ,,a s, .., a, Sedezimalziffern.

Ein Datenobjekt vom Datentyp Gleitpunktzahl wird in einem Wort, einem Doppelwort oder
zwei aufeinander folgenden Doppelworten abgelegt (siehe auch Kapitel 2.1). Man spricht
dann von einer kurzen Gleitpunktzahl (Short Real), einer langen Gleitpunktzahl (Long
Real) bzw. einer Gleitpunktzahl im erweiterten Format (Extended Real).

Damit der Exponent eindeutig bestimmt ist, wird eine Normalisierung durchgefuhrt: Dies
geschieht durch Verschieben des ,,sedezimalen Kommas* in der Mantisse und Anpassung des
Exponenten, so dass a, =0 und a_ , #0 gilt. Durch die Normalisierung wird eine héhere Ge-

nauigkeit bei der Zahlendarstellung erreicht; aulerdem erwarten manche Maschineninstrukti-
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onen normalisierte Operanden, um normalisierte Ergebnisse zu erzeugen. Die Mantisse
a,a,a ,a,..a, (mta,=0und a, #0) wird also als

k
Y a,-16"
i=1

interpretiert.

Fur die Mantisse werden k = 6, k = 14 bzw. k = 28 Sedezimalstellen vorgesehen, wobei
a, =0 nicht abgespeichert wird. Je mehr Stellen sie enthalt, umso genauer ist die Approxima-

tion der dargestellten Zahl an die darzustellende Zahl.

Das Vorzeichen wird durch ein Bit représentiert, und zwar bedeutet 0, das positive Vorzei-
chen und 1, das negative VVorzeichen.

Statt des tatsdchlichen Exponenten s einer Zahl wird deren Charakteristik c=s+b (ohne
Ubertrag) gespeichert. Die Zahl b heif3t Bias. Die Funktion des Bias besteht darin, statt eines
maoglichen positiven oder negativen Exponenten immer eine nichtnegative Charakteristik
(vorzeichenlos) abzuspeichern, so dass Gleitpunktzahlen mit gleichem Format und Vorzei-
chen wie vorzeichenlose Festpunktzahlen verglichen werden kdnnen.

Zu beachten ist, dass die Anzahl der Bits fur die Charakteristik im Wesentlichen die GroRe
des darstellbaren Wertebereichs festlegt. In der IBM /390-Architektur werden fir den Expo-
nenten bzw. die Charakteristik bei allen drei Gleitpunktdatenformaten 7 Bits vorgesehen. Der
Exponent als Festpunktzahl kann also die Werte —64,, bis +63,, annehmen. Fir alle mogli-
chen Gleitpunktdatenformate in dieser Architektur lautet der Bias b =64,,. Die folgende Ta-

belle zeigt den Zusammenhang zwischen Exponent und Charakteristik.

b = 644, (7 Binarstellen fur den Exponenten)
Exponent Charakteristik
S C=S+Db
dezimal binar binar sedezimal
- 64 1000000 0000000 00
- 63 1000001 0000001 01
-1 1111111 0111111 3F
0 0000000 1000000 40
1 0000001 1000001 41
2 0000010 1000010 42
62 0111110 1111110 7E
63 0111111 1111111 7F
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Vereinbarungsgemal hat der Wert x=0 das Vorzeichen +, die Mantisse 00 ... 00 und die
Charakteristik 0, so dass der Wert x =0 in Festpunkt- und Gleitkommadarstellung Uberein-

stimmt.

Abbildung 2.1.1-1 fasst die drei Gleitpunktdatenformate in der IBM /390-Architektur zusam-

men.

3130 24 23 0 Bitposition
kurzes Format (Wort)
T Charakteristik T Bias b = 64

7 Bits hai allan Eormatan
i | Oei anen rormaten
Vorzeichen Mantisse
1 Bit 24 Bits
6362 56 55 0 Bitposition

Charakteristik

7 Bits
Vorzeichen Mantisse
1 Bit 56 Bits

127126 120119 64 Bitposition

Charakteristik )

7 Bits .
Verraianan PR I N, -~ erweitertes
voizeicnei NnocCnsiw = -

1 Bit 56 Bits
362 56 .55 0 Bitposition

f

Inhalt wie Bitpositionen

120 bis 127

niedrigstwertige Stellen der Mantisse

. OO0 Bits
i

aufsteigende Byteadressen

Abbildung 2.1.1-1: Gleitpunktdatenformate in der IBM /390-Architektur

Einige Zahlenbeispiele sollen die rechnerinterne Darstellung von Gleitpunktzahlen (hier fir

das kurze Format mit 6 Sedezimalziffern in der Mantisse) erlautern:

1. 46,415, = 2E,6A3D70A3D70....6 = 2E,6A3D70...,, (exakter Wert). Diese Zahl wird

durch 0,2E6A3Dys " 16> = 46,41499328613, angenahert:

Vorzeichen: +;
Exponent: 2; Charakteri

stik: 1000010,;

Mantisse: 2E 6A 3D; = 0010 1110 0110 1010 0011 1101,;

interne Darstellung: 0100 0010 0010 1110 0110 1010 0011 1101, =42 2E 6A 3Dss

\Vorzeichen: —;

—0,03125;0=-0,85 167

Exponent: — 1; Charakteristik: 0111111,;

langes Format (Doppelwort)

Format (2 Doppelworte)
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Mantisse: 80 00 0016 = 1000 0000 0000 0000 0000 0000;
interne Darstellung: 1011 1111 1000 0000 0000 0000 0000 0000, = BF 80 00 0016

3. —213,04,0 = — D5,0A3D70A3D7...;16 = — D5,0A3D7..., (exakter Wert). Diese Zahl wird

durch — 0,D50A3D;6 * 16° = — 213,0399932861,, angenahert:

Vorzeichen: —;

Exponent: 2; Charakteristik: 10000105;

Mantisse: D5 0A 3D = 1101 0101 0000 1010 0011 1101y;

interne Darstellung: 1100 0010 1101 0101 0000 1010 0011 1101, = C2 D5 OA 3D 3.

Die im Gleitpunktdatenformat ,,kurzes Format* darstellbare grofite Zahl ist gleich
7F FF FF FFi6 (Vorzeichen: +; Charakteristik: 1111111, = 1274, entsprechend dem Exponen-
ten 63;p); diese Zahl hat den Wert

0,FFFFFFy5 16% = (1-16°)-16% ~7,237005145973,, 10" .

Die im Gleitpunktdatenformat ,,kurzes Format* darstellbare kleinste Zahl ist gleich
FF FF FF FF16 (Vorzeichen: —; Charakteristik: 1111111, = 12749 entsprechend dem Exponen-
ten 63;9); diese Zahl hat den Wert

— O,FFFFFFy5 16% = —(1-16°)- 16 ~ —7,237005145973,, -10".

Die im Gleitpunktdatenformat ,,kurzes Format* darstellbare kleinste positive Zahl groRer als
Null hat (bedingt durch die Normalisierung) die interne Darstellung 00 10 00 00,6 (Vorzei-
chen: +; Charakteristik = 0000000,, entsprechend dem Exponenten —64,,); diese Zahl hat

den Wert +0,L,, -16 % =16* ~5,397605346934,, -10"°.

Fur den absoluten Wertebereich Wyg der Zahlen im Gleitpunktdatenformat ,,kurzes Format*
gilt hier also (alle Angaben als Dezimalwerte):

16 <W,, <(1-167°).16%,
167 ~5,397605346934-10"° und (1—16‘6)~1663 ~7,237005145973-10".
Das bedeutet an der unteren Grenze des Wertebereichs, dass die nachstkleinere (glltige) Zahl

die Zahl 0 ist. Es wird natlrlich jeweils vorausgesetzt, dass die Gleitpunktzahl normalisiert
ist?.

Fur den absoluten Wertebereich W\g der Zahlen im Gleitpunktdatenformat ,,langes Format*
bzw. flr den absoluten Wertebereich Ws der Zahlen im Gleitpunktdatenformat ,,erweitertes
Format®“ gelten die Werte (alle Angaben als Dezimalwerte):

2 Lasst man diese Forderung fallen, dann ergibt sich fiir die kleinste positive Gleitpunktzahl im kur-
zen Format die Darstellung 00 00 00 01,6 (Vorzeichen: +; Charakteristik: 0000000, entsprechend
dem Exponenten -64"): diese Zahl hat den Wert +0,0000015° 16 = 167 ~ 5,14755759,,° 10°%.
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16 <W, <(1-16")-16% ~7,237005577331-10"

bzw.

16% <W,, <(1-167)-16% ~7,237005577331-10",

also nahezu die gleichen Werte. Die Unterschiede liegen nicht im Wertebereich, sondern in
der Genauigkeit, mit der man mit Hilfe eines Datenobjekts vom Typ Gleitpunktzahl eine re-
elle Zahl approximiert. Diese Genauigkeit wird durch den kleinstmdglichen Abstand A ..

zwischen zwei Zahlen im jeweiligen Gleitpunktdatenformat bestimmt; je dichter zwei Zahlen
zusammenliegen, d.h. je kleiner dieser Abstand ist, umso genauer ist die Approximation. Die-
ser kleinste Abstand betragt

beim kurzen Format: 0,000001,, -16*" =16""" ~5,147557589468-10,

beim langen Format: 0,00000000000001, -16™** =16""* ~ 1,198509146801-10*,

beim erweiterten Format: 0,000...0001,, -16 % =16 ~ 1,663265562503-10""*
%—/

28 Sedezimalziffern

B. Datentyp Gleitpunktzahl in der INTEL x86-Architektur
Hier lautet die Basis B = 2. Dabei sind a,,a,,a ,,a 5, .., a, Binarziffern.

In der INTEL x86-Architektur, die sich in der Gleitpunktdatenformat am IEEE-Standard 754-
1985 orientiert, liegt eine Gleitpunktzahl im kurzen Format (Short Real) in einem Doppel-
wort (4 Bytes), eine Gleitpunktzahl im langen Format (Long Real) in einem Quadwort (8
Bytes) und eine Gleitpunktzahl im erweiterten Format (auch Temporary Real genannt) in
einem Feld von 10 zusammenh&ngenden Bytes. Die eingebaute Gleitkomma-Prozessoreinheit
arbeitet mit diesem Format.

Die Mantisse (Signifikand) a,a ,a ,a ,...a , als eine Ziffernfolge von Binérziffern wird so

normalisiert, dass a, =1, gilt, d.h. die Mantisse wird als

1+ ia_i 2"
i=1

interpretiert. Das Bit a, =1, wird im kurzen und langen Format nicht mit gespeichert.

Ein Bit repréasentiert das Vorzeichen, und zwar bedeutet 0, wieder das positive Vorzeichen
und 1, das negative Vorzeichen. Statt des tatsachlichen Exponenten s einer Zahl wird deren
Charakteristik ¢=s+b (ohne Ubertrag), hier als Biased Exponent bezeichnet, gespeichert,
Die GroRe des Bias b hangt vom jeweiligen Datentyp ab. Maximale und minimale Exponen-
ten, sowie den jeweiligen Bias kann man der folgenden Tabelle entnehmen:
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Short Real Long Real Temporary Real
Breite insgesamt (Bits) 32 64 80
Breite der Mantisse (Bits) 23+10 52+10) 64
Breite des biased Exponenten (Bits) 8 11 15
maximaler Exponent 127 1.023 16.383
minimaler Exponent - 126 -1.022 —-16.382
Bias 127 1.023 16.383

®) Die fithrende 1, wird nicht mitgespeichert.

Abbildung 2.1.1-2 fasst die drei Gleitpunktdatenformate in der INTEL x86-Architektur zu-
sammen.

3130 2322 0 Bitposition
Bias
Short Real (Doppelwort) b= 127
Biased Exponent
8 Bits
Vorzeichen Mantisse
1 Bit 24 Bits in der Form 1,... (davon 23 Bits gespeichert)
63 62 52 51 0 Bitposition
Bias
Long Real (Quadword) b = 1023
Biased Exponent ?
‘ 11 Bits ‘
Vorzeichen Mantisse
1 Bit 53 Bits in der Form 1,... (davon 52 Bits gespeichert)
7978 64 62 0 Bitposition
q Bias
b = 16383

T Biased Exponent

15 Bits
Vorzeichen Mantisse E]Xéegdtzg) Real
1 Bit 64 Bits in der Form 1,... Y
<}

aufsteigende Byteadressen

Abbildung 2.1.1-2: Gleitpunktdatenformate in der INTEL x86-Architektur

Die unter Punkt A. aufgefihrten Zahlenbeispiele sollen auf die Gleitpunktdatenformate der
INTEL x86-Architektur tbertragen werden (auch hier nur fir das kurze Format mit 32 Bits):

1. 46,4155 = 2E,6A3D70A3D70....6 = 2E,6A3D70...,, (exakter Wert). Diese Zahl wird zu-
néchst in Binérdarstellung notiert und normalisiert:
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2E,6A3D70...,, = 00101110,011010100011110101110000...,
=1,01110011010100011110101110000..., - 2

Fur die Mantisse werden 23 Bits (beginnend nach dem Komma) genommen, so dass die

Zahl 46,4155, durch den Wert 1,01110011010100011110101-2> =46,41499710083,,

approximiert wird.

Vorzeichen: +;

Exponent: 5,0; biased Exponent: 10000100y;

Mantisse: 011100110101000111101015;

interne Darstellung: 01000010001110011010100011110101, = 42 39 A8 F53;
offensichtlich unterscheidet sich diese Darstellung wesentlich von der internen Darstel-
lung bei der IBM /390-Architektur (dort lautet die interne Darstellung 42 2E 6A 3Djs).

—0,03125;5 = - 0,08;6 =—0,00001000, = — 1,000..., - 27

\orzeichen: —;

Exponent: — 5; biased Exponent: 01111010;

Mantisse: 00000000000000000000000;;

interne Darstellung: 10111101000000000000000000000000, = BD 00 00 0046

— 213,04 = - D5,0A3D70A3D7...;s = — D5,0A3D7...,, (exakter Wert). Diese Zahl wird

zunéchst wieder in Binérdarstellung notiert und normalisiert:

—D5,0A3D7...,, =-11010101,00001010001111010111..,
—-1,101010100001010001111010111..., - 27

Fur die Mantisse werden 23 Bits (beginnend nach dem Komma) genommen, so dass die
Zahl — 213,044 durch den Wert

-1,10101010000101000111101, - 2" = —213,0399932861,, approximiert wird.
Vorzeichen: —;
Exponent: 7; biased Exponent: 10000110;;

Mantisse: 10101010000101000111101,;
interne Darstellung: 11000011010101010000101000111101, = C3 55 0A 3D 6.

Die im Gleitpunktdatenformat ,,kurzes Format* darstellbare grofite Zahl ist jetzt gleich
01111111011111111111111111111111, =7F7TFFFFF, (Vorzeichen: +; biased Exponent:
11111110, = 2544, entsprechend dem Exponenten 1274¢); diese Zahl hat den Wert
+111111111111111111111111, - 2'2% = (2% —1)- 2'%» ~ 3,402823466385,, 10

Die kleinste Zahl im kurzen Gleitpunktdatenformat ist FF 7F FF FF; entsprechend
—3,402823466385,, -10%

Die mit dem Datentyp kurze Gleitpunktzahl darstellbare kleinste positive Zahl grofer als Null
ist (bedingt durch die Normalisierung)
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00000000100000000000000000000000, = 0080 00 00,
(Vorzeichen: +; biased Exponent: 00000001, , entsprechend dem Exponenten —126,,);
diese Zahl hat den Wert +1,0, -27?% =1,175494350822,, -10°%.

Entsprechend lassen sich die absoluten Wertebereiche fur die Gbrigen Datenformate der
Gleitpunktzahlen errechnen (siehe Abbildung 2.1.1-3).

Die Genauigkeit, die den kleinstmoglichen Abstand A, zwischen zwei Zahlen vom Gleit-
punktdatenformat bestimmt, ist beim kurzen Format gleich
271%0.0, 0..01 =27 ~1,401298464325,,-10.

H,_/

23 Binérziffern

Auf gleiche Weise ergibt sich A, bei den anderen Gleitpunktdatenformaten:
beim langen Format: 27 ~ 4,9407,,-107%*,

beim erweiterten Format: 2% ~ 36452, -107**",

Abbildung 2.1.1-3 fasst die Ergebnisse fur Gleitpunktdatenformate zusammen.

Einige Bitmuster stellen die speziellen Werte der NaNs (Not a Number) dar: Der biased Ex-
ponent enthélt nur 1,, und die Mantisse kann jeden Wert auRer 10...0, annehmen. Es gibt zwei
Typen von NaNs: signalisierende NaNs (hdchstwertiges Mantissenbit = 1,) und stille NaNs
(hochstwertiges Mantissenbit = 0,). Eine signalisierende NaN wird von der CPU nie erzeugt
und kann daher von einem Programm verwendet werden, um besondere Ausnahmesituationen
zu behandeln, die in den Mantissenbits angezeigt werden konnen. Stille NaNs werden von der
CPU bei den verschiedenen Aushahmesituationen ,,ungiltige Operation“ erzeugt (die stille
NaN ,,undefiniert®).
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absoluter Wertebereich W (normalisiert®)

IBM /390

INTEL x86

kurzes Format
langes Format

erw. Format

5,3976,010° < W < 7,2371,010"
5,3976,0107° < W < 7,2371,,10™

5,3976,010"° < W < 7,2371,,10™

1,1755,01078 < W < 3,4029,,10%
2,2250,510°% < W < 1,7977,510%%®

3,3621,010%%% < W < 1,1898,,10%°?

Genauigkeit (kleinstmdglicher Abstand

zwischen zwei Zahlen)

IBM /390

INTEL x86

kurzes Format

langes Format

~5,1476,y107%°

~1,1985,;10°%

~1,4013,5107™"

~4,9407,9107%%

aufsteigende Adressen

erw. Format  |~4,2580,y10% ~3,6452,7107%%"
spezielle Werte (hier nur fur Short Real)
IBM /390 INTEL x86
0 00 00 00 0044 +0 = 00 00 00 0046
—0 =280 00 00 0046
+ o0 7F 80 00 0046
—® FF 80 00 0044
NaN 7F 8000 014, ..., 7F FF FF FFyg,
FF 80 00 014, ..., FF FF FF FFyg
unbestimmt FF 00 00 0046
> ——

aufsteigende Adressen

Abbildung 2.1.1-3: Wertebereiche der Gleitpunktdatenformate in der INTEL x86-Architektur

Ein weiterer Datentyp zur internen Darstellung von Zahlen ist der Datentyp Dezimalzahl mit
den beiden Untertypen gepackte Dezimalzahl bzw. ungepackte Dezimalzahl. Beide Datenty-
pen dienen der Darstellung ganzer Zahlen im Dezimalformat, d.h. mit den Dezimalziffern 0,
1,2,3,4,5,6,7, 8, 9. Die IBM /390-Architektur besitzt eine ausgepragte Unterstiitzung der
Dezimalarithmetik durch entsprechende Maschineninstruktionen im Gegensatz zur INTEL

x86-Architektur.

3 An der Obergrenze ist im Faktor die letzte Dezimalstelle nach dem Komma des Faktors aufgerun-

det, an der Untergrenze abgerundet.
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Bei einer Zahl vom Datentyp gepackte Dezimalzahl wird jede Dezimalziffer (die ja auch als
Sedezimalziffer angesehen werden kann) so abgelegt, dass jeweils zwei Dezimalziffern der
Zahl ein Byte belegen.

A. Datentyp gepackte Dezimalzahl in der IBM /390-Architektur

Das Vorzeichen der Zahl wird hier im &uBerst rechten Byte (hdchste Adresse in der internen
Darstellung der Zahl) in der rechten Ziffernstelle, d.h. der kleinsten Ziffernposition, kodiert:
dazu wird fur das positive Vorzeichen die Sedezimalziffer Ci angehangt, fir das negative
Vorzeichen die Sedezimalziffer Dis. Die Sedezimalziffern Ajs und Ejs werden ebenfalls als
Kodierungen des positiven Vorzeichens, die Sedezimalziffer Bsg als Kodierung des negativen
Vorzeichens interpretiert.

Die Zahl wird eventuell links mit einer fiihrenden 0 aufgefullt, so dass immer eine volle An-
zahl von Bytes entsteht. Zur Darstellung einer n-stelligen Dezimalzahl als gepackte Dezimal-
zahl werden [(n+1)/2]| viele Bytes benotigt. Es besteht die Einschrankung, dass diese Stel-

lenzahl maximal 16 sein darf. Eine Ausrichtung auf Halbwort-, Wort- oder Doppelwortgrenze
gibt es nicht.

B. Datentyp gepackte Dezimalzahl in der INTEL x86-Architektur

Die INTEL x86-Architektur unterstiitzt keine Vorzeichendarstellung (auRer in einem speziel-
len Untertyp der Gleitkomma-Verarbeitungseinheit).

Bei einer Zahl vom Datentyp ungepackte Dezimalzahl belegt jede Dezimalziffer (die wieder
auch als Sedezimalziffer angesehen werden kann) ein Byte, wobei die Dezimalziffer in den
Bitpositionen 0 bis 3 steht; die Bitpositionen 4 bis 7 enthalten die Sedezimalziffer Fi (IBM
/390) bzw. einen beliebigen Wert (INTEL x86). Das Vorzeichen wird bei IBM /390 im Byte
der niedrigstwertigen Stelle kodiert, und zwar wird anstelle der Sedezimalziffer Fi bei einer
positiven Zahl die Sedezimalziffer C;5 genommen, bei einer negativen Zahl anstelle der Sede-
zimalziffer Fis die Sedezimalziffer Dig. Die INTEL x86-Architektur unterstiitzt kein Vorzei-
chen.

Eine n-stellige Zahl belegt n Bytes, so dass Zahlen beliebiger GroR3e darstellbar sind.
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2.1.2  Datentyp Zeichenkette

Der Datentyp Zeichenkette (String) beschreibt eine Aneinanderreihung von Bytes, die einen
beliebigen Inhalt aufnehmen kdnnen. Meist enthdlt eine Zeichenkette die rechnerinterne Dar-
stellung druckbarer Zeichen, wobei unterschiedliche Zeichenkodierungen verwendet werden.
Die IBM /390-Architektur setzt standardméalRig den EBCDI-Code (extended binary coded de-
cimal interchange code) zur Darstellung von Zeichen ein, in der INTEL x86-Architektur wird
der ASCII-Code (American standard code for information interchange) verwendet. Beide Zei-
chensatze kodieren Ziffern, Buchstaben, Sonderzeichen und Steuerzeichen, die z.B. in der
Textverarbeitung und dem Datentransfer vorkommen. Beide Codes definieren sowohl inter-
nationale als auch nationale Versionen.

Der EBCDI-Code (extended binary coded decimal interchange code) benutzt die 8 Bits eines
Bytes, wobei einige Bitkombinationen im Code nicht definiert sind. Ein Zeichen besteht dabei
aus einer linken Sedezimalziffer, dem Zonenteil, und einer als Ziffernteil bezeichneten rech-
ten Sedezimalziffer. Die folgende Tabelle zeigt den EBCDI-Code in der internationalen und
der deutschen Version. Ein zu kodierendes Zeichen dabei wieder im Schnittpunkt einer Spalte
und einer Zeile. Einige Bytewerte sind in der internationalen bzw. deutschen Version mit
doppelten Bedeutungen belegt (z.B. bedeutet der Bytewert 7C16 entweder das Zeichen @ oder
das Zeichen 8); welche Bedeutung im Einzelfall genommen wird, ist maschinenabhéngig. Die
durch einen Text von 2 oder 3 Buchstaben beschriebenen ,,Zeichen* stellen definierte Steuer-
zeichen dar, denen kein druckbares Zeichen entspricht.

Der ASCII-Code (American standard code for information interchange) ist ein 7-Bit-Code,
definiert also 128 Zeichen. Das im Byteformat freie achte Bit kann als Prufbit, fir programm-
technische Zwecke oder zur Erweiterung auf einen 8-Bit-Code, z.B. fir verschiedene Dru-
cker-Zeichensatze oder l&nder- und sprachspezifische Zeichensétze, verwendet werden. Die
folgende Tabelle beinhaltet den ASCII-Code in seiner internationalen Auspragung (die ersten
128 Zeichen), erweitert um Zeichen, die in westlichen Sprachen bendtigt werden (1ISO-8859-
1, Latinl). Ein zu kodierendes Zeichen steht wieder im Schnittpunkt einer Zeile und einer
Spalte. Die linke Sedezimalziffer ist in der Zeilenbeschriftung abzulesen, die rechte Sedezi-
malziffer in der Spaltenbeschriftung. Die durch einen Text von 2 oder 3 Buchstaben beschrie-
benen ,,Zeichen* stellen definierte Steuerzeichen dar, denen kein druckbares Zeichen ent-
spricht.
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EBCDI-Code

rechtes Halbbyte (Ziffernteil)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
0O |NUL PF | HT | LC |DEL
1 RES| NL | BS | IL
2 BYP | LF |EOB | PRE SM
3 PN | RS | UC |EOT
T 4 |5P ¢ . < ¢+ 1o
é 5 & ' = ga | * ) - Z
‘L\DL 6 - / A , % _ > ?
a| 7 #el@8] | = | "
2 8 a| bl c Flog i
s} _
<| 9 ] i O | p r
é A t u \Y, W X Yy z
i [AINO[TU
- C A B C D E F G H |
D J| K| L|M|[NJ]O[P|Q][R
E S T U V W X Y Z
FloOo| 1|23 4|5 |67 8]0 {a T U -~ B
Bedeutung der Steuerzeichen:
NUL (Falizeichen) EOB Blockende
PF Stanzer aus PRE (Bedeutungséanderung der beiden Fol-
HAT Horizontaltabulator gezeichen)
LC Kleinbuchstaben PN Stanzer ein
DEL Léschen RS Leser Stop
RES Sonderfolgenende uc GroRbuchstaben
NL Zeilenvorschub mit Wagenriicklauf EOT Ende der Ubertragung
BS Riickwartsschritt SM Betriebsartendnderung
L Leerlauf SP Leerzeichen
LF Zeilenvorschub

Abbildung 2.1.2-1: EBCDI-Code

Wahrend der EBCDI- und der ASCII-Code fur die Darstellung eines Zeichens ein Byte, also
8 Bits verwenden, definiert der in neueren Betriebssystemen (z.B. WINDOWS ab
WINDOWS-NT, Linux) und in den Web-Datenformaten HTML und XML intern eingesetzte
16-Bit-Unicode einen Zeichensatz mit 16 Bits pro Zeichen, so dass 2*° = 65.536 verschiedene
Zeichen moglich und damit Zeichensatze asiatischer, arabischer und europdischer Sprachen
reprasentierbar sind. Nicht alle definierten Zeichen sind eigenstandige Schriftzeichen, sondern
Bausteine, aus denen sich zusammen mit einem Buchstabe ein glltiges Zeichen ergibt.

Die Norm ISO/IEC 10646 definiert einen 32-Bit-Code, den UCS-4-Octett-Code (universal
character set). Mit ihm sind 2°% = 4.294.967.296 verschiedene Zeichen moglich, so dass die
Schriftzeichen aller lebenden und toten Sprachen mit diesem Code darstellbar sind.
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ASCII-Code

rechtes Halbbyte (Ziffernteil)

0 1 2 314 |56 7 8 9 A B | C D E F
O |NUL|SOH|STX|ETX |EOT |ENQ|ACK|BEL| BS | HT | LF | VT | FF | CR | SO | SI
1 |DLE|DC1|DC2|DC3|DC4 |NAK|SYN|ETB|CAN| EM [SUB|ESC| FS | QS | RS | US
2 |SP| ! " # 1S | % & ' ( ) * + , - /
| 3 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : : < = ?
E 4 @ A B C D E F G H | J K L M N 0
s/ 5| PQ[R[S|TJUV]W[X|[Y][Z|[T[\N|[T][~]_
,SI 6 B a b c d e f g h i j k i m n o
E 7 p q r s t u \Y; w X y z { | 3} ~ |DEL
g8|clulelajala[&|c|e[e e[V T[T AR
|9 | E|a&@ | E| 6|06 ] o]0 a |y | O[]0 | e ]| £ | @] x f
é A a i 6 a fi N a ° ¢ ® - - - « »
=| B AlTATAT]O© ¢ | ¥
—_ C a A o]
D| _ | _TE[ETE 1 ] ] [ [ ]
E] O 3 0 0] o] 0 vl _ | _ | U ] U y | Y |
F - + _ | T 8§ - R © 1 3 =
Bedeutung der Steuerzeichen:
NUL (Falizeichen, Null) DCx, Geratesteuerung (Device Control)
SOH Anfang des Kopfes (Start of Heading)  [X=1..4
STX Anfang des Textes (Start of Text) NAK Negative Riickmeldung (Negative
ETX Ende des Textes (End of Text) Acknowledge)
EOT Ende der Ubertragung (End of Transmis- |SYN Synchronisation (Synchronous ldle)
sion) ETB Ende des Dateniibertragungsblocks
ENQ Stationsaufforderung (Enquiry) (End of Transmission Block)
ACK Positive Riickmeldung (Acknowledge) [CAN Ungiiltig (Cancel)
BEL Klingel (Bell) EM Ende der Aufzeichnung (End of Medi-
BS Rickwartsschritt (Backspace) um)
HAT Horizontal-Tabulator (Horizontal Tabu- |SUB Substitution (Substitute Character)
lation ESC Umschaltung (Escape)
LF Zeilenvorschub (Line Feed) FS Hauptgruppen-Trennung (File Separa-
vT Vertikal-Tabulator (Vertical Tabulation) tor)
FF Formularvorschub (Form Feed) GS Gruppen-Trennung (Group Separator)
CR Wagenricklauf (Carriage Return) RS Untergruppen-Trennung (Record Sepa-
SO Dauerumschaltung (Shift-out) rator)
St Rickschaltung (Shift-in) us Teilgruppen-Trennung (Unit Separator)
DLE Dateniibertragungsumschaltung (Data DEL Loschen (Delete)
Link Escape)

Abbildung 2.1.2-2: ASCII-Code
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2.1.3 Datentyp Binarwert

Neben den in druckbaren Zeichenketten vorkommenden Bitkombinationen gibt es Bitkombi-
nationen in einem Byte, denen keine Bedeutung fest zugeordnet sind und die weder als Zei-
chen einer druckbaren Zeichenkette noch als Zahlen sinnvoll interpretiert werden kdnnen. Ein
Datenobjekt vom Datentyp Binarwert kann als Wert eine beliebige Bitkombinationen an-
nehmen und eine Anzahl von Bytes belegen, die durch die Definition des Datenobjekts festge-
legt ist. Die Interpretation hangt von der Anwendung ab. Daher stellt der Datentyp Bindrwert
den allgemeinsten Datentyp dar.

2.1.4  Datentyp Adresse

Der Datentyp Adresse dient der Darstellung virtueller Adressen in einem Programm. Dieser
Datentyp ist abhangig vom Rechnertyp bzw. vom verwendeten Speichermodell. Beispielswei-
se verwenden die Speichermodelle des INTEL x86-Rechners sehr unterschiedliche Arten der
internen Adressdarstellung und —interpretation (Abbildung 2.1.4-1); dabei wird noch zwi-
schen Near Pointern und Far Pointern unterschieden. Die IBM /390-Architektur wiederum
verwendet in Maschinenbefehlen ein Adressformat, das sich aus zwei Teilen zusammensetzt:
einer CPU-Registernummer und einem als Displacement bezeichneten Offset. Der Inhalt des
angesprochenen Registers wird als Adresse interpretiert, zu der der Offset hinzuaddiert wird
und so eine lineare virtuelle Adresse liefert. Der Anwender ist daflir verantwortlich, dass das
CPU-Register mit einem ,,sinnvollen* Wert geladen wird. Diese VVorgehensweise bezieht sich
nattrlich auf die Programmierung auf Maschinenebene; auf der Programmierebene einer ho-
heren Programmiersprache werden diese Details durch die Sprachkonstrukte der Program-
miersprache verborgen. Auf weitere Details soll hier daher verzichtet werden.
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INTEL x86

Near Pointer

Far Pointer

Real Mode

offset = Adresse innerhalb
eines Segments

physikalische Adresse =
Segmentbasisadresse
+ offset (20 Bits)

Format:
[offset] 16 Bits

Die 16 hoherwertigen Bits der Seg-
mentbasisadresse werden zur Lauf-
zeit aus dem Inhalt eines Segment-
registers der CPU (z.B. CS, DS, SS)
genommen und um 4 bindre 0,
rechts erganzt (16 + 4 Bits)

Format:

[segmentnummer] 16 Bits
[offset] 16 Bits
Segmentbasisadresse

= segmentnummer * 16

(20 Bits);

durch den Ladevorgang sind zur
Laufzeit alle Segmenthnummern der
EXE-Datei um die Startsegment-

nummer des Programms erhoht
worden
Protected Mode Format: Format:
[offset] 32 Bits [segmentselektor]
16 Bits
[offset] 32 Bits

Offset = Adresse inner-
halb eines Segments

Physikalische Adresse =
Segmentbasisadresse
+ offset (32 Bits)

Die Segmentbasisadresse steht in
einem Deskriptorregister der CPU
(zusammen mit weiteren Informati-
onen)

Der Segmentselektor wird als Index
in eine Deskriptortabelle interpre-
tiert; der so indizierte Eintrag ent-
héalt (mit weiteren Informationen)
die Segmentbasisadresse

Flaches Speichermodell

physikalische Adresse =
Ergebnis des auf die Line-

aradresse  angewendeten
Pagingverfahrens (32
bzw. 64 Bits)

Format:

[linearadresse] 32 Bits
bzw.
[linearadresse] 64 Bits

Abbildung 2.1.4-1: Datentyp Adresse (Beispiel: INTEL x86-Architektur)

2.1.5

Datentyp Instruktion

Der Datentyp Instruktion beschreibt die interne Darstellung einer Maschineninstruktion.
Diese besitzen ein festes Format (meist mehrere Bytes, weiter unterschieden nach Instrukti-
onstypen), in denen die jeweilige Maschineninstruktion und die beteiligten Operanden kodiert
sind. Operanden werden Uber virtuelle Adressen, als Direktwerte, Uber Registerbezeichnun-
gen der CPU usw. angesprochen. Meist enthdlt eine Maschineninstruktion abhangig vom
Rechnertyp zwischen einer und drei Operandenadressen. Eine weiterfiihrende Behandlung des
Themas Instruktionen ist der Assemblerprogrammierung vorbehalten.
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2.2 Wichtige Datentypen in einer hheren Programmiersprache

In diesem Kapitel werden die Definitionsmdglichkeiten fur Datenobjekte am Beispiel der ho-
heren Programmiersprache Pascal (als Pseudocode) exemplarisch an ausgewéhlten Datenty-
pen néher betrachtet. Dabei werden diese Definitionsmoglichkeiten nur soweit behandelt, wie
sie in den folgenden Kapiteln bent6tigt werden. Weitere Details, insbesondere, wenn Pascal
als Implementierungssprache fur konkrete Anwendungen eingesetzt werden soll, kann man
den einschlagigen Manuals oder der umfangreichen Literatur zu Pascal entnehmen ([PAS],
[D/G]).

Wahrend sich Datendefinitionen in einigen hoheren Programmiersprachen sehr an der inter-
nen Datendarstellung orientieren (z.B. bei COBOL denke man an die PICTURE- und USA-
GE-Klauseln und ihre Abbildung auf interne Datenobjekte, die direkt auf ASSEMBLER-
Deklarationen der IBM /390-Architektur Ubertragbar sind, vgl. [HO1]), abstrahiert Pascal
weitgehend von der zugrundeliegenden Rechnerarchitektur und gewahrleistet damit eine ge-
wisse Portabilitdt, zumindest auf Quellprogrammebene. Die Mdglichkeiten der Datendefiniti-
on in einem Pascal-Programm orientieren sich wesentlich mehr an den Belangen der Anwen-
dungen als an den Konzepten, die von einer Hardware-Architektur bereitgestellt werden. In
der Praxis jedoch, insbesondere bei Problemen der systemnahen Programmierung, ist eine
Hinwendung zu mehr rechnerorientierten Deklarationsmoéglichkeiten eventuell erwiinscht.

Wie bereits anfangs beschrieben besteht die ubliche Art, ein Datenobjekt in einer héheren
Programmiersprache zu deklarieren, in der Angabe des Typs des Objekts und damit implizit
der zuldssigen Operationen und Methoden, die auf das Datenobjekt dieses Typs anwendbar
sind, und der Angabe des Bezeichners flr das Datenobjekt, etwa in der Form:

TYPE data_typ = ...;

VAR datenobjekt : data typ;

Zunéchst sollen die (in Pascal) vordefinierten Datentypen an Beispielen erldutert werden. Ei-
nen Ausschnitt aus den Syntaxdiagrammen der wichtigsten Typdeklarationen zeigt Abbildung
2.2-1. Offensichtlich kann ein definierter Typ mittels seines Typbezeichners fur weitere Defi-
nitionen verwendet werden. AuBerdem gibt es durch Schlisselworte der Sprache vordefinierte
Typbezeichner.
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Typdeklaration

> Stringtyp
> Typ-Bezeichner

einfacher Typ

ordinaler Typ = Teilbereichstyp

3rd. Typbezeichne

Real-Typ —®Real-Typ-Bezeichnér—>

strukturierter Typ =  ARRAY-Typ '——w»
\—»1 PACKED }—T - RECORD-Typ |—
> OBJECT-Typ

= CLASS-Typ

>~ FILE-Typ

Abbildung 2.2-1: Datentypdeklarationen in Pascal (Ausschnitt)

Die Beschreibung in den folgenden Unterkapiteln orientiert sich an Abbildung 2-2. Dort wer-
den Datentypen unterschieden nach Grunddatentypen, die in den meisten IT-Systemen vor-
handen sind, abgeleiteten Datentypen, deren Deklarationsform von der jeweiligen Program-
miersprache abhédngt, und anwendungsorientierten Datentypen, wie sie hdufig von Entwick-
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lungsumgebungen bzw. Spracherweiterungen in Form von Bibliotheken bereitgestellt werden.
Der Grunddatentyp Adressen (Pointer) und die abgeleiteten Datentypen OBJECT und
CLASS werden dabei wegen ihrer besonderen Bedeutung in gesonderten Unterkapiteln behan-
delt.

2.2.1  Grunddatentypen

Zur Definition von Datenobjekten vom Datentyp Festpunktzahl (zur Darstellung ganzer Zah-
len) oder vom Datentyp Ordinalzahl (zur Darstellung vorzeichenloser nichtnegativer Zahlen)
sind in Pascal einige Datentypen implizit vordefiniert, deren Bezeichner folgender Tabelle
entnommen werden kénnen:

Typ internes Format Wertebereich interner Datentyp
(INTEL x86) (INTEL x86)
INTEGER Wort4 -32.768, ..., 32.767 Festpunktzahl, 16 Bits
Doppelwort® —2.147.483.648, ..., 2.147.483.647 Festpunktzahl, 32 Bits
Shortint |Byte -128, ..., 128 Festpunktzahl, 8 Bits
Smalllnt |wort -32.768, ..., 32.767 Festpunktzahl, 32 Bits
Longint Doppelwort -2.147.483.648, ..., 2.147.483.647 Festpunktzahl, 32 Bits
Int64 Quadwort 2% .., 2%-1;2%>972210" Festpunktzahl, 64 Bits
Byte Byte 0,.., 255 Ordinalzahl, 8 Bits
Word Wort 0, ..., 65.535 Ordinalzahl, 16 Bits
LongWord Doppelwort 0, ..., 4.294.967.295 Ordinalzahl, 32 Bits
Cardinal Doppelwort 0, ..., 4.294.967.295 Ordinalzahl, 32 Bits

Zur Definition von Datenobjekten vom Datentyp Gleitpunktzahl (zur Approximation reeller
Zahlen) werden reelle Datentypen bereitgestellt, die auf der internen Darstellung von Gleit-
punktzahlen in der INTEL x86-Architektur aufbauen (vgl. Abbildung 2.1.1-2). Folgende Ta-
belle zeigt die unterschiedlichen reelen Datentypen:

Bei 16-Bit-Compiler
5 Bei 32-Bit-Compiler
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Typ internes Format AbsoluterWertebereich, interner Datentyp
(INTEL x86) kleinstmdglicher Abstand zweier Zahlen (INTEL x86)

REAL Quadwort 2,2250,0107°% < W < 1,7977,510%%, Long Real, 64 Bits
~4,9407,010*

Single Doppelwort 1,1755;51078 < W < 3,4029,,10%, Short Real, 32 Bits
~1,4013,¢107%

Double Quadwort 2,2250,5107°% < W < 1,7977,910°%, Long Real, 64 Bits
~4,9407,5107*

Extended 3,36211010"%% < W < 1,1898,710™%, Extended Real, 80 Bits
~3,6452,0107*!

Real48 Quadwort 2,9387,010%° < W < 1,7015,510%, ---, 48 Bits
~5,3455,;107"

Comp, Ordinaltypen, die als reelle Datentypen klassifiziert werden, weil ihr Verhalten nicht

Currency | Ordinaltypen entspricht (sie werden im Folgenden nicht weiter betrachtet)

Der Datentyp Real 48 ist aus Abwartskompatibilitatsgriinden zu alteren (Borland-) Pascalver-
sionen eingefuhrt. Ihm entspricht kein internes Format der INTEL x86-Architektur. Daher
laufen die entsprechenden Operationen langsamer ab als mit anderen Gleitpunktdatentypen®.

Die in arithmetischen Ausdriicken mit Variablen vom Festpunktzahl-, Ordinalzahl- und Gleit-
punktdatentyp zuldssigen wichtigsten Operatoren werden in Abbildung 2.2.1-1 zusammenge-
fasst. Dabei steht wie (blich ein bindrer Operator zwischen zwei Operanden, ein unérer Ope-
rator vor einem einzelnen Operanden. Ein Integer-Datentyp bezeichnet dabei einen der oben
aufgefiihrten Festpunkt- bzw. Ordinaldatentypen, ein Real-Datentyp einen der obigen Gleit-
punktdatentypen. Zusétzlich werden die zu verwendeten Vergleichsoperatoren genannt.

6 Intern belegt ein Datenobjekt vom Datentyp Real48 6 Bytes (48 Bits), und zwar 1 Bit fiir das VVor-
zeichen, 8 Bits fur den biased Exponenten und 39 Bits fur die Mantisse. Der Bias ist so gewahlt,
dass die Charakteristik c einer von 0 verschiedene Real48-Zahl die Bedingung 0 < ¢ <255 erfullt.
Jede Charakteristik ¢ = 0 flhrt zur Interpretation 0 des Werts fiir das Datenobjekt. Der Datentyp
Real48 kennt weder nicht-normalisierte Zahlen noch NaNs oder Unendlichkeiten: nicht-
normalisierte Zahlen werden auf 0 gesetzt, NaNs und Unendlichkeiten erzeugen einen Laufzeitfeh-
ler (Uberlauf).
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Binare Operatoren

Operator Operation Operandentyp | Ergebnistyp Bemerkung
+ bzw. - Addition bzw. Integer Integer
bzw. * Subtraktion bzw. | Real Real
Multiplikation
/ Division Integer Real Laufzeitfehler bei Division durch 0
Real Real
DIV ganzzahlige Di- | Integer Integer i DIV j ist gleich [ i/ j |; Laufzeit-
vision fehler bei Division durch j =0
MOD Modulo Integer Integer i MOD j ist gleich i—(i DIV j).j
Unére Operatoren
+ Identitat Integer Integer
Real Real
- Negation Integer Integer
Real Real
Logische Operatoren
NOT bitweise Negati- | Integer Integer NOT 0, = 1o,
on NOT 1, = 0O,
AND bitweises UND | Integer Integer 02 AND 0, = O,

02 AND 12 = 02,
12 AND 02 = 02,
12 AND 12 = 12

OR bitweises ODER | Integer Integer 02 OR 02 = 02,
02 OR 12 = 12,
12 OR 02 = 12,
1, 0R 1, = 1,

XOR bitweises EX- Integer Integer 02 XOR 0z = Oz,
KLUSIVES 02 XOR 1, = 1,
ODER 1, XOR 0, = 1,,
1, XOR 1, = 0,
SHL bitweise Links- | Integer Integer i SHL j verschiebt den Wert von i
verschiebung um so viele Bitpositionen nach

links, wie der Wert von j angibt,
d.h. i SHL j ist gleich i - 2!

SHR bitweise Rechts- | Integer Integer i SHR j verschiebt den Wert von i
verschiebung um so viele Bitpositionen nach
rechts, wie der Wert von j angibt,
d.h. i SHRj ist gleich i DIV 2!

Vergleichsoperatoren

= gleich < Kleiner
<> ungleich > groRer
<=

kleiner/gleich
groRer/gleich

>

Abbildung 2.2.1-1: Operatoren mit Integer- und Real-Datentypen
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2.2.2  Abgeleitete Datentypen

Der Datentyp Aufzéhlungstyp dient der Darstellung geordneter Mengen. Er wird durch die
Benennung der einzelnen Elemente definiert, wobei die Ordinalzahlen der Elemente (begin-
nend beim Wert 0) durch die Reihenfolge festgelegt werden. Durch die Deklaration sind die
Elemente ebenfalls als Konstanten festgelegt. Beispielsweise definiert der Datentyp

TYPE studiengang_typ = (Informatik, BWL, Mathematik, sonstiger);

einen Aufzahlungstyp und die vier Konstanten Informatik, BWL, Mathematik und sons-
tiger; dabei hat die Konstante Informatik den Wert 0, die Konstante BWL den Wert 1, die
Konstante Mathematik den Wert 2 und die Konstante sonstiger den Wert 3.

Die Pascal-Standardfunktion Ord kann auf den Wert eines Datenobjekts vom Aufzahlungsda-
tentyp angewendet werden und liefert dessen Ordinalzahl.

Zwischen den Konstanten eines Aufzahlungstyp gelten die Ublichen Ordnungsrelationen
(Vergleiche).

Die interne Darstellung eines Datenobjekts mit Aufzahlungstyp ist ein Byte, wenn die Auf-
zahlung weniger als 256 Elemente enthélt, sonst ein Wort (2 Bytes). Jeder Wert eines Daten-
objekts von einem Aufzéhlungstyp wird intern durch seine Ordinalzahl représentiert.

Boolesche Datentypen sind BOOLEAN, ByteBool, WordBool und LongBool mit der inter-
nen Darstellung in einem Byte (BOOLEAN, ByteBool) bzw. einem Wort (WordBool) bzw.
einem Doppelwort (LongBool). Der in allen Anwendungen vorzuziehende Boolesche Daten-
typ ist BOOLEAN, der als Aufzéhlungstyp durch

TYPE BOOLEAN = (FALSE, TRUE);

definiert ist. Bei allen anderen Booleschen Datentypen wird der ordinale Wert 0 als FALSE,
ein ordinaler Wert ungleich 0 als TRUE interpretiert (eine Reminiszenz an die Sprache C und
an WINDOWS).

Datenobjekte mit Booleschem Datentyp kdnnen durch logische Operatoren miteinander ver-
knipft werden (Abbildung Abbildung 2.2.2-1).
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Operator Operation Operanden- und
Ergebnistyp
NOT logische Boolesch NOT FALSE = TRUE,
Negation NOT TRUE = FALSE
AND logisches UND Boolesch FALSE AND FALSE = FALSE,
FALSE AND TRUE = FALSE,
TRUE AND FALSE = FALSE,
TRUE AND TRUE = TRUE
OR logisches ODER | Boolesch FALSE OR FALSE = FALSE,
FALSE OR TRUE = TRUE,
TRUE OR FALSE = TRUE,
TRUE OR TRUE = TRUE
XOR logisches Boolesch FALSE XOR FALSE = FALSE,
EXKLUSIVES FALSE XOR TRUE = TRUE,
ODER TRUE XOR FALSE = TRUE,
TRUE XOR TRUE = FALSE

Abbildung 2.2.2-1: Logische Operatoren bei Booleschen Datentypen

Ein Teilbereichstyp umfasst einen ordinalen Wertebereich und wird durch die Angaben des
niedrigsten und des hochsten Werts (jeweils als Konstanten) festgelegt, z.B. ist nach Definiti-
on des obigen Aufzéhlungstyps studiengang_typ die Definition des Teilbereichstyps

TYPE stud_gang_typ = BWL .. sonstiger;

moglich. Die interne Darstellung hangt von den Werten der unteren und oberen Grenze ab; al-
le Werte eines Teilbereichtyps missen darstellbar sein.

Mit Hilfe der Pascal-Standardfunktion Chr, die auf den INTEGER-Werten O bis 255 definiert
ist und das der jeweiligen Zahl zugeordnete Zeichen (EBCDI- oder ASCII-Code, je nach
Rechnertyp) liefert, ist der Datentyp CHAR als Teilbereichstyp durch

TYPE CHAR = Chr(0) .. Chr(255);
definiert.

Ein Datenobjekt mit Mengendatentyp stellt eine (Teil-) Menge im mathematischen Sinn aus
Elementen einer Grundmenge dar. Der Datentyp der Grundmenge ist ein Ordinaltyp, dessen
Werte sich im Bereich 0..255 bewegen. Ein Mengendatentyp wird als SET OF ... dekla-
riert.

Im folgenden Beispiel werden der Ordinaltyp farbe einer Grundmenge und ein Mengenda-
tentyp farb_menge definiert. Der Ordinaltyp farbe gibt die moglichen Elemente der
Grundmenge an. Datenobjekte mit Datentyp farb_menge, wie die Variablen £1, £2 und re-
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genbogen_farben, reprasentieren Teilmengen aller mdglichen Farbwerte, die in der
Grundmenge vorkommen:

TYPE farbe = (schwarz, weiss, rot, orange, gelb,
gruen, blau, indigo, violett,
sonstige_Farbe);

farb_menge = SET OF farbe;

VAR T1, 2, regenbogenfarben : farb_menge;

Mit diesen Deklarationen sind beispielsweise die Anweisungen

1 = [schwarz, weiss];

2 = [schwarz..sonstige Farbe];
regenbogenfarben := 2 - f1;

fl =11 { leere Menge };

mdoglich. Die Konstruktion [ . . .] stellt eine Konstante mit Mengendatentyp dar. Datenobjek-
te mit Mengendatentyp kénnen mit den Operatoren + (Vereinigung von Mengen), — (Diffe-
renz von Mengen) und * (Schnitt von Mengen) verkntpft werden.

Ein Datenobjekt mit Mengendatentyp wird intern als Bit-Feld, das nach Bedarf eventuell
mehrere Bytes umfasst, gespeichert, wobei die Position des jeweiligen Bits (in der Z&hlung
von rechts nach links beginnend mit Position 0) fiir die Ordinalitat und sein Wert fiir das Vor-
handensein des entsprechenden Elements der Grundmenge steht: Der Bitwert 0, besagt, dass
das der Bitposition entsprechende Element der Grundmenge im Datenobjekt nicht vorhanden
ist, der Bitwert 1, besagt, dass es vorkommt.

Es seien ordmin und ordmax die kleinste bzw. die gréfite Ordinalzahl innerhalb der Grundmen-

ge. Die Anzahl benétigter Bytes zur Darstellung eines Datenobjekts mit Mengendatentyp er-
rechnet sich dann zu

Lordmax /8J_Lordmin /8J+1

Die im Folgenden beschriebenen abgeleiteten Datentypen werden als Verbunde bezeichnet.
Ein RECORD-Typ enthélt eine festgelegte Anzahl an Komponenten. Die Deklaration legt die
Typen und die Bezeichner fir jede Komponente fest. Er enthalt einen invarianten Teil, an den

sich eventuell ein varianter Teil anschlie3t. Formal wird ein RECORD-Typ mit n Komponeten
durch

TYPE data_typ = RECORD
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komponente_1 : datentyp 1;
komponente_n : datentyp_n
END;

definiert.

Im folgenden Beispiel dient der durch

TYPE funktions_typ = (Verwaltungsmitarbeiter,
gewerblicher_Mitarbeiter,
leitender_Angestellter);

deklarierte Aufzahlungstyp der Klassifizierung der Funktionen eines Mitarbeiters in einem
Unternehmen. Als mdgliche Personalnummer eines Mitarbeiters sei der Zahlbereich 10000
bis 99999 zugelassen:

TYPE personalnr_bereich = 10000..99999.

Um die Hohe des Gehalts eines Mitarbeiters, seines Krankenkassenbeitrags und den Namen
der Krankenkasse abzulegen, der er angehort (wobei ein leitender Angestellter lediglich einen
Krankenkassenzuschuss erhélt, ohne den Namen der Krankenkasse festzuhalten), wird der
RECORD-Typ

TYPE ma_typ = RECORD
{ invarianter Teil: }
personalnummer : personalnr_bereich;
gehalt - REAL;
{ varianter Teil: }

CASE funktion: funktions_typ OF
Verwaltungsmitarbeiter,
gewerblicher_Mitarbeiter:

(beitrag : REAL;
krankenkasse : STRING [15]);
leitender_Angestellter:
(zuschuss : REAL)
END;

deklariert. Den durch
VAR mitarbeiter_1, mitarbeiter_2 : ma_typ;

deklarierten Variablen werden Werte zugewiesen:

WITH mitarbeiter_1 DO
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BEGIN
personalnummer :-= 12000;
gehalt 1= 4940.00;
funktion := gewerblicher_Mitarbeiter;
beitrag 1= 642.20;
krankenkasse = "XYZ Kasse~
END;

WITH mitarbeiter_2 DO

BEGIN
personalnummer := 25000;
gehalt 1= 9500.00;
funktion := leitender_Angestellter;
zuschuss = 210.00
END;

Ein ARRAY-Typ spezifiziert die Struktur eines Felds, indem der Datentyp der einzelnen
Feldelemente, deren Anzahl (in Form einer Dimensionsangabe mit unterer und oberer Index-
grenze fiir jede Dimension) und der Datentyp der Indizes (Ordinaltyp) festgelegt wird. Pascal
akzeptiert nur statische Felder, so dass der Speicherplatzbedarf eines Datenobjekts mit
ARRAY-Typ zur Ubersetzungszeit festliegt.

Der Datentyp einer Arbeitsgruppe mit 20 Mitarbeitern konnte etwa durch

TYPE arbeitsgruppen_typ = ARRAY [1..20] OF ma_typ;
deklariert werden.

Ein mehrdimensionales Feld kann als Datenobjekt mit (eindimensionalen) ARRAY-Typ defi-
niert werden, deren Feldelemente wieder vom ARRAY-Typ sind. So fuihren die in der folgen-
den Deklaration vorkommenden ARRAY-Typen feld_typ_1 und feld_typ_2 zu Datenob-
jekten mit derselben internen Darstellung.

TYPE anzahl = 1..10;

feld typ 1 = ARRAY [anzahl] OF
ARRAY [BOOLEAN] OF
ARRAY [1..10] OF REAL;
feld_typ_2 = ARRAY [anzahl, BOOLEAN, 1..10] OF REAL;

Fur die Behandlung variabel langer Zeichenketten ist der Datentyp STRING-Typ vorgesehen,
der verschiedene Ausprédgungen hat. Gesteuert durch eine entsprechende Compiler-Option
wird durch eine Deklaration
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VAR data : STRING [n];

ein Datenobjekt vom (Unter-) Typ ShortString oder vom Typ AnsiString erzeugt, des-
sen Werte Zeichenketten der maximalen L&nge von n Zeichen sein kdnnen. Fehlt die Angabe
[n], so wird implizit der maximal mégliche Wert fur n genommen (beim Typ ShortString
ist n = 255, beim Typ AnsiString istn = 21— 1).

Zur internen Darstellung des Datenobjekts vom Typ ShortString werden n + 1 aufeinan-
derfolgende Bytes belegt, die von 0 bis n indiziert sind. Das Byte an der Position 0 (an der
niedrigsten Adresse) enthélt als (vorzeichenlose) Ordinalzahl die L&nge der gerade im Daten-
objekt gespeicherten Zeichenkette (ASCII-Zeichen). Die Pascal-Standardfunktion Length
liefert diese Langenangabe. Die Zeichen der Zeichenkette belegen die Bytes mit Index 1 bis n
(aufsteigende Adressen).

Eine Variable vom Typ AnsiString enthélt eine vier Bytes lange Adresse. Ist diese Adresse
gleich NIL (siehe Kapitel 2.2.3), so ist die Zeichenkette leer. Andernfalls wird ein dynamisch
zugewiesener Speicherblock (auf dem Heap, siehe Kapitel 3.1.4) adressiert, der neben der
Zeichenkette eine Langenangabe und einen sogenannten Referenzzahler von je 32 Bits ent-
hélt. Der Referenzzéhler dient zur optimierenden Zugriffs- und Speicherplatzverwaltung
([PAS]). Durch eine Wertzuweisung

data := "Dies ist eine Zeichenkette der Lange 397;

wird die Zeichenkette Dies ist eine Zeichenkette der Lange 39 im Speicher er-
zeugt. Da die Verwaltung des Speicherplatzes durch Laufzeitroutinen der Programmierspra-
che erfolgt, stellt sich aus Anwendersicht die Variable data so dar, als enthielte sie selbst die
Zeichenkette (und nicht die Adresse der Zeichenkette).

Man kann Datenobjekte vom STRING-Typ wie ein Feld indizieren. Beispielsweise ist
data[3] das Zeihen e, und die Anweisung

data[39] := "0O°

andert den Wert der Variablen data auf "Dies ist eine Zeichenkette der Lange
30°.

Zwei Zeichenketten sind gleich, wenn ihre aktuellen Langen und ihre Werte Gbereinstimmen.
Eine Zeichenkette X ist kleiner als eine Zeichenkette Y, wenn entweder die Lange von X klei-
ner als die Lange von Y ist oder wenn sie bei gleicher Lange bis zu einer Position k dieselben
Zeichen enthalten und der (ASCII-) Code des Zeichens an der Position k + 1 von X kleiner ist
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als der entsprechende Code an der Position k + 1 von Y. Das kleinste Datenobjekt mit
STRING-Typ ist ein Nullstring, d.h. eine Zeichenkette der L&nge 0.

Eine Reihe von Standardfunktionen zur Manipulation von Datenobjekten mit STRING-Typ
definieren Funktionen zur Aneinanderreihung von Zeichenketten (Konkatination), das Entfer-
nen von Teilen aus einer Zeichenkette, das Einfiigen von Zeichenketten in eine andere ab ei-
ner gegebenen Position und das Suchen der kleinsten Position eines vorgegebenen Zeichens
in einer Zeichenkette. Die Konkatination zweier Zeichenketten bewirkt auch der Operator +.
Die Anweisungen

"123 A";
“Hit# " + xzeichen + "??7?7;

xzeichen :
xzeichen :

setzen die Variable xzeichen mit STRING-Typ auf den Wert ### 123 A??7?.
Die Deklaration
VAR data : ARRAY [O.. idx] OF CHAR;

definiert ein Datenobjekt mit nullbasierten STRING-Typ (nullterminierten Zeichenkette),
wobei idx ein ganzzahliger von 0 verschiedener Ordinalwert ist. Dieses Datenobjekt kann eine
nullterminierte Zeichenkette aufnehmen, d.h. eine Zeichenkette, deren Ende durch das Zei-
chen #0 definiert ist. Eine derartige Zeichenkette kann eine maximale L&nge von 65.535 Zei-
chen haben. Spezielle Standardfunktionen erlauben Operationen mit nullterminierten Zei-
chenketten und Datenobjekten (siehe [PAS]).

2.2.3  Zeigerdatentypen

Datenobjekte, die tber die bisher beschriebenen Datentypen deklariert werden, belegen intern
eine durch den jeweiligen Datentyp bestimmte Anzahl von Bytes. Diese Speicherplatzbele-
gung erfolgt automatisch ohne Zutun des Anwenders, sobald der Block (Prozedur, Programm-
teil), der die Deklaration enthalt, ,,betreten* wird. Selbst wenn ein Datenobjekt dann aufgrund
der Programmlogik wahrend der Laufzeit gar nicht verwendet wird, belegt es trotzdem Spei-
cherplatz. Eine Maoglichkeit, einem Datenobjekt Speicherplatz dynamisch erst wahrend der
Laufzeit nach Bedarf zuzuweisen bzw. zu entziehen und damit seine Lebensdauer in Abhén-
gigkeit von der Anwendung zu begrenzen, besteht in der Verwendung von Zeigertypen und
einem ,,indirekten Zugriff* auf das jeweilige Datenobjekt. Dazu wird neben dem betreffenden
Datenobjekt D ein weiteres Datenobjekt D_ptr angelegt, das die Adresse von D aufnimmt,
sobald D auch wirklich benotigt und Speicherplatz bereitgestellt wird. Der Wert von D_ptr
wird als Zeiger (Pointer) auf D bezeichnet; der Datentyp von D_ptr ist ein Zeigerdatentyp
(Pointertyp).
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Ein Datenobjekt mit Zeigerdatentyp kann als Wert eine Adresse, d.h. eine Referenz auf ein
weiteres Datenobjekt, oder den Wert NIL enthalten. Der Wert NIL représentiert hier einen
Adressverweis, der ,,nirgendwo hinzeigt® (undefinierte Adresse). Intern belegt ein Datenob-
jekt mit Zeigerdatentyp so viele Bytes, wie zur internen Darstellung einer Adresse notwendig
sind.

Die Syntax des Zeigerdatentyp wird an folgenden Beispiel deutlich:

TYPE Pointertyp = ~Tgrund_typ;
{ ™ bedeutet Verweis auf ein Datenobjekt,
das den auf ™ folgenden Datentyp besitzt }
Tgrund_typ = ...;

VAR datenobjekt : Pointertyp;

Das Datenobjekt mit Bezeichner datenobjekt und dem Zeigertyp Pointertyp kann die
Adresse eines anderen Datenobjekts aufnehmen, das den Datentyp Tgrund_typ hat, oder
den Wert NIL.

Fur ein so deklariertes Datenobjekt mit Pointertyp sind nur wenige Operationen zugelassen:

e Zuweisung der Adresse eines Datenobjekts mit Datentyp Tgrund_typ oder die Zuwei-
sung des Werts NIL

e Vergleich auf Wertgleichheit mit einem anderen Datenobjekt mit Datentyp Pointertyp
oder mit dem Wert NIL

e ,Freigabe” des Datenobjekts, dessen Adresse gerade als Wert in datenobjekt enthalten
ist.

Ist das Datenobjekt mit Namen ref_data durch

VAR ref _data : Pointertyp { siehe oben };

definiert, so sind beispielsweise die Operationen

ref _data = NIL;
datenobjekt := ref_data;
IF ref_data = NIL THEN ... ELSE ...;

IF datenobjekt <> ref _data THEN ...;

erlaubt.
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Durch den Aufruf der Pascal-Standardprozedur New in der Form

New (datenobjekt);

wird ein neues Datenobjekt mit Datentyp Tgrund_typ erzeugt und dessen Adresse (als
Wert) dem Datenobjekt mit Bezeichner datenobjekt zugewiesen. Dieses neue Datenobjekt
liegt dann in einem flir dynamisch erzeugte Datenobjekte vorgesehenen (virtuellen) Speicher-
bereich, dem Heap (siehe Kapitel 3.1).

Ein Zugriff auf den Wert dieses neu erzeugten Datenobjekts erfolgt ausschlieBlich tber die in
datenobjekt abgelegte Adresse; es hat (anders als die ,,normalen” Datenobjekte) keinen
Bezeichner. Das Datenobjekt, dessen Adresse in datenobjekt liegt, ist durch die syntakti-
sche Konstruktion

datenobjekt”
erreichbar.

Ist der Datentyp Tgrund_typ wie oben durch

TYPE Tgrund_typ = RECORD

wert : LonglInt;
belegt : BOOLEAN
END;

definiert, so werden die Werte 100 und TRUE in die Komponenten wert bzw. belegt durch

datenobjekt™.wert = 100;
datenobjekt”™.belegt := TRUE;

gesetzt; die Anweisung

IF datenobjekt™.wert > 100 THEN ... ELSE ...;

prift den Wert der Komponente wert.
Die Pascal-Standardprozedur Dispose in der Form
Dispose (datenobjekt);

gibt das Datenobjekt, dessen Adresse in datenobjekt steht, frei, d.h. dieses Datenobjekt
existiert nach Ausfuhrung der Prozedur Dispose nicht mehr.



2.2 Wichtige Datentypen in einer héheren Programmiersprache 47

Durch die Deklarationen

TYPE Pointertyp = ~Tgrund_typ;
Tgrund_typ = ...;

VAR datenobjekt : Pointertyp;

wird also noch kein Datenobjekt mit Datentyp Tgrund_typ deklariert, sondern nur ein Date-
nobjekt, das die Adresse eines Datenobjekts mit Datentyp Tgrund_typ aufnehmen kann.
Erst durch den Aufruf der Prozedur

New (datenobjekt);

wird es eingerichtet, seine Adresse in mit Datentyp datenobjekt abgelegt, und es beginnt
seine Lebensdauer. Sie endet mit der Ausfuhrung der Prozedur Dispose, der als Parameter
die Adresse des Datenobjekts mitgegeben ist; ein Zugriff auf dieses Datenobjekt ist nun nicht
mehr moglich.

Der Heap belegt in der Regel einen Speicherplatz, dessen Grofze durch Steuerungsparameter
bestimmt wird. Bei Programmstart ist der gesamte Heap als frei gekennzeichnet. Die Ausfih-
rung von New reserviert fest den Speicherplatz fir ein neues Datenobjekt (z.B. mit Datentyp
grund_typ). Der so reservierte Platz innerhalb des Heaps wird erst durch Dispose zur wei-
teren Verwendung wieder freigegeben. Auf diese Weise enthalt der Heap reservierte und freie
Bereiche, deren GroRen und Verteilung sich wahrend der Programmlaufzeit dynamisch &n-
dern. Das Laufzeitsystem fuhrt eine Liste der nicht-reservierten Bereiche (Anfangsadresse
und Anzahl Bytes) im Heap. Die Eintrage dieser Liste sind tuber Adressverweise logisch mit-
einander verkettet und nach LickengréRe geordnet. Bei Aufruf von New wird zunéchst ver-
sucht, fir das neu einzurichtende Datenobjekt eine durch vorhergehende Dispose-Aufrufe ent-
standene Licke zu nutzen. Schliel3t sich bei einem Dispose-Aufruf die neu entstehende Liicke
nahtlos an eine bereits existierende Lucke an, so werden diese Bereiche zu einem zusammen-
héngenden freien Bereich zusammengelegt. Aus Performancegrinden wird auf komplexere
Verfahren (Garbage Collection) zur Heaporganisation meist verzichtet.

Das Beispiel in Abbildung 2.2.3-1 zeigt schematisch das Zusammenspiel von New und
Dispose und die Speicherbelegung bei einem Programmausschnitt. Durch eine fehlerhafte
Reihenfolge im Gebrauch der Prozedur New (zu sehen beim Ubergang von Bild (b) nach Bild
(c)) ist der Adressverweis auf das Datenobjekt mit wert-Komponente 100 Uberschrieben
worden. Der Speicherplatz, den dieses Datenobjekt im Heap belegt, kann nicht mehr durch
Dispose freigegeben werden; er bleibt wéhrend der gesamten Programmlaufzeit reserviert.
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PROGRAM beispiel;

TYPE Pointertyp = ~Tgrund_typ;

Tgrund_typ = RECORD
wert
belegt :

END;

VAR datenobjekt : Pointertyp;
ref_data : Pointertyp;

BEGIN
New (datenobjekt);

datenobjekt”™.wert
datenobjekt”™.belegt

1
-
Y]
C
m

New (ref_data);
ref_data”™.wert = 200;

ref_data”™.belegt := TRUE;
New (datenobjekt);
datenobjekt”™.wert 1= 300;
datenobjekt™.belegt := TRUE;

Dispose (ref_data);

ref_data := datenobjekt;

New (datenobjekt);
datenobjekt™.wert := 400;
datenobjekt™.belegt := TRUE;

END;

INTEGER;
BOOLEAN

{

{

{

{

Bild (a) }

Bild (b) }

Bild (¢) }

Bild (d) }
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Codebereich
stat. Datenbereich
datenobjekt datenobjekt datenobjekt datenobjekt
ref data ref data ref data ref data
00000064 [01 Heap [00000064 01 00000064 |01 00000064 [01]
000000C8 |01 00000190 [01]
0000012C [01]
Stack
Bild (a) Bild (b) Bild (c) Bild (d)

Abbildung 2.2.3-1: Belegung des Heaps (Beispiel)

Im folgenden Beispiel kommt es zu einem Laufzeitfehler, da auf ein nicht-existentes Daten-
objekt zugegriffen wird.

PROGRAM achtung;
TYPE Pointertyp = ~Tgrund_typ;

Tgrund_typ = RECORD

wert - INTEGER;
belegt : BOOLEAN
END;

VAR datenobjekt : Pointertyp;
ref_data > Pointertyp;

BEGIN
New (datenobjekt);
ref _data := datenobjekt
{ beide Datenobjekte enthalten
dieselben Adressverweise 3}
Dispose (datenobjekt);
ref _data”™.wert := 100
{ das Datenobjekt, dessen Adresse
in ref_data steht, existiert
nicht mehr 3}
END.
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Ein weiterer Zeigerdatentyp in Pascal ist der Datentyp Pointer, der flr einen untypisierten
Zeiger steht. Dieser Datentyp ist wie die Konstante NIL mit allen Zeigertypen kompatibel.
Mochte man allerdings auf ein Datenobjekt, das durch den Wert eines Datenobjekts Pointer
referenziert wird, zugreifen, so muss vorher eine explizite Typisierung vorgenommen werden.
Das Vorgehen erlautert das folgende Beispiel:

TYPE Tgrund_typ = RECORD

belegt : BOOLEAN;
wert - INTEGER;
END;
feld_typ = ARRAY [1..300] OF Tgrund_typ;

~feld_typ;

feld_typ ptr
Buftyp = ARRAY[1..4096] OF Byte;

VAR ptr : Pointer;
BufPtr : ~Buftyp;

BEGIN

New(BufPtr); { Puffer im Heap anlegen
ptr = BufPtr; { Puffer Uber ptr adressieren

“

{ Ein ARRAY mit Datentyp feld_typ uUber den Puffer legen,
d.h. den Puffer, wie feld_typ angibt, strukturieren, und
einen Wert in das erste Feldelement Ubertragen }

feld _typ ptr(ptr)”[1]-.belegt := TRUE;

feld_typ_ptr(ptr)~[1]-wert = 200;

END.

Uber den Adressoperator @ kann die Adresse einer Variablen, Prozedur, Funktion oder Me-
thode ermittelt und einem Zeiger zugeordnet werden.



2.2 Wichtige Datentypen in einer hoheren Programmiersprache 51

2.2.4  Typkompatibilitat

Bei Operationen, Wertzuweisungen und Prozedur- und Funktionsaufrufen missen die Daten-
typen der beteiligten Datenobjekte Kompatibilitatsregeln genigen. Im folgenden Beispiel
werden sechs Felder deklariert, die jeweils aus 5 Feldelementen mit Datentyp INTEGER be-
stehen:

TYPE feld _typ 1
feld_typ 2

ARRAY [1..5] OF INTEGER;
ARRAY [1..5] OF INTEGER;

VAR a : Feld_typ 1;
b : feld_typ_2;
c  ARRAY [1..5] OF INTEGER;
d, e - ARRAY [1..5] OF INTEGER;
T : feld_typ_1;

In der internen Darstellung unterscheiden sich diese Felder nicht; sie sind strukturéquiva-
lent. Pascal setzt fur die Gleichheit von Datentypen jedoch Namensaquivalenz voraus, d.h.
zwei Variablen haben nur dann einen gleichen Datentyp, wenn sie mit demselben Datentyp-
bezeichner definiert wurden. Im Beispiel haben a und £ bzw. d und e denselben Datentyp, a,
b, c und d jedoch nicht (da ARRAY [1..5] OF INTEGER kein Datentypbezeichner ist, ha-
ben c und d unterschiedliche Datentypen).

Fur die Datentypen der Aktualparameter und der korrespondierenden Formalparameter bei
Prozedur- und Funktionsaufrufen wird in Pascal Gleichheit im Sinne der Namenséaquivalenz
vorausgesetzt. Erweiterte Kompatibilitatsregeln gelten bei der Bildung von Ausdriicken, rela-
tionalen Operationen und Wertzuweisungen. Die Einhaltung dieser Regeln, von denen die
wichtigsten in Abbildung 2.2.4-1 zusammengefasst sind, wird vom Compiler tberpruift.
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Zwei Datentypen sind kompatibel, wenn mindestens eine der Bedingungen erfullt ist:

Beide Typen sind gleich (Namenséquivalenz).

Beide Typen sind Real-Datentypen.

Beide Typen sind Integer-Datentypen.

Ein Typ ist ein Teilbereichstyp des anderen.

Beide Typen sind Teilbereiche derselben Grundmenge.

Beide Typen sind Mengendatentypen mit kompatiblen Datentypen der Grundmenge.
Beide Typen sind STRING-Datentypen mit der gleichen Anzahl von Komponenten.

Der eine Typ ist ein STRING-Datentyp und der andere ist ein PACKED ARRAY-Datentyp mit nicht
mehr Zeichen, als im STRING-Datentyp aufgrund seiner Definition maximal zugelassen sind.

Ein Typ ist der Datentyp Pointer, der andere ein beliebiger Zeigertyp.

Der Wert eines Datenobjekts mit Datentyp T, kann einem Datenobjekt mit Datentyp T, zugewiesen

werden, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist (Zuweisungskompatibilitat):

Ty und T, sind kompatible Ordinaltypen, und der Wert von T, liegt im mdglichen Wertebereich von
T,

T, und T, sind kompatible Real-Datentypen, und der Wert von T, liegt im moglichen Wertebereich
von T;.

T, hat den Datentyp REAL und T, den Datentyp INTEGER.
T, und T, sind STRING-Datentypen.
T, ist ein STRING-Datentyp, und T2 ist ein CHAR-Typ.

Ty ist ein STRING-Typ, und T, ist ist ein PACKED ARRAY-Typ mit nicht mehr Zeichen, als im
STRING-Typ aufgrund seiner Definition maximal zugelassen sind.

T1 und T, sind kompatible Mengendatentypen, und alle Elemente des Werts von T, fallen in den
maoglichen Wertebereich von T.

T, und T, sind kompatible Zeigerdatentypen.

(Zusatzliche Regeln gelten fir die objektorientierte Programmierung.)

Abbildung 2.2.4-1: Wichtige Typkompatibilitatsregeln
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2.2.5  Aspekte der Objektorientierung und Klassendatentypen

In diesem Unterkapitel wird zundchst auf die grundlegenden Prinzipien der objektorientierten
Programmierung eingegangen. Dabei wird vorausgesetzt, dass bereits Basiskenntnisse tber
objektorientierte Methodiken bekannt sind. Anschlieend werden die syntaktischen Hilfsmit-
tel zur objektorientierten Programmierung der Sprache Object Pascal im Uberblick vorge-
stellt. Viele Details werden in den spateren Kapiteln im jeweiligen Zusammenhang behandelt.

In der objektorientierten Modellierung (OOM) und der objektorientierten Programmie-
rung (OOP) wird ein Problem dadurch zu lésen versucht, dass man ein Modell von mitei-
nander kommunizierenden Objekten aufstellt. Dazu identifiziert man aus dem jeweiligen
Realitatsbereich Objekte, ihre gegenseitigen Abhangigkeiten und die mit den Objekten ver-
knupften Operationen, die hier Methoden genannt werden. Die Formulierung des Modells
und seine Umsetzung in Programme erfolgt in einer geeigneten Programmiersprache.

OOP ist bedingt in ,klassischen* Programmiersprachen maoglich. Das Gesamtkonzept wird
aber durch spezielle Sprachen (Smalltalk, Flavor, Eifel usw.) anwendungsorientiert unter-
stitzt. Andere Ansatze erweitern bekannte Sprachen. Beispiele sind C++, Java und Object
Pascal. Allein eine Programmierung mit einer dieser Sprachen macht jedoch noch nicht die
OOP aus.

Ein Charakteristikum der Objekte vieler Modelle ist die Tatsache, dass Objekte gemeinsame
Eigenschaften aufweisen und zu einer (Objekt-) Klasse zusammengefasst werden. Alle Ob-
jekte einer Objektklasse haben daher dieselben Eigenschaften; insbesondere gleichen sich alle
Methoden auf (d.h. Operationen mit) diesen Objekten. Eine Klasse definiert daher einen Ob-
jekttyp (Klassentyp). Objekte unterschiedlicher Objektklassen kénnen durchaus gemeinsame
(Teil-) Eigenschaften besitzen; mindestens eine Eigenschaft trennt jedoch die Objekte der ver-
schiedenen Objektklassen.

Es konnen Hierarchien von Objektklassen aufgebaut werden: Eine Objektklasse Gibernimmt
alle Eigenschaften einer Gbergeordneten Objektklasse und fligt weitere Eigenschaften hin-
zu, spezialisiert also dadurch eine in der Hierarchie weiter oben stehende Objektklasse. An-
wendbar sind alle Operationen, die in einer bergeordneten Objektklasse definiert sind, auch
auf die Objekte einer dieser Klasse untergeordneten Objektklasse, falls die Operationen in der
untergeordneten Klasse nicht neu definiert werden. Eine Objektklasse tbernimmt ja von einer
ubergeordneten Objektklasse alle Eigenschaften; die dort definierten Operationen beziehen
sich nur auf diese ibernommenen Eigenschaften. Der Vorgang der Ubernahme von Eigen-
schaften Ubergeordneter Objektklassen nennt man Vererbung. Die Art und Weise der Verer-
bung, z.B. die Vererbung aus einer einzigen Oberklasse (einfache Vererbung) oder mehreren
Oberklassen (multiple Vererbung), und der Zeitpunkt der Vererbung, z.B. bei der Deklarati-
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on eines Objekts (statische Vererbung) oder erst bei einer Operationsanwendung (dynami-
sche Vererbung), pragen den objektorientierten Ansatz.

Jedes Objekt besteht aus:

e Daten, auch Komponenten genannt: sie besitzen einen Datentyp und kénnen Werte an-
nehmen, die wahrend der Lebensdauer des Objekts veranderbar sind

e Eigenschaften (properties): sie gleichen den Daten des Objekts, erlauben es aber zusatz-
lich, definierte Aktionen mit dem Lesen einer Eigenschaft bzw. dem Veréndern einer Ei-
genschaft zu verbinden

e Methoden: Operationen, die auf die Komponenten und Eigenschaften des Objekts zugrei-
fen und deren Werte eventuell verandern.

Zusatzlich wird jedes Objekt durch einen eindeutigen Objektbezeichner identifiziert. Die
gegenwartigen Werte der Daten (Komponenten) und Eigenschaften eines Objekts bestimmen
seinen Objektzustand.

libergeordnete Objektklasse

~—

Einfachvererbungx

Obijektklasse

Mehrfachvererbung

. ein Objekt wird charakterisiert durch: |

E - Daten (Komponenten)
i - Eigenschaften (properties)
! - Methoden

. (entweder von einer Gbergeordneten |
' Objektklasse geerbt oder fiir die
1 Objektklasse neu definiert)

Abbildung 2.2.5-1: Objektkonzept der objektorientierten Programmierung

Prinzipiell besteht eine vollstandige Kapselung der Daten und Eigenschaften eines Objekts
nach auf’en hin, d.h. nur die fur ein Objekt definierten Methoden kdnnen auf die einzelnen
Komponenten des Objekts zugreifen und deren Werte verdndern. Gerade dieser Aspekt ist je-
doch in den Programmiersprachen, die erst spater um die Konzepte der OOP erweitert wurden
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wie C++, Java oder Object Pascal, nicht streng realisiert, so dass die Einhaltung der Kapse-
lung dem Programmierer eine gewisse Programmierdisziplin auferlegt.

Die Interaktion zwischen Objekten erfolgt durch Austausch von Nachrichten: Ein Objekt
ruft dazu eine Methode eines anderen Objekts auf und verandert dadurch dessen Objektzu-
stand (und folglich damit den Zustand des Gesamtsystems). Das Zielobjekt reicht mit dem
gleichen Mechanismus eventuell ein Resultat zurlick. Das Versenden einer Nachricht ist da-
mit mit dem Prozeduraufruf in einer konventionellen Programmiersprache vergleichbar. Da-
bei ist zu beachten, dass der gleiche Methodenbezeichner bei unterschiedlichen Objekten auch
unterschiedliche Reaktionen hervorrufen kann und dieses sogar in ,kontrolliertem Maf3* bei
unterschiedlichen Objekten derselben Objekthierarchie. Dieses Konzept wird als Polymor-
phie bezeichnet.

In diesem Interaktionskonzept ist der Empfanger einer Nachricht dem Absender der Nachricht
bekannt. Einige Systeme erlauben zusétzlich das Versenden von Botschaften, deren mogli-
chen Empféanger der Absender nicht kennt: eine Botschaft wird durch einen Botschaftsbe-
zeichner identifiziert und kann weitere Parameter enthalten. Eine Objektklasse hat zu diesem
Botschaftsbezeichner eine Methode, die Botschaftsbehandlungsmethode, deklariert. Beim
Absenden einer Botschaft durch ein Objekt wird zunéchst in der eigenen Objektklasse nach
der Botschaftsbehandlungsmethode zu dieser Botschaft gesucht und bei einer nicht erfolgrei-
chen Suche durch die Objektklassenhierarchie gegangen, bis eine entsprechende Botschafts-
behandlungsmethode gefunden wurde.

Die Umsetzung dieses allgemeinen Konzepts wird im Folgenden ausschnittsweise an der
Sprache Object Pascal erldutert.

Ein Klassentyp (Objekttyp), Schliisselwort CLASS, definiert eine Struktur von Feldern, Me-
thoden und Eigenschaften:

e Ein Feld (Datenelement, Komponente) ist im Wesentlichen eine Variable, die zu einem
Objekt dieses Klassentyps gehort. Es definiert ein Datenelement, das in jedem Objekt die-
ses Objekttyps vorhanden ist

e Eine Methode ist eine Prozedur oder Funktion, die zu dem Klassentyp gehort

e Eine Eigenschaft (property) ist eine Schnittstelle zu den Daten eines Objekts (die oft-
mals in einem Feld gespeichert sind). Eigenschaften verfligen ber Zugriffsangaben
(READ, WRITE) und optionalen Angaben zur Verwaltung von Laufzeit-Typinformationen
(STORED, DEFAULT oder NODEFAULT) und optionalen IMPLEMENTS-Angaben. Jede Ei-
genschaftsdeklaration muss zumindest einen READ- oder WRITE-Bezeichner enthalten.
Die Zugriffsangaben bestimmen, wie ihre Daten gelesen und gedndert werden. Sie er-
scheinen flr die anderen Bestandteile eines Programms (auf3erhalb des Objekts) in vieler-
lei Hinsicht wie ein Feld. Eine Eigenschaft definiert (wie ein Feld) ein Attribut eines Ob-
jekts. Felder sind jedoch nur Speicherbereiche, die tberprift und geéndert werden kon-
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nen. Eigenschaften kénnen hingegen mit Hilfe bestimmter Aktionen gelesen und ge-
schrieben werden. Sie erlauben eine grofiere Kontrolle Uber den Zugriff auf die Attribute
eines Objekts und ermdglichen das Berechnen von Attributen.

Fur Felder, Methoden und Eigenschaften lassen sich mit Hilfe der Schlisselworter PRIVATE,
PUBLIC, PUBLISHED und PROTECTED Sichtbarkeitsregeln vereinbaren:

e Auf ein PRIVATE-Element kann nur innerhalb des Moduls zugegriffen werden, in dem
die Klasse deklariert ist. Mit anderen Worten: eine PRIVATE-Methode kann nicht von an-
deren Modulen aufgerufen werden, und als PRIVATE deklarierte Felder oder Eigenschaf-
ten kénnen nicht von anderen Modulen gelesen oder geschrieben werden. Indem man
verwandte Klassendeklarationen im selben Modul zusammenfasst, kann man diesen Klas-
sen also den Zugriff auf alle PRIVATE-Elemente ermdglichen, ohne die Elemente anderen
Modulen bekanntzumachen

e Ein PUBLIC-Element unterliegt keinerlei Zugriffsbeschrankungen. Es ist Uberall dort
sichtbar, wo auf seine Klasse verwiesen werden kann

e FiUr PUBLISHED-Elemente gelten dieselben Sichtbarkeitsregeln wie fiir PUBLIC-
Elemente, jedoch werden fur PUBL I SHED-Elemente Laufzeit-Typinformationen generiert.
Sie ermoglichen einer Anwendung, die Felder und Eigenschaften eines Objekts dyna-
misch abzufragen und seine Methoden zu lokalisieren. Diese Eigenschaften werden von
der Entwicklungsumgebung Delphi verwendet, um beim Speichern und Laden von For-
mulardateien auf die Werte von Eigenschaften zuzugreifen, Eigenschaften im Objektin-
spektor anzuzeigen und spezielle Methoden (sogenannte Ereignisbehandlungsroutinen)
bestimmten Eigenschaften (den Ereignissen) zuzuordnen. Es gibt Einschrankungen be-
zuglich der Maglichkeiten, Elemente als PUBLISHED deklarieren zu konnen; auf Details
wird hier nicht weiter eingegangen, da im folgenden Text nur PUBLIC- und PRIVATE-
Elemente verwendet werden

e Ein PROTECTED-Element ist innerhalb des Moduls mit der Klassendeklaration und in al-
len abgeleiteten Klassen (unabhéngig davon, in welchem Modul sie deklariert sind) sicht-
bar.

Der Ausgangspunkt der Klassenhierarchie, d.h. der ,,Urahn* aller anderen Objekttypen, ist der
Objekttyp TObject. Dieser kapselt das grundlegende Verhalten, das allen Objekten in Object
Pascal gemeinsam ist. Mit den von TObject eingefiihrten Methoden lassen sich

e Objekte (Objektinstanzen) erzeugen, verwalten und auflésen. Dies geschieht durch Zu-
weisen, Initialisieren und Freigeben von Speicher fir das Objekt

e auf objektspezifische Informationen tber den Klassentyp und die Instanz zugreifen und
Laufzeitinformationen von Eigenschaften verwalten, die als PUBL 1 SHED deklariert sind

e Botschaften individuell bearbeiten.
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Wenn bei der Deklaration eines neuen Objekttyps kein VVorfahr angegeben wird, setzt Object
Pascal als VVorfahr automatisch die Klasse TObject ein.

Die Leistungsfahigkeit der Objekte beruht zu einem grof3en Teil auf den Methoden, die
TObject einfuhrt. Viele dieser Methoden sind fur die interne Verwendung in der Delphi-
Entwicklungsumgebung vorgesehen, nicht aber fur einen direkten Aufruf durch den Anwen-
der. Andere Methoden missen in abgeleiteten Objekten und Komponenten, die ein komplexe-
res Verhalten zeigen, tberschrieben, d.h. neu deklariert werden.

Das folgende Beispiel zeigt die Deklaration der Klasse TListColumns in Object Pascal:

TYPE
TListColumns = CLASS (TCollection)
PRIVATE
FOwner : TCustomListView;
FUNCTION Getltem (Index : INTEGER): TListColumn;
PROCEDURE Setltem (Index : INTEGER;
Value : TListColumn);
PROTECTED
FUNCTION GetOwner : TPersistent; OVERRIDE;
PROCEDURE Update (ltem : TCollectionltem); OVERRIDE;
PUBLIC
CONSTRUCTOR Create (AOwner : TCustomListView);
FUNCTION Add : TListColumn;
PROPERTY Owner : TCustomListView READ FOwner;
PROPERTY Items [Index : INTEGER] : TlistColumn
READ Getltem WRITE Setltem; DEFAULT;
END;

TListColumns ist von einem zuvor deklarierten Klassentyp TCol lection, der hier nicht
angegeben wird, abgeleitet und erbt die meisten Elemente dieser Klasse. Zusatzlich werden
mehrere Eigenschaften und Methoden einschliellich des Konstruktors Create definiert. Ein
Konstruktor ist eine Methode mit einem speziellen Verhalten, die zur Erzeugung von Objek-
tinstanzen dieses Typs aufgerufen wird. Eine zu einem Konstruktor funktional korrespondie-
rende Methode ist ein Destruktor. Hierbei handelt es sich um eine spezielle Methode, die
verwendet wird, wenn ein Objekt dieses Objekttyps aus dem System entfernt wird. Im vorlie-
genden Beispiel wird ein Destruktor ohne Anderung von TCol lection iibernommen und
daher nicht erneut deklariert. Die Rollen von Konstruktoren und Destruktoren werden im Zu-
sammenhang mit Betrachtungen zur Implementieren von Methoden in Kapitel 3.3 naher be-
trachtet.

Der Destruktor Destroy wird ohne Anderung von TCollection lbernommen und daher
nicht erneut deklariert.
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Ausgehend von dieser Deklaration kann ein TListColumns-Objekt folgendermalien erstellt
werden:

VAR ListColumns : TListColumns;

ListColumns := TListColumns.Create(SomeListView);
SomeListView ist hierbei eine Variable, die ein TCustomListView-Objekt enthlt.

Eine Objektklasse kann neben Feldern und Eigenschaften insbesondere Methoden an Nach-
fahren vererben und geerbte Komponenten uberschreiben, d.h. mit demselben Bezeichner und
veranderter Bedeutung neu definieren. Je nach Art der Vererbung der Methoden unterschei-
det man

e statische Methoden

e virtuelle Methoden

e dynamische Methoden
e abstrakte Methoden.

Die Unterschiede werden besonders deutlich, wenn man die Prinzipien der Implementierun-
gen der Methoden ansieht; dieses geschieht in Kapitel 3.3.

Leider ist beim Entwurf der Sprache Object Pascal eine konzeptuelle Inkonsistenz einge-
fuhrt worden, die sich auch bereits in C++ und dann in Java wiederfindet, ndmlich die Vermi-
schung von Variablendeklarationen und Variablenreferenzdeklarationen. Die folgende Be-
trachtung erldutert den Sachverhalt.

Durch die Deklarationen

TYPE Prec_typ
Trec_typ

~Trec_typ;
RECORD
zahl : INTEGER;
txt :© STRING [10];
ptr - Prec_typ
END;

VAR vrec : Trec_typ;
vptr : Prec_typ;

werden zwei Variablen vrec und vptr deklariert. Die Variable vrec belegt so viel Spei-
cherplatz, wie notig ist, um ihre Komponenten zahl (eine Festpunktzahl mit 16 bzw. 32
Bits), txt (eine Zeichenkette mit 11 Bytes, einschlie3lich Byte 0, das die aktuelle Lange der
Zeichenkette enthdlt) und ptr (eine Adresse etwa mit 16 bzw. 32 Bits je nach Rechnertyp)
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abzuspeichern. Die Variable vptr belegt lediglich den Speicherplatz, der fiir eine Adresse
bendtigt wird. Erst nach Ausfiihrung von

New (vptr);

ist Speicherplatz fur ein gemaR Datentyp Trec_typ strukturiertes Datenobjekt reserviert,
dessen Adresse in der Variablen vptr steht. Eine Wertzuweisung etwa an die Komponente
zahl in vrec erfolgt durch

vrec.zahl := 1000;

eine Wertzuweisung an die Komponente zahl, die im Datenobjekt vorkommt, das durch den
Wert in der Variablen vptr adressiert wird, erfolgt durch

vptr~.zahl :-= 1000;

Es wird also auch syntaktisch strikt zwischen Datenobjekten und Referenzen auf Datenobjek-
ten unterschieden, und die korrekte Verwendung der Variablen wird durch den Compiler ge-
priift. Ein Datenobjekt mit Objekttyp, das etwa wie folgt deklariert wird, misste unter Beibe-
haltung des korrekten Sprachkonzepts analog behandelt werden:

TYPE Tclass_typ = CLASS
PRIVATE
zahl : INTEGER;
txt : STRING [10];
ptr @ Prec_typ;
PUBLIC
feld : INTEGER;
CONSTRUCTOR Create;

END;

VAR vclass : Tclass_typ;

Die Variable vclass misste demnach ein Objekt vom Typ Tclass_typ benennen, inshe-
sondere musste fur vclass so viel Speicherplatz alloziert werden, wie flr die Aufnahme ei-
nes Objekts vom Typ Tclass_typ erforderlich ist. Stattdessen wird jedoch fur vclass
Speicherplatz flr die Adresse eines Objekts vom Typ Tclass_typ bereitgestellt. Der Zugriff
auf die Komponente feld erfolgt (nach Initialisierung durch den Konstruktor Create und
unter Akzeptanz, dass vclass lediglich die Adresse eines Datenobjekts enthalt) nicht durch

vclass™.feld := 1000;

sondern durch
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vclass.feld := 1000;

Dieses Vermischen von Datenobjekten und Referenzen auf Datenobjekte und das Verbergen
der ,,Natur” einer Variablen, ndmlich als Behalter fur ein Datenobjekt bzw. fur die Adresse
eines Datenobjekts, vor dem Anwender, findet in Object Pascal fiir alle durch eine CLASS-
Deklaration vereinbarten Datenobjekte statt. Hier wird also das ansonsten stringente Typkon-
zept zugunsten einer vermeintlichen Anwendungsvereinfachung der Syntax und Semantik der
Sprache durchbrochen. Um diesen Missstand zu vermeiden, trotzdem aber weiterhin die Vor-
teile der objektorientierten Programmierung wie Vererbung, Polymorphie usw. in Verbindung
mit einer einfach zu verstehenden und streng typisierten Sprache wie Pascal nutzen zu kon-
nen, wird in den nachfolgenden Beispielen und Beschreibungen, in denen Pascal als Pseu-
docode eingesetzt wird, das altere Objektmodell verwendet, das in Object Pascal aus Griinden
der Abwartskompatibilitat zu dlteren Pascal-Versionen weiterhin unterstiitzt wird.

Die Deklaration eines Objekttyps erfolgt durch das Sprachkonstrukt OBJECT. Es entspricht
dem Sprachkonstrukt CLASS, schrankt aber dessen Mdglichkeiten ein: Es gibt lediglich stati-
sche, virtuelle und dynamische Methoden, d.h. keine abstrakten Methoden, und die Sichtbar-
keitsregeln sind auf PRIVATE und PUBLIC beschrénkt. Ansonsten ist das Vererbungskonzept
gleich, d.h. alle Eigenschaften einer Klasse kdnnen an andere Klassen vererbt werden. Dazu
wird der Bezeichner des Objekttyps, der die vererbende Klasse beschreibt, in Klammern an
das Schlusselwort OBJECT des Objekttyps angehangt, der die erbende Klasse charakterisiert.

Die syntaktische Form einer Objekttypdeklaration lautet:

TYPE objekttyp bezeichner = OBJECT (bezeichner_des Vorfahren)
< Komponenten des Objekttyps>;
< Methodenkopfe des Objekttyps >
END;

Ist keine vererbende Vorfahrklasse angegeben, so hat die neu deklarierte Objekttyp keinen
Vorfahren (anders als im CLASS-Objektmodell, in dem in diesem Fall als Default-Vorfahre
der Urahn-Objekttyp TObject eingesetzt wird, der bereits grundlegende Methoden zur Ver-
flgung stellt, die in allen Klassen benétigt werden). AulRerdem enthélt ein Objekttyp in die-
sem Modell keine als Eigenschaften (properties) bezeichneten Komponenten.

Da alle Eigenschaften der Datenobjekte einer Klasse durch den zugehérigen Objekttyp festge-
legt sind, kann man den Begriff der Vererbung auf die beschreibenden Objekttypen beziehen.
Ein Objekttyp (genauer: die durch den Objekttyp beschriebene Objektklasse) erbt die Eigen-
schaft eines Ubergeordneten Objekttyps (genauer: der durch den Objekttyp beschriebenen
Ubergeordneten Klasse). Die Hierarchie der Klassen spiegelt sich in der Hierarchie der die
Klassen charakterisierenden Objekttypen wieder. Im Folgenden werden daher die Begriffe
Obijektklasse und Objekttyp synonym verwendet.
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Die Methoden in einer OBJECT-Deklaration werden lediglich durch ihren Prozedurkopf (Me-
thodenkopf) benannt. Sie sind implizit FORWARD-Deklarationen; das bedeutet, dass die kom-
plette Deklaration des Methodenrumpfs erst spater innerhalb des Moduls erfolgt. Dabei wird
dann zur Unterscheidung gleichlautender Methodenbezeichner der Bezeichner des Objekttyps
dem Methodenbezeichner vorangestellt und durch einen Punkt von ihm getrennt.

In diesem Objektmodell werden Objekte und Referenzen auf Objekte streng unterschieden,
wie folgendes Beispiel zeigt:

TYPE Pobject _typ = ~Tobject_typ;
Tobject _typ = OBJECT
PRIVATE
zahl : INTEGER;
txt : STRING [10];
ptr : Prec_typ;
PUBLIC
feld : INTEGER;
CONSTRUCTOR Create;

END;

VAR vobject : Tobject typ;
pobject : Pobject_typ;

Die Variable vobject benennt ein Objekt vom Typ Tobject_typ und belegt so viel Spei-
cherplatz, wie zur Aufnahme dieses Objektes erforderlich ist. Die Variable pobject belegt
so viel Speicherplatz, wie fur die Aufnahme der Adresse eines Objekts vom Typ
Tobject_typ bendtigt wird. Der Zugriff auf die Komponente feld der Variablen vobject
erfolgt (nach Initialisierung durch den Konstruktor Create) durch

vobjekt.feld -= 1000;

der Zugriff auf die entsprechende Komponente in dem durch die Variable pobject adressier-
ten Objekt erfolgt (nach Initialisierung durch den Konstruktor Create) durch

pobject™_feld := 1000;

Wird Object Pascal als Implementierungssprache eines eventuell umfangreichen Projekts
verwendet und nicht nur, wie in diesem Skript, als leicht lesbare Pseudocode-Sprache, emp-
fiehlt es sich, anstelle des durch OBJECT definierten Objektmodells das anfangs beschriebene
CLASS-Objektmodell einzusetzen. Auf diese Weise leitet sich jeder neu deklarierte Objekttyp
direkt oder indirekt vom Objekttyp TObject ab und verfugt somit tber integrierte Kon-
struktoren, Destruktoren oder andere grundlegende Methoden. Des Weiteren sind als Vorteil
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die umfangreicheren Sichtbarkeitsregeln des CLASS-Objektmodells und die auf dem CLASS-
Objektmodell aufbauenden neuesten Versionen der Entwicklungsumgebung Delphi zu nen-
nen. Der konzeptuelle Nachteil der nicht konsequenten Einhaltung von einfachen und Pointer-
basierten Typen muss dann eben in Kauf genommen werden.

2.2.6  Anwendungsorientierte Datentypen

Die aus den Grunddatentypen in einer Programmiersprache abgeleiteten Datentypen wie Fel-
der (ARRAY), Zeichenketten (STRING), RECORDs oder Objektklassen (CLASS bzw. OBJECT)
bilden die Basis zur Definition komplexerer Datentypen, die noch weiter auf anwendungsori-
entierte Belange eingehen. Derartige anwendungsorientierte Datentypen, deren Implemen-
tierung eventuell weiterfuhrende Methoden erfordert, werden héaufig in Form von Programm-
bibliotheken oder im Rahmen von Programmentwicklungsumgebungen bereitgestellt. Grund-
lage der technischen Realisierung bildet dabei die objektorientierte Programmiermethodik,
d.h. der Einsatz von Objektklassentypen. Die internen Details der Implementierung bleiben
dem Anwender dabei komplett verborgen. Die Funktionalitat wird in Form einer definierten
Schnittstelle geliefert.

In den Kapiteln 5 und 6 werden derartiger Datentypen und wichtige darauf basierende Algo-
rithmen behandelt.

Fortgeschrittene Entwicklungsumgebungen wie Delphi ([D/G]) stellen heute den Anwendun-
gen wiederverwendbare komplexe Komponenten zur Verfligung, die auf einfache Weise in
die Anwendungen eingebaut werden kénnen. Ein typisches Beispiel ist der Einsatz eines Dia-
logs zur Auswahl eines Verzeichnisses im Dateisystem eines Rechners (Abbildung 2.2.6-1).

Yerzeichnis auswahlen

Yerzeichnisname:
|d:\test |

Yerzeichnisse: Dateien: (*.%)

DBDWOREK_INI
NetDBKop_bat

£ ws2002

Laufwerke:
|EI d: [ - Ohne Namen - ] ;Il

Netzwerk... | «  OK ‘x Abbruch “? Hilfe

Abbildung 2.2.6-1: Beispiel eines vordefinierten Dialogelements
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3 Aspekte der Programmierung

Im vorliegenden Kapitel werden Aspekte der Programmierung, d.h. der Realisierung eines
dynamischen Ablaufs unter Einsatz einer Programmiersprache, beschrieben. Hauptaugenmerk
liegt auf der systemnahen Umsetzung programmiersprachlicher Konzepte wie das Prozedur-
konzept und die Vererbungsmethoden in der Objektorientierten Programmierung.

Die Konzepte werden wieder im Wesentlichen an der Sprache Pascal mit den dort definierten
syntaktischen Bezeichnungen erldutert, sind aber leicht auf andere Sprachen tbertragbar.

3.1 Programmstrukturen auf Anwenderebene

Sprachen wie Pascal, C, C++, ADA, Java usw. kann man als blockstrukturierte Program-
miersprachen bezeichnen. Das bedeutet, dass ein Programm in syntaktische Einheiten, nam-
lich Blocke, eingeteilt ist, die aus jeweils einen Deklarationsteil und einen Anweisungsteil
(Befehlsteil) bestehen (Abbildung 3.1-1).

Ein Block, der ein komplettes Programm darstellt, unterscheidet sich von einem Block, der
eine Prozedur (ein Unterprogramm) realisiert, durch das syntaktische Format der Anweisung,
die den Block benennt: Bei einem Programm wird die Benennung durch eine Anweisung mit
Schlisselwort PROGRAM durchgefuhrt, bei einer Prozedur wird das Schltisselwort PROCEDURE
bzw. FUNCTION verwendet. In Kapitel 3.1.3 kommt dann noch das syntaktische Konstrukt ei-
ner Unit hinzu, die ebenfalls als Block aufgefasst werden kann.

Im Deklarationsteil werden Bezeichner festgelegt fur

e Konstanten, die bei der Ubersetzung des Programms direkt in Code iibersetzt werden
(Konstantendeklarationsteil beginnend mit dem Schliisselwort CONST)

e Datentypen fur selbstdefinierte Datentypen (Typdeklarationsteil beginnend mit dem
Schlisselwort TYPE)

e Datenobjekte (Variablendeklarationsteil beginnend mit dem Schllsselwort VAR; ent-
sprechend wird ein Datenobjekt auch Variable genannt)

e Prozeduren und Funktionen (Prozedurdeklarationsteil).

Aus historischen Griinden (veraltete Programmiertechnik) ist die Definition von Sprungzielen
mdoglich, an die der Programmablauf mit Hilfe einer Sprunganweisung (GOTO) verzweigen
kann (Labeldeklarationsteil beginnend mit dem Schlisselwort LABEL). Derartige Pro-
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grammspriinge sind Uberflissig und im Rahmen einer strukturierten Programmiermethodik
nicht erlaubt.

Nicht alle Teile des Deklarationsteils missen vorhanden sein. Sie kdnnen in beliebiger Rei-
henfolge und Wiederholung auftreten. Das Ende eines Teils wird durch das erneute Auftreten
eines Schlusselworts (CONST, TYPE, VAR, PROCEDURE, FUNCTION) erkannt. Bevor in einer
Deklaration ein selbstdefinierter Bezeichner verwendet werden kann, muss er (bis auf gewisse
Ausnahmen) deklariert worden sein.

PROGRAM progname;
LABEL ...;
CONST ..;
TYPE ..;

VAR... onste
PROCEDURE ... w Block

FUNCTION ...:

BEGIN -
Befehlsteil

END. a ]

"l”'k
I T

PROCEDURE procname (...); Prozedurname Prozedurkopf (Aufrufformat)
— mit Liste der

Formalparameter ]
LABEL ...; ] ]
CONST ...;
TYPE ..;
VAR ...; Deklarationsteil

PROCEDURE ...; Block (Prozedurrumpf)

FUNCTION ...

BEGIN -
Befehlsteil

END; _ _

Abbildung 3.1-1: Block

Im Befehlsteil stehen die zu dem Block gehérenden Anweisungen. Der Befehlsteil ist in die
Schlisselwdrter BEGIN und END eingeschlossen.

Eine Prozedurdeklaration kann selbst wieder Prozedurdeklarationen enthalten, die aus BIo-
cken bestehen, in denen weitere Prozedurdeklarationen vorkommen kénnen usw. Blécke kon-
nen also ineinandergeschachtelt sein, aber auch nebeneinander liegen. Bei ineinanderge-
schachtelten Blocken kann man dann von dufReren und inneren Bldcken sprechen: aus Sicht
eines Blocks sind andere Bldcke, die in ihm definiert werden, und alle darin enthaltenen (ein-
gebetteten) Blocke innere Blocke; die Blocke, die einen definierten Block umfassen, sind aus
der Sicht dieses Blocks duRere Blocke. Ein aus Sicht eines Blocks duRRerer Block heif3t auch
Ubergeordneter Block; entsprechend heif3t ein innerer Block auch untergeordneter Block.
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3.1.1  Der Gultigkeitsbereich von Bezeichnern

Unterschiedliche Datenobjekte, untergeordnete Blocke oder Datentypen in unterschiedlichen
Blocken konnen mit demselben Bezeichner versehen werden. Gleichlautende Bezeichner fiir
verschiedene Datenobjekte, untergeordnete Blocke und Typen im selben Block sind nicht zu-
lassig.

In folgendem Beispiel (Abbildung 3.1.1-1) werden in den Variablendeklarationsteilen Daten-
objekte mit zum Teil gleichlautenden Bezeichnern (und jeweiligem Datentyp INTEGER) de-
Klariert. Zur Unterscheidung der Datenobjekte erhalten sie in der Abbildung die Bezeichnun-
gen dil, ..., d11. Die Bezeichner der einzelnen Datenobjekte lauten:

in p_program: v fur das Datenobjekt d1,
w fur das Datenobjekt d2,

in a_proc: a fur das Datenobjekt d3,
b fur das Datenobjekt d4,

in b_proc: a fur das Datenobjekt d5,
i fir das Datenobjekt d6,
w flr das Datenobjekt d7,

in c_proc: a fur das Datenobjekt d8,
v fur das Datenobjekt d9,

ind_proc: v fur das Datenobjekt d10,
w fiir das Datenobjekt d11.
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— PROGRAM p_program; Giltigkeitsbereiche
{ Variablendeklarationen von p_proc: } der Bezeichner v
VAR Vv : INTEGER { Datenobjekt d1-};
w : INTEGER { Datenobjekt d2 };
{ Prozedurdeklarationen von p_proc: }
— PROCEDURE a_proc;
{ Variablendeklarationen von a_proc: }
VAR a : INTEGER { Datenobjekt d3 }
b INTEGER { uatE‘;i’iOUJe'r\t d4 };
{ Prozedurdeklarationen von a_proc: }
—PROCEDURE b_proc;
{ Variablendeklarationen von b_proc: }
VAR a : INTEGER { Datenobjekt d5 }
i : INTEGER { Datenobijekt d6 };
w : INTEGER { Datenobjekt d7 }
{ Befehlsteil von b_proc: }
BEGIN

a:=i+w+v+b;

—END{b proc } §

—PROCEDURE ¢ _proc; |

{ Variablendeklarationen von ¢_proc: }

VAR a : INTEGER { Datenobjekt d8 }

v : INTEGER { Datenobjekt d9-};

{ Befehlsteil von ¢_proc: }
BEGIN

— END {c_proc };
{ Befehlsteil von a_proc: }
BEGIN
;/":= w;

.{"Aufruf von } b_proc;

l:Mn J' a nroc L §

—— I N LMV g5

—PROCEDURE d_proc;
{ Variablendeklarationen von d_proc: }
VAR v : INTEGER { Datenobjekt d10F;

w : INTEGER { Datenobjekt d11 };
{ Befehlsteil von d_proc: }
BEGIN

Vi=w;
{ Aufruf von } a_proc;

—END {d_proc };

{ Befehlsteil von p_program: }
BEGIN

.{“Aufruf von } d_progc;

_END { p_program }

Abbildung 3.1.1-1: Glltigkeitsbereich von Bezeichnern (Beispiel)
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Als generelle Regel fur Bezeichner gilt:

Der Gultigkeitsbereich eines Bezeichners liegt zwischen dem Ort der Deklaration und dem
Ende des die Deklaration enthaltenden Blocks, wobei alle Blécke in den Giltigkeitsbereich
mit eingeschlossen sind, die dieser Block umfasst. Allerdings gibt es von dieser Regel eine
wesentliche Ausnahme: Wird in einem Block A ein Bezeichner deklariert und tritt in einem
inneren Block B eine weitere Deklaration mit demselben Bezeichner auf, so wird durch diese
Neudeklaration der innere Block B und alle darin eingebetteten Blécke aus dem Gultigkeits-
bereich des Bezeichners des &ufieren Blocks A ausgeschlossen.

Bezeichner missen deklariert sein, bevor sie benutzt werden kdnnen. Sie kénnen in einem
Block nur jeweils einmal deklariert werden, es sei denn, ihre Neudeklaration erfolgt innerhalb
eines untergeordneten Blocks. Bezeichner sind von auRerhalb des definierenden Blocks nicht
»Sichtbar®. Ein Block kapselt die Deklaration zu den dufReren Blocken ab, so dass man einen
in einem Block B definierten Bezeichner bezuglich eines diesen Block B umfassenden (duRe-
ren) Blocks A als lokal im Block B ansehen kann.

Ein lokaler Bezeichner eines Datenobjekts benennt eine lokale Variable (lokales Datenob-
jekt). Bezuglich eines im Block B eingebetteten (inneren) Blocks C ist die Deklaration eines
Bezeichners global. Ein globaler Bezeichner eines Datenobjekts benennt eine globale Vari-
able. Die obige Ausnahmeregel besagt also, dass lokale Deklarationen globale Deklarationen
Uberlagern.

Fir den Bezeichner einer Prozedur gilt in Ubereinstimmung mit den obigen Regeln, dass er
zum Prozedurrumpf selbst global und zu dem Block, der die Prozedurdefinition enthalt, lokal
ist. Der Gultigkeitsbereich eines Prozedurbezeichners umfasst also den Block, der die Proze-
durdefinition enthélt (als lokale Definition), den Prozedurrumpf und alle eingebetteten Blocke
(als globale Definition), wobei obige Ausnahmeregel zu beachten ist. Als Konsequenz ergibt
sich beispielsweise, dass sich eine Prozedur in ihrem Prozedurrumpf selbst aufrufen kann, da
der Prozedurname im Prozedurrumpf global bekannt ist.

Der Begriff des Gltigkeitsbereichs eines Bezeichners wird an den Bezeichnern der Datenob-
jekte (Variablen) in obigem Beispiel verdeutlicht:

Der Gultigkeitsbereich des Bezeichners v umfasst die Blocke p_program als lokale Deklara-
tion und die Blécke a_proc und b_proc als globale Deklaration, da v in p_program defi-
niert wird und a_proc und b_proc in p_program eingebettet sind und keine Neudefinition
von v enthalten. Mit dem Bezeichner v wird also in p_program, a_proc und b_proc das-
selbe Datenobjekt d1 angesprochen. Der Giltigkeitsbereich des Bezeichners v flr das Daten-
objekt d1 aus der Definition in p_program umfasst aber nicht die Blécke c_proc und
d_proc, da hier jeweils Neudefinitionen des Bezeichners v vorkommen und damit jeweils
unterschiedliche Datenobjekte (d9 bzw. d10) bezeichnen.
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Wichtig ist, die Reihenfolge der Deklarationen in einem Block zu beachten: Im Beispiel der
Abbildung 3.1.1-1 liegen die Blocke a_proc und d_proc nebeneinander auf hierarchisch
gleicher Stufe. Da die Deklaration des Bezeichners a_proc vor der Deklaration des Bezeich-
ners d_proc erfolgt, liegt der Prozedurrumpf der Prozedur d_proc als zum Block
p_program untergeordneter Block im Gultigkeitsbereich des Bezeichners a_proc (innerhalb
des Prozedurrumpfs von d_proc ist der Bezeichner a_proc global). Das bedeutet, dass im
Prozedurrumpf der Prozedur d_proc der Bezeichner a_proc ,,sichtbar* ist und die Prozedur
a_proc aufgerufen werden kann. Jedoch kann innerhalb der Prozedur a_proc kein Aufruf
der Prozedur d_proc erfolgen, da der Prozedurrumpf von a_proc nicht im Gultigkeitsbe-
reich des Bezeichners d_proc liegt. Eine analoge Situation herrscht aufgrund der Reihenfol-
ge, in der die Bezeichner definiert werden, im Verhaltnis von b_proc und c_proc zueinan-
der: In c_proc kdnnte ein Aufruf von b_proc erfolgen, aber nicht umgekehrt.

Die Prozedur b_proc konnte die Prozedur a_proc aufrufen, da der Bezeichner a_proc glo-
bal bezlglich b_proc ist (der Block b_proc ist im Block a_proc eingebettet). Ein Aufruf
der Prozedur d_proc im Prozedurrumpf von b_proc ist aber nicht méglich, da der Gultig-
keitsbereich des Bezeichners d_proc den Block d_proc (und alle eingebetteten Blocke) um-
fasst und der Block b_proc nicht in d_proc enthalten ist.

Abbildung 3.1.1-2 fasst die Gultigkeitsbereiche der Bezeichner fiir Datenobjekte und die Zu-
griffsmoglichkeiten aus Abbildung 3.1.1-1 aus Sicht des jeweiligen Blocks (in Klammern ste-
hen die mit dem jeweiligen Bezeichner angesprochenen Datenobjekte) zusammen. Zusatzlich
sind die Gultigkeitsbereiche der Bezeichner der Prozeduren aufgefihrt.

Man sieht also, dass der Bezeichner a in der Prozedur b_proc das lokale Datenobjekt d5
(und nicht etwa das Datenobjekt d3 wie in a_proc) bezeichnet. Entsprechend bezeichnet der
Bezeichner w in b_proc das lokale Datenobjekt d7. Auf das Datenobjekt d2 ist aus b_proc
heraus nicht zugreifbar, da der Bezeichner w lokal fiir d7 verwendet wird.
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Block sichtbare lokale Bezeichner sichtbare globale Bezeichner
p_program v (d1), w (d2); a_proc, d_proc p_program
a_proc a (d3), b (d4); b_proc, c_proc v (d1), w (d2); a_proc,
p_program
b_proc a (d5), i (d6), w (d7) b (d4), v (d1); b_proc, a_proc,
p_program
Cc_proc a (ds), v (d9) b (d4), w (d2); c_proc, b_proc,
a_proc, p_program
d_proc v (d10), w (d11) d_proc, a_proc, p_program
Block Bezeichner Gultigkeitsbereich
p_program v (d1) p_program, a_proc, b_proc
w (d2) p_program, a_proc, c_proc
a_proc p_program, a_proc, b_proc, c_proc, d_proc
d_proc p_program,d_proc
a_proc a (d3) a_proc
b (d4) a_proc, b _proc, c_proc
b_proc a_proc, b_proc, c_proc
c_proc a_proc, c_proc
b _proc a (ds) b_proc
i (d6) b_proc
w (d7) b_proc
Cc_proc a (d8) C_proc
v (d9) C_proc
d_proc v (d10) d_proc
w (d11) d_proc

Abbildung 3.1.1-2: Giiltigkeitsbereich von Bezeichnern (Beispiel, Forts. von Abbildung 3.1.1-1)

3.1.2

Bemerkungen zur Lebensdauer von Datenobjekten

Ein wichtiges Charakteristikum eines Datenobjekts in blockorientierten Sprachen ist seine
Lebensdauer. Wahrend der Gultigkeitsbereich eines Datenobjektbezeichners eine statische
Eigenschaft eines syntaktischen Konstrukts der Programmiersprache, ndmlich eines Bezeich-
ners, ist, beschreibt der Begriff der Lebensdauer eines Datenobjekts in einem Programm eine
typische dynamische Eigenschaft.

Die Lebensdauer eines Datenobjekts beginnt, wenn diesem Datenobjekt Speicherplatz zuge-
wiesen wird, und endet, wenn dieser zugewiesene Speicherplatz zur anderweitigen Verwen-
dung wieder freigegeben wird.
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In einem Programm werden den Datenobjekten des Hauptprogramms (dufRerster Programm-
block) bei Programmstart Speicherplatz zugeordnet. Den Datenobjekten der Prozeduren und
Funktionen wird erst im Augenblick des Prozedur- bzw. Funktionsaufrufs Speicherplatz zu-
geordnet. Es gilt daher flr die Lebensdauer eines Datenobjekts:

Die Lebensdauer eines Datenobjekts beginnt zu dem Zeitpunkt, zu dem die erste Anwei-
sungen (des Objektcodes) des Blocks ausgefiihrt wird, in dem das Datenobjekt deklariert ist.
Sie endet mit dem Abschluss der letzten Anweisung (des Objektcodes) des Blocks, in dem
das Datenobjekt deklariert ist. Das bedeutet beispielsweise, dass Datenobjekte, die in einer
Prozedur definiert sind, die wéahrend eines Programmlaufs jedoch nicht aufgerufen wird, auch
nicht ,,zu leben® beginnen, d.h. dass ihnen kein Speicherplatz zugewiesen wird.

Die Lebensdauer der einzelnen Datenobjekte in Abbildung 3.1.1-1 wahrend des Programmab-
laufs zeigt Abbildung 3.1.2-1. Der linke Teil gibt von oben nach unten der Linie folgend den
zeitlichen Ablauf wieder; ein Knick nach rechts symbolisiert einen Unterprogrammsprung,
ein Knick nach links eine Ruckkehr in das rufende Programm. Im rechten Teil ist die Lebens-
dauer eines jeden Datenobjekts bei diesem Programmablauf durch eine senkrechte Linie dar-
gestellt, deren Abschlusspunkte jeweils den Beginn bzw. das Ende der Lebensdauer markie-
ren.

Zeitlicher Programm- Datenobjekte und ihre Lebensdauer
ablauf
d1 d, dg dg dg dg dy dg dg dg dyy
v w a b a i w a v v w
. p_program
| L A A
d_proc
N 1
‘ A0 4
La_proc

. I

-
J v

Zeit -4
siehe Bemerkungen 1. - 4. im Text

Abbildung 3.1.2-1: Lebensdauer von Datenobjekten (Beispiel)
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3.1.3  Modularisierungskonzepte

Das Prozedurkonzept einer hoheren Programmiersprache unterstutzt die Aufteilung einer
(komplexen) Programmieraufgabe in einzelne Teilaufgaben. Die Einbettung einzelner Proze-
duren in andere Prozeduren ermdglicht eine Kapselung rein lokaler Teilaufgaben nach auRen
und eine strenge Top-Down-Modularisierung einer groReren Programmieraufgabe. Im bisher
beschriebenen Konzept sind alle Prozeduren interne Unterprogramme, da sie innerhalb eines
Hauptprogramms deklariert, d.h. im Quellcode des Hauptprogramms angegeben werden. Die
Anforderungen, die Software-Engineering-Konzepte an eine Programmiersprache stellen
(Top-down-Design, objektorientiertes VVorgehen mit Vererbung und Kapselung von Datenob-
jekten, Wiederverwendbarkeit von Code, Programmiersprachenunabhéngigkeit von Modulen
auf Objektcode-Ebene, automatische Versionskontrolle usw.), verlangen jedoch weitgehende
Modularisierungsmaglichkeiten. Dazu gehéren:

e Automatisches Einfiigen von Quellcode: Quellcodeteile, die in mehreren Programmier-
aufgaben identisch vorkommen, missen nur einmal erstellt werden und kdénnen dann,
nachdem sie in einer eigenen Datei abgelegt wurden, vor der Ubersetzung automatisch in
Quellcodes verschiedener Programme hineinkopiert werden

e Aufruf externer Prozeduren: Gelegentlich ist es notwendig, Programmteile (Proze-
duren) aufzurufen, die spezielle Hardware-Eigenschaften der Maschine beriicksichtigen
und nur mit Maschinensprachbefehlen realisierbar sind

e Einbindung von Laufzeitbibliotheken: Eine Reihe von Prozeduren/Funktionen, die in
vielen Programmen vorkommen, deren Implementierung haufig aber Rechner-abhangig
ist, wird in Form einer Laufzeitbibliothek bereitgestellt. Die Laufzeitbibliothek ist Teil
des Entwicklungssystems der Programmiersprache. Im Quelltext eines Programms kon-
nen die Prozeduren der Laufzeitbibliothek verwendet werden, ohne sie explizit zu dekla-
rieren. Die Beschreibungen der Programmiersprache geben tber Bezeichner, Aufruffor-
mate, Bedeutung der Parameter und Randbedingungen Auskunft. Bei der Ubersetzung
wird der bendtigte Code automatisch angebunden. Programmiersprachen wie C oder C++
haben standardisierte Laufzeitbibliotheken, die auf allen Rechnersystemen verfligbar sein
mussen; Object Pascal hat auf die ,,INTEL-Welt* abgestimmte Laufzeitbibliotheken fur
die verschiedenen Operationsmodi (Protected Mode, Flat Mode). Die Inhalte der Lauf-
zeitbibliothek realisieren zum einen standardisierte Sprachelemente, z.B. mathematische
Funktionen und Ein/Ausgabefunktionen, zum anderen stellen sie funktionale Spracher-
weiterungen, z.B. Schnittstellen zur Bildschirmsteuerung und eine Reihe ,,nitzlicher
Rechner-spezifischer Konstanten und Variablen bereit, die auf speziellen Betriebssystem-
oder Rechnerfunktionen aufbauen. In Pascal ist die Laufzeitbibliothek (jedes Operati-
onsmodus) technisch in Form einer Reihe von Units implementiert (siehe unten)

e Verwendung dynamischer Bindebibliotheken: Externe Referenzen erst zur Laufzeit
(dynamisch) aufgel6st und die durch externe Referenzen angesprochenen Objektmoduln
nach Bedarf angebunden. Dabei wird angegeben, wo die einzelnen Objektmoduln zu fin-
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den sind, und zwar durch Angabe entsprechender Bibliotheken (dynamische Bindebibli-
othek, DLL, dynamic link library). Wird auf eine externe Referenz Bezug genommen,
so wird das entsprechende Objektmodul in der Bibliothek gesucht und angebunden (Auf-
I6sung externer Adressreferenzen). Der dynamische Bindevorgang kann entweder im
Augenblick des Programmladens ablaufen (dynamisches Binden zur Ladezeit, load-
time dynamic linking) oder erst zur Laufzeit, wenn auf die anzubindende externe Refe-
rerenz auch wirklich Bezug genommen wird (dynamisches Binden zur Laufzeit, run-
time dynamic linking). Mit dem dynamischen Binden sind einige Vorteile verbunden:
Ein Objektmodul wird erst dann angebunden, wenn es wahrend der Laufzeit auch wirk-
lich angesprochen wird; das ablauffahige Programm als gebundenes Programm ist vom
Umfang her Uberschaubarer. Das System kann dynamisch rekonfiguriert bzw. erweitert
werden, ohne dass das komplette System neu (bersetzt oder gebunden zu werden braucht;
es wird nur der veranderte Teil in der DLL ersetzt bzw. eine neue DLL angebunden; die-
ser Punkt ist besonders wichtig bei Anderung des Rechners und zur Garantie der Portier-
barkeit von Softwaresystemen.

Als Beispiel eines sehr komfortablen Hilfsmittels zur Modularisierung kann das Unit-
Konzept in Pascal angeflhrt werden.

Die Aufteilung eines Programms in getrennt Ubersetzbare Programmeinheiten (Moduln) und
das anschliefende Binden zu einem ablauffahigen Programm bietet eine Reihe offensichtli-
cher Vorteile. Diese werden insbesondere dann sichtbar, wenn einige Programmteile in unter-
schiedlichen Programmiersprachen formuliert werden missen, weil beispielsweise Anschlus-
se an Betriebssystemdienste eine Maschinensprachenprogrammierung erfordern oder in einem
Unterprogramm spezielle Hardwareeinrichtungen angesteuert werden sollen. Bei der Auftei-
lung einer groReren Programmieraufgabe in Teilaufgaben bietet es sich an, jede dieser Teil-
aufgaben in eine fur die Teilaufgabe spezifische Menge getrennt Ubersetzter Moduln zu legen.
Alle Moduln sind dann meist in derselben Programmiersprache geschrieben.

Ein Nachteil des Einsatzes getrennt ubersetzter Moduln besteht (neben der eventuellen Kom-
plexitat des gegenseitigen Programmanschlusses) darin, dass es dem Compiler nicht méglich
ist, die Datentypen der aktuellen Parameter in einem Aufruf eines getrennt uUbersetzten Unter-
programms daraufhin zu uberprifen, ob sie mit den Datentypen der korrespondierenden For-
malparameter Ubereinstimmen. An dieser Stelle ist strenge Programmierdisziplin vom An-
wender gefordert; sonst kann es zu Laufzeitfehlern oder logischen Programmfehlern kommen.

Um die Vorteile der Datentypuberprifung mit den Vorteilen getrennt tGbersetzter Programm-
teile auf Sprachebene zu verbinden, sind zusatzliche Konzepte erforderlich. In Pascal (einge-
fahrt in Turbo Pascal) ist dazu das Unit-Konzept realisiert. Dieses Sprachkonzept genugt zu-
sétzlich der Forderung des Information Hidings, des Verbergens implementierungstechnischer
Details einzelner externer Unterprogramme gegentiber dem Anwender.
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Eine Unit besteht (auf Sprachebene) aus drei Teilen:

e dem Interfaceteil als ,,0ffentlichen™ Teil der Unit; er enthélt die Deklarationen von Date-
nobjekten (Datentyp- und Variablendeklarationen), Prozedur- und Funktionskdpfen, die
von aullen zugreifbar sind

e dem Implementierungsteil als ,,privaten” Teil der Unit; er enthédlt den Programmcode zu
den im Interfaceteil aufgefiihrten Prozedur- und Funktionskdpfen und eventuell zusatzli-
che nach auBen nicht verfligbare Daten-, Prozedur- und Funktionsdeklarationen; auf kei-
nes der nur im Implementierungsteil deklarierten Datenobjekte und auf keine der nur hier
deklarierten Prozeduren oder Funktionen kann von aulRen zugegriffen werden

e dem optionalen Initialisierungsteil, der Programmcode enthélt, der beim Start des Pro-
gramms, das diese Unit benutzt (siehe unten), durchlaufen wird und im Wesentlichen zur
Initialisierung der Datenstrukturen der Unit dient; hier sind beliebige Operationen im
Rahmen des Pascal-Sprachumfangs erlaubt, die sowohl die ,,6ffentlich* als auch die ,,pri-
vat“ deklarierten Datenobjekte verwenden.

Im Interfaceteil werden die Schnittstellen (Aufrufformate) fir Prozeduren und Funktionen,
die die Unit bereitstellt, und ,,6ffentliche* Daten der Unit deklariert. Die Realisierung einer
Prozedur bzw. Funktion, der Prozedur- bzw. Funktionsrumpf also, wird im Implementie-
rungsteil nach auRen vollstandig verborgen.

Der syntaktische Aufbau einer Unit ist in Abbildung 3.1.3-1 dargestellt.

Eine Unit stellt ein eigenstandiges Programm dar und fihrt zu einem eigenen (bezlglich an-
derer Programme getrennt Ubersetzten) Modul. Alle im Interfaceteil aufgefuhrten Deklaratio-
nen werden nach auf’en bekannt gegeben. Ein Programm kann eine Unit (beispielsweise mit
dem Bezeichner name) als externes Programm durch Angabe von

USES name;

einbinden. Alle Bezeichner des Interfaceteils (aber nicht des Implementierungsteils) der ange-
sprochenen Unit sind von dieser Programmstelle aus fur das einbindende Programm global
verfiighar und werden so behandelt, als wéren sie an dieser Stelle im Programm deklariert
worden (mit den entsprechenden Auswirkungen auf die Giltigkeit der Bezeichner). Insbeson-
dere kann der Compiler prifen, ob eine Prozedur, deren Prozedurkopf im Interfaceteil einer
Unit deklariert ist und die von einem Programm, das diese Unit verwendet, aufgerufen wird,
beziglich der Datentypen der korrespondierenden Aktual- und Formalparameter richtig ver-
sorgt wird. Alle Bezeichner, die im Implementierungsteil einer Unit deklariert werden, sind
wie der Code des Implementierungsteils nach auf’en abgekapselt.
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UNIT name;
INTERFACE
USES <Liste weilterer von dieser Unit ,,0ffentlich*
verwendeter Units >
{ optional } ;
<,,0fFfFentliche* Deklarationen>;
IMPLEMENTATION
USES <Liste weiterer von dieser Unit ,privat*
verwendeter Units >
{ optional } ;

<,,private* Deklarationen -

<Prozedur- und Funktionsrimpfe der im Interfaceteil
aufgefihrten Prozeduren und Funktionen >

BEGIN

<Programmcode zur Initialisierung der
Datenobjekte >
{ optional; der Initialisierungsteil umfasst alle
Anweisungen von BEGIN (einschlieB3lich) bis
END (ausschlielRlich) }

END.

™ Der Text in den spitzen Klammern (< ... >) beschreibt hier eine syntaktische Einheit.

Abbildung 3.1.3-1: Syntaktischer Aufbau einer Unit
Das folgende Beispiel erlautert Abhéngigkeiten im Unit-Konzept:

Ein Programm mit Bezeichner main verwendet Prozeduren high_proc und middle_proc,
die getrennt Ubersetzt in den Units mit Bezeichner high bzw. middle liegen. Innerhalb
UNIT hiigh wird ebenfalls die Prozedur middle_proc (aus UNIT middle) verwendet, die
fir UNIT high also extern ist. UNIT middle greift auf eine extern in UNIT low definierte
Prozedur low_proc zu. Die entsprechenden Pascal-Programmteile und ihre gegenseitigen
Abhangigkeiten sind in Abbildung 3.1.3-2 dargestellt. Zu beachten ist, dass der im Interface-
teil einer Unit aufgefiihrte Prozedurkopf einer Prozedur im Implementierungsteil wiederholt
wird.
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PROGRAM main;
USES high, middle
{ Einbindung der ,,6ffentlichen*
Deklarationen der UNITs high und middle };

VAR 1: INTEGER;
t : REAL;

BEGIN
high_proc (i) { in UNIT high };
middle_proc (t) { in UNIT middle };

END.

UNIT high;
INTERFACE { ,,0ffentliche* Deklarationen }

USES middle { Zugriff auf die ,,6Ffentlichen*
Deklarationen der UNIT middle };

PROCEDURE high_proc (p : INTEGER);
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IMPLEMENTATION { ,,private“ Deklarationen }
PROCEDURE high_proc (p: INTEGER);

VAR r_var : REAL { nach aullen verborgen };

BEGIN

middle_proc (r_var);

END { high_proc };

END.

UNIT middle;
INTERFACE

PROCEDURE middle_proc (r : REAL);
IMPLEMENTATION
USES low;

PROCEDURE privat_proc

{ ,private*, nach aulen nicht

bekannte Prozedur der UNIT middle };
BEGIN

END { privat_proc };
PROCEDURE middle_proc (r : REAL);

VAR in_char : CHAR;

BEGIN

low_proc (in_char);

privat_proc { Aufruf einer fur die UNIT ,,privaten
Prozedur innerhalb einer nach auf’en
bekannt gegebenen Prozedur };

END { middle_proc };

END.
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UNIT low;

INTERFACE

PROCEDURE low_proc (VAR zeichen :

IMPLEMENTATION

PROCEDURE low_proc (VAR zeichen :

BEGIN

zeichen = ...;

END { low_proc };

END.

PROGRAM main;

USES high, middle;

A T
UNIT high;

USES middle;

|

CHAR) ;

CHAR) ;

UNIT middle;
USES low;

A

UNIT low;

Abbildung 3.1.3-2: Units in Pascal

Bei derartigen Abhangigkeiten ist die Ubersetzungsreihenfolge der einzelnen Programmteile
(PROGRAM und UNIT) von Bedeutung: Verwendet ein Programmteil mit der USES-Anweisung
andere Units, d.h. ist dieser Programmteil vom Vorhandensein der Deklarationen der so ein-
zubindenden Units abhéngig, so missen diese Units zuvor Ubersetzt worden sein. In obigem

Beispiel lautet die Reihenfolge:
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UNIT low,
UNIT middle,
UNIT high,
PROGRAM main.

Mdochte man die oben beschriebenen Teile des Laufzeitsystems verwenden, muss die entspre-
chende Unit mit der USES-Anweisung einbinden; eine Ausnahme bildet UNIT System, die
immer automatisch eingebunden ist.

Wird der Interfaceteil einer Unit geéndert, so missen alle Programmteile, die diese Unit mit-
tels USES-Anweisung benutzen, neu kompiliert werden. Die integrierte Entwicklungsumge-
bung von Pascal unterstitzt die automatische Rekompilation abhangiger Programmteile nach
Quellcodeanderungen. Anderungen einer Unit im Implementierungs- oder Initialisierungsteil
erfordern keine Rekompilation der abhangigen Programmiteile. Nach Anderung und Rekompi-
lation einer Unit und eventuell ihrer abhdngigen Programmteile ist ein erneuter Bindevorgang
notwendig. Selbstverstandlich wird der Objektcode einer Unit, die in mehreren anderen Units
per USES-Anweisung angesprochen wird, wie es im Beispiel mit UNIT middle geschieht,
nur einmal angebunden. Aullerdem bindet der Compiler nur diejenigen Teile einer Unit an,
die auch verwendet werden.

3.14 Das Laufzeitlayout eines Programms

Nach der Ubersetzung des Quellcodes eines Programms sind die Variablen je nach Typ und
Stellung innerhalb des Programms eventuell in Speicherplatzreservierungen und alle Na-
mensbezige auf die Variablen in Adressheziige umgesetzt worden. Fir einige Variablen, z.B.
die lokalen Variablen in Unterprogrammen und durch Pointer referenzierte Daten, erfolgt eine
Speicherplatzreservierung erst zur Laufzeit geméall dem Lebensdauerkonzept. Im Folgenden
wird exemplarisch das Laufzeit-Layout eines Pascal-Programms beschrieben’. Programmier-
sprachen wie C oder C++, allgemein sogenannte Stack-orientierte Programmiersprachen (sie-
he [P/Z]), haben ein &hnliches Laufzeit-Layout. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass
alle Programmteile statisch gebunden, d.h. dass also alle externen Referenzen durch Anbinden
entsprechender Programm- und Datenteile aufgeldst wurden. Bei dynamischem Binden ergibt
sich ein dhnliches Bild; allerdings sind Code- und statischer Datenbereich dann ,,noch nicht
vollstandig®.

” Die Definition der Sprache Pascal macht natiirlich keine Angaben (iber das Laufzeit-Layout. Dieses
ist ein Thema der Realisierung der Sprache fur einen speziellen Rechnertyp, d.h. ein Aspekt des
Compilerbaus.
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In einem Pascal-Programm kommen Datendeklarationen und die daraus erzeugten Datenob-
jekte an unterschiedlichen Positionen vor: im Hauptprogramm, in Unterprogrammen als For-
malparameter und als lokale Daten und als dynamisch erzeugte Daten in allen Programmtei-
len. Je nach dem Ort dieser Deklaration im Quellprogramm finden sich die entsprechenden
Datenreservierungen im Laufzeit-Layout an unterschiedlichen Stellen. Aus Programmierer-
sicht auf Sprachebene sind die Orte der Datenreservierungen im tbersetzten Programm weit-
gehend von untergeordnetem Interesse. Daher bendtigt der Anwender auf Pascal-
Sprachebene, etwa durch Angaben von Speicherklassen fir Variablen wie in C oder C++,
keinen expliziten Einfluss auf deren Lage.

PROGRAM prog;
BEGIN Pascal-

Codebereich
P »
Pascal-Programm \

Compiler
END.
(Quellcode) erzeugte Objektmoduln

Binder B statischer
Datenbereich

EXTUPRO
. Sprach- I _
. {ibersetzer 4 ‘ dynamischer

.......... ' |Datenbereich

erzeugtes %

externes Objektmodul 2
Unterprogramm :

(Quellcode) v

A

] T

2

Moduln des °
Pascal- §

Laufzeitsystems y

Laufzeit-Layout

Abbildung 3.1.4-1: Laufzeit-Layout bei der Pascal-Programmierung

Das typische Laufzeit-Layout des virtuellen Adressraums bei der Pascal-Programmierung ist
in Abbildung 3.1.4-1 dargestellt. Ein Pascal-Programm mit Bezeichner prog, das interne Un-
terprogramme, Datendefinitionen und den Aufruf eines externen Unterprogramms EXTUPRO
enthalt, wird vom Pascal-Compiler Ubersetzt. Das externe Unterprogramm, das in einer ande-
ren Programmiersprache geschrieben sein kann, wird ebenfalls mit dem erforderlichen
Sprachubersetzer tbersetzt. Der Binder bindet neben den erzeugten Objektmoduln weitere
Moduln des Laufzeitsystems von Pascal an.

Das ablauffédhige Programm besteht aus folgenden unterscheidbaren Bereichen:
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e Der Codebereich enthalt alle ausfihrbaren Anweisungen des Programms prog und aller
internen Prozeduren (aus prog) und externen Prozeduren (EXTUPRO und Prozeduren des
Laufzeitsystems); aufRerdem sind alle deklarierten Konstanten in den Code eingearbeitet
(ein Pascal-Compiler verarbeitet Ublicherweise Konstantendefinitionen, indem er sie an
den entsprechenden Stellen direkt in den Code einsetzt)

e Der statische Datenbereich enthélt alle im Hauptprogramm prog definierten Variablen,
sofern ihr Speicherplatzbedarf bereits zur Ubersetzungszeit bekannt ist; tiber Pointer defi-
nierte (dynamische) Variablen gehdren nicht dazu, wohl aber die Variablen, die die Poin-
ter aufnehmen, die auf derartige Daten verweisen (sofern sie im Hauptprogramm definiert
sind); sogenannte typisierte Konstanten des Hauptprogramms, d.h. Konstanten-
Deklarationen, die mit Anfangswerten initialisiert werden, liegen ebenfalls im statischen
Datenbereich, da sie wie Variablen behandelt werden

e Der dynamische Datenbereich ist in zwei Teile unterteilt: in den Heap und den Stack;
die GesamtgrolRe beider Bereiche lasst sich durch Compileroptionen festlegen; das Gro-
Renverhaltnis beider Teilbereiche zueinander veréndert sich dynamisch wéhrend der
Laufzeit: dabei wéchst im Allgemeinen der Heap von niedrigen zu hohen Adressen und
der Stack in umgekehrter Richtung (in einigen Implementationen wird die Richtung um-
gedreht); falls sich die Bereichsgrenzen wéhrend der Laufzeit Gberschneiden sollten,
kommt es zu einem Laufzeitfehler mit Programmabbruch (heap overflow bzw. stack
overflow); Heap und Stack sind komplett unterschiedlich organisiert und werden durch
Routinen des Laufzeitsystems verwaltet.

Der Heap enthdlt alle wahrend der Laufzeit durch die Pascal-Standardprozedur New einge-
richtete Variablen, die Uber Pointer angesprochen werden.

Der Stack dient der Aufnahme aller lokalen Variablen einer Prozedur: Dazu gehoren im We-
sentlichen alle Variablen, die innerhalb der Prozedur deklariert werden. Variablen, die in einer
eingebetteten Prozedur deklariert werden, sind lokal zu dieser eingebetteten Prozedur.

Das hier beschriebene Layout zur Laufzeit ist nur als prinzipiell und beispielhaft zu betrach-
ten. Je nach Sprachdialekt, eingesetztem Betriebssystem und Speichermodell des verwendeten
Rechners gibt es Abweichungen (z.B. die relative Lage der einzelnen Bereiche zueinander).

3.2 Das Prozedurkonzept

Ein Unterprogramm wird in einer Programmiersprache meist als Prozedur deklariert. Pascal
kennt als Prozedur das syntaktische Konstrukt der PROCEDURE und als Spezialform die mit
Hilfe des Schllsselworts FUNCTION vereinbarte Funktion. C kennt nur eine der Funktion ent-
sprechende Form. In COBOL koénnen ,interne* Prozeduren als Paragraphen oder Sections
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(aufgrufen mit PERFORM) oder ,.externe” Prozeduren (aufgerufen mit CALL) vereinbart wer-
den.

Im Folgenden wird neben einer allgemeinen Behandlung des Prozedurkonzepts einer héheren
Programmiersprache im speziellen auf das Prozedurkonzept von Pascal eingegangen.

Eine Prozedurdeklaration besteht aus Prozedurkopf und Prozedurrumpf. In Pascal sieht
die Prozedurdeklaration beziliglich des syntaktischen Aufbaus wie ein Programm aus und
kann selbst wieder eingebettete Prozeduren enthalten (diese eingebetteten Prozeduren sind
dann nur innerhalb der Prozedur bekannt).

Der Prozedurkopf (,,Musteranweisung*, Aufrufformat) legt fest:

e mit welchem Bezeichner eine Prozedur aufgerufen wird
e die Liste der Formalparameter der Prozedur: hierbei wird fur jeden Formalparameter
- sein Bezeichner innerhalb der Prozedur
- sein Datentyp
- die Reihenfolge, in der er in der Liste der Formalparameter auftritt
- die Art und Weise, wie ber diesen Formalparameter Werte an die Prozedur bzw. aus
der Prozedur zum Aufrufer zuriick Werte tbergeben werden kdnnen: die Parame-
tertibergabemethode
festgelegt. Jeder Formalparameter stellt eine innerhalb der Prozedur lokale Variable dar,
die bei Aufruf der Prozedur vom Aufrufer mit Anfangswerten initialisiert wird. Nach au-
Ren hin, d.h. zum Block, der die Prozedurdeklaration enthélt, ist lediglich der Prozedur-
bezeichner bekannt und nicht etwa der Bezeichner eines Formalparameters. Die Liste der
Formalparameter kann auch fehlen; die Prozedur hat dann keine Formalparameter.

Das syntaktische Format einer Prozedurdeklaration in Pascal lautet flr eine Prozedur mit Be-
zeichner xyz:

PROCEDURE xyz (liste_der_Formalparameter);

Der Prozedurrumpf enthalt eventuell Deklarationen weiterer lokaler Bezeichner und Objekte
(Konstanten, Variablen, Prozeduren, Funktionen usw.) und den Anweisungsteil, d.h. die An-
weisungen, die bei Aufruf der Prozedur durchlaufen werden. Der Prozedurrumpf stellt einen
Block dar; insbesondere gelten hier die Regeln Gber die Glltigkeit von Bezeichnern.

Zusammenfassend sind die (lokalen) Datenobjekte, auf die innerhalb des Prozedurrumpfs zu-
gegriffen werden kann, die Formalparameter und die im Prozedurrumpf deklarierten Datenob-
jekte. Zuséatzlich kann eine Prozedur eventuell auf fur sie globalen Datenobjekte zugreifen,
die in einem sie umfassenden Block deklariert sind (wenn diese nicht mit einem Bezeichner
benannt werden, der innerhalb der Prozedur fir ein lokales Datenobjekt verwendet wird).
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Der Aufruf einer Prozedur erfolgt durch Nennung des zugehérigen Bezeichners und durch
die Angabe der Liste der Aktualparameter, falls die Prozedur in ihrer Prozedurdeklaration
Formalparameter vorsieht. Fir jeden Formalparameter muss es einen korrespondierenden Ak-
tualparameter geben, der im Datentyp mit dem Formalparameter Gbereinstimmt (kompatibel
ist). Ein Aktualparameter ist meist ein Variablenbezeichner im Gultigkeitsbereich des Aufru-
fers; je nach Parametertibergabemethode ist eventuell auch eine Konstante oder ein arithmeti-
scher Ausdruck zugelassen. Bei Prozeduraufruf wird der Aktualparameter ,,an das Unterpro-
gramm Ubergeben®; ist der Aktualparameter ein arithmetischer Ausdruck, wird dieser vorher
berechnet. Dann verzweigt der Programmfluss in die Anweisungen des bezeichneten Proze-
durrumpfs. Nachdem dieser bis zum Ende durchlaufen ist, erfolgt ein Ricksprung genau hin-
ter die Aufrufstelle der Prozedur. Nach dem Ricksprung sind die lokalen Datenobjekte der
Prozedur nicht mehr verfiigbar: ihre Lebensdauer, die bei Eintritt des Kontrollflusses in die
Prozedur beginnt, ist beendet.

Eine spezielle Form einer Prozedur in Pascal ist eine Funktion. Eine Funktion besteht wie ei-
ne Prozedur aus einem Prozedurkopf und einem Prozedurrumpf. Die syntaktische Konstrukti-
on lautet:

FUNCTION funktionsbezeichner (liste_der_formalparameter) :
typbezeichner;

Z.B.

FUNCTION fakultaet (n : INTEGER) : INTEGER;

Der Prozedurkopf enthdlt den Funktionsbezeichner, die Liste der Formalparameter und einen
Typbezeichner, der den Datentyp des Funktionsergebnisses festlegt. Flr die Liste der Formal-
parameter gilt das gleiche wie fir die Liste der Formalparameter bei einer ,,normalen“ Proze-
dur. Innerhalb des Prozedurrumpfs gibt es eine Wertzuweisung, die auf der linken Seite den
Funktionsbezeichner hat und diesem einen Wert vom Typ des Typbezeichners zuordnet.
Dadurch wird der Funktionswert festgelegt, der als Ruickgabeparameter der Funktion fungiert:

funktionsbezeichner = ...;

Im aufrufenden Programm wird der Funktionsbezeichner auf der rechten Seite einer Anwei-
sung in einem Ausdruck (wie eine Variable) verwendet. In diesem Fall verzweigt der Pro-
grammfluss wie bei einem Unterprogrammaufruf in den Prozedurrumpf der Funktion, durch-
lauft die entsprechenden Anweisungen und kehrt direkt hinter die Stelle zuriick, an der beim
Aufrufer der Funktionsbezeichner steht. Als Besonderheit kénnen Funktionen in Object
Pascal zusétzlich wie normale Prozeduren aufgerufen werden, d.h. einfach durch Angabe des
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Funktionsbezeichners und nicht etwa auf der rechten Seite einer Wertzuweisung innerhalb ei-
nes Ausdrucks. In diesem Fall wird das Funktionsergebnis ignoriert.

Die Einflihrung des syntaktischen Konzepts der FUNCTION bedeutet in vielen Anwendungs-
fallen eine Vereinfachung in der Programmierung.

3.2.1 Parametertbergabe

Je nach Programmiersprache werden unterschiedliche Methoden verwendet, um Werte zwi-
schen einer Prozedur und ihrem Aufrufer auszutauschen. Zundchst soll daher ein allgemeiner
Uberblick tiber die Methoden der Parameteriibergabe an Unterprogramme gegeben wer-
den, wie sie in hoheren Programmiersprachen tblich sind. Dabei werden in diesem Kapitel
weniger Implementierungsaspekte als vielmehr die Semantik der Methoden zur Parame-
teriibergabe aus Anwendersicht behandelt.

Alle Methoden tragen Namen der Form ,,call-by-...“~-Methode.

Bei der call-by-reference-Methode wird vom Compiler Code generiert, der beim Eintritt in
die Prozedur die Adresse des korrespondierenden Aktualparameters an den Formalparameter
(als Wert) Gbergibt. Im gerufenen Unterprogramm wird dann eine Bezugnahme auf den ent-
sprechenden Formalparameter als Referenz auf die Position behandelt, deren Adresse Uberge-
ben wurde. Es wird also bei jedem Zugriff auf den Formalparameter tatsachlich eine indirekte
Referenz (iber die bekanntgegebene Adresse auf den nicht-lokalen Aktualparameter durchge-
fiinrt. Eine als aktueller Parameter (ibergebene Variable wird somit direkt bei jeder Anderung
vom Unterprogramm modifiziert. Diese semantische Regel bedeutet, dass durch die Wertzu-
weisung

form_param := wert_neu;

innerhalb einer Prozedur mit dem Formalparameter form_param nicht etwa das durch
form_param bezeichnete Datenobjekt den neuen Wert wert_neu erhalt, sondern dass der
Wert von form_param als Adresse eines Datenobjekts (ndmlich des korrespondierenden Ak-
tualparameters) interpretiert wird, dem nun der Wert wert_neu zugewiesen wird. Der Com-
piler hat bei der Ubersetzung entsprechenden Code erzeugt. Analog wird durch die Auswer-
tung bzw. des Lesens des Formalparameters form_param

IF form_param = ... THEN ...

innerhalb des Unterprogramms der Wert des korrespondierenden Aktualparameters ausgewer-
tet.
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Eine Besonderheit ist zu beachten: Wird innerhalb einer Prozedur ein call-by-reference-
Parameter, z.B. mit Bezeichner ref, als Aktualparameter flr einen weiteren (untergeordne-
ten) Prozeduraufruf nach dem call-by-reference-Prinzip verwendet, so wird nicht die Adresse
von ref an diesen Prozeduraufruf weitergegeben, wie es die call-by-reference-Methode vor-
schreibt, sondern der Wert von ref. Dieser Wert ist die Adresse des ,,aulleren” Aktualpara-
meters, die somit der untergeordneten Prozedur mitgeteilt wird. Damit wirkt sich jeder Zugriff
innerhalb der untergeordneten Prozedur direkt auf den Wert des auReren Aktualparameters
aus.

In Pascal wird jeder Variablenparameter, d.h. jeder Formalparameter, der im Prozedurkopf
durch das Schlisselwort VAR gekennzeichnet ist, nach der call-by-reference-Methode behan-
delt (der dazu korrespondierende Aktualparameter muss eine Variable sein):

PROCEDURE xyz (VAR call_by ref_parameter : ...);

Um nur aktuelle Parameterwerte an eine Prozedur zu tbergeben, eignet sich neben der call-
by-reference-Methode im Wesentlichen die call-by-value-Methode. Hierbei ist ein Formal-
parameter eine lokale Variable, die bei Eintritt in die Prozedur mit dem Wert des korrespon-
dierenden Aktualparameters durch eine Kopie dieses Werts initialisiert wird. Der Aktualpa-
rameter kann eine Variable, eine Konstante oder ein Ausdruck sein, da nur der Wert des aktu-
ellen Parameters interessiert; bei einem Ausdruck als Aktualparameter wird dieser vorher
ausgewertet. Die Prozedur veréndert den Wert des Aktualparameters nicht, auch wenn sie in-
nerhalb des Prozedurrumpfs den Formalparameter mit einem neuen Wert versieht. Ein Nach-
teil dieser Methode besteht darin, dass im Falle eines strukturierten Datenobjekts als Formal-
und Aktualparameter, etwa im Fall eines Feldes, eine Kopie des kompletten Aktualparameters
in den Formalparameter tbertragen werden muss, was eventuell sehr speicherplatz- und zeit-
aufwendig ist. Daher werden in einigen Programmiersprachen als Ausnahme alle Wertpara-
meter, die intern mehr als eine definierte Anzahl Bytes (beispielsweise 4 Bytes) belegen, nicht
nach der call-by-value-Methode, sondern nach der call-by-reference-Methode ibergeben, um
genau die beschriebene Ineffizienz bei der Ubergabe ,,groRer* Aktualparameter zu vermeiden.
Der vom Compiler flr den Zugriff auf derartige Formalparameter erzeugt Code bewirkt je-
doch, dass sich der Parameter ,,nach auflen hin“ wie ein normaler call-by-value-Parameter
verhalt, d.h. dass insbesondere durch die Prozedur der Wert des korrespondierenden Aktual-
parameter beim Aufrufer nicht verandert wird.

Beziiglich der Ubergabe von Werten als Eingabeinformationen in ein Unterprogramm bietet
die call-by-value-Methode natirlich eine groRere Sicherheit (z.B. gegen Programmierfehler)
als die call-by-reference-Methode, da bei der call-by-reference-Methode der Aktualparameter
direkt, bei der call-by-value-Methode nicht der Aktualparameter selbst, sondern nur eine Ko-
pie seines Werts verandert wird.
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In Pascal ist fur jeden Wertparameter die call-by-value-Methode implementiert. Ein derarti-
ger Formalparameter ist in der Liste der Formalparameter im Prozedurkopf nicht mit dem
Schlisselwort VAR versehen.

Bei der call-by-constant-value- und der call-by-reference-value-Methode als Spezialfor-
men der call-by-value-Methode fungieren die Formalparameter als lokale Konstanten, deren
Werte beim Eintritt in die Prozedur mit den Werten der korrespondierenden Aktualparameter
initialisiert werden und die wéhrend des Ablaufs der Prozedur nicht geadndert werden kénnen.
Object Pascal bezeichnet einen Formalparameter, der nach der call-by-constant-value-
Methode behandelt wird, als konstanten Parameter; ein derartiger Formalparameter wird
durch Voranstellen des Schlusselworts CONST gekennzeichnet.

Die call-by-content-Methode (in COBOL-85) erweitert die urspringlich in COBOL aus-
schlieBlich vorgesehene call-by-reference-Methode. Bei Aufruf einer Prozedur wird fur jeden
Aktualparameter eine fir den Anwender nicht sichtbare Kopie angelegt. Diese Kopie wird
dem Unterprogramm als Aktualparameter nach dem call-by-reference-Prinzip tbergeben (d.h.
es wird die Adresse dieser Kopie an das Unterprogramm (bergeben), so dass innerhalb der
Prozedur jeder Formalparameter als call-by-reference-Parameter behandelt werden kann. Zum
Aufrufer stellt sich dieses Prinzip wie die call-by-value-Methode dar.

Bei der call-by-result-Methode wird der Formalparameter wie eine nicht-initialisierte lokale
Variable benutzt, der wahrend der Ausfiihrung der Prozedur im Prozedurrumpf ein Anfangs-
wert zugewiesen wird, der dann auch verandert werden kann. Am Ende der Prozedur wird der
Wert des Formalparameters an den korrespondierenden Aktualparameter tibergeben, der eine
Variable (keine Konstante und kein Ausdruck) sein muss.

Die call-by-result-Methode wird beispielsweise in Ada bei der Implementierung von out-
Parametern eingesetzt. Hierbei wird die Adresse des Aktualparameters, der zu einem Formal-
parameter gemaR call-by-result gehort, bei Eintritt in die Prozedur bestimmt; diese Adresse
wird dann am Ende der Prozedur zur Rickgabe des Werts des Formalparameters verwendet.
Andere Implementierungen dieser Methode sehen vor, diese Adresse erst unmittelbar vor
Riickgabe des Werts des Formalparameters, also bei Verlassen der Prozedur, zu bestimmen,
Beide Ansétze fiihren in einigen speziellen Situationen zu unterschiedlichen Ergebnissen.

Fur Formalparameter, denen Werte von einem Aufrufer Gibergeben werden, die dann wéhrend
der Ausfiihrung der Prozedur veréndert und an den Aufrufer zuriickgegeben werden kdnnen,
eignet sich neben der beschriebenen call-by-reference-Methode die call-by-value-result-
Methode (in Ada fiir skalare in-out-Parameter). Bei dieser Methode wird der Formalparame-
ter wieder als lokale Variable behandelt, die bei Eintritt in die Prozedur mit dem gegenwarti-
gen Wert des korrespondierenden Aktualparameters initialisiert wird. Innerhalb der Prozedur
beeinflussen Anderungen des Werts des Formalparameters nur diese lokale Kopie (entspre-
chend der call-by-value-Methode). Am Ende der Prozedur wird der gegenwartige Wert des
Formalparameters an den Aktualparameter zuriickgegeben.
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Auch hier kommt es wie bei der call-by-result-Methode wieder darauf an, wann die Adresse
des Formalparameters ermittelt wird, ndmlich beim Eintritt in die Prozedur oder unmittelbar
vor dem Verlassen des Unterprogramms.

In den meisten Fallen ergeben die call-by-value-result- und die call-by-reference-Methode bei
vollstandiger Abarbeitung einer Prozedur die gleichen Resultate. Ausnahmen stellen Situatio-
nen dar, in denen Interaktionen zwischen Parametern und nicht-lokalen Variablen vorkom-
men. Ein Programmierer sollte aber darauf achten, die Prozeduren so zu schreiben, dass ihre
Ergebnisse nicht von den zugrundeliegenden Methoden der Parameteriibergabe abhéngen.

Call-by-value-result hat die gleichen Nachteile beziiglich der Ineffizienz bei strukturierten
Datenobjekten als Parameter wie call-by-value. Andererseits hat call-by-value-result gegen-
uber call-by-reference den Vorteil, dass sich alle Referenzen innerhalb des Unterprogramms
auf lokale Variablen (die Formalparameter) beziehen und damit schneller ablaufen, als die bei
call-by-reference benutzten indirekten Referenzen auf nicht-lokale Objekte (die Aktualpara-
meter). Eine weitere Konsequenz ergibt sich im Falle eines Abbruchs der Prozedur noch vor
ihrem Ende aufgrund eines Fehlers: Bei call-by-reference kann der aktuelle Parameter inzwi-
schen einen durch die Prozedur verénderten Wert haben, wéhrend bei call-by-value-result der
Wert des Aktualparameters noch der gleiche ist, wie bei Eintritt in die Prozedur, da ja der
Wert des Aktualparameters erst am Ende der Prozedur, das noch nicht erreicht ist, aktualisiert
wird.

AbschlieRend soll noch die call-by-name-Methode erwéhnt werden, die in ALGOL 60 defi-
niert wurde, aber in heutigen Programmiersprachen nicht verwendet wird, da sie sehr viel
aufwendiger zu implementieren ist als call-by-reference und ansonsten nur in ausgefallenen
Situationen Vorteile bietet. Bei call-by-name wird die Adresse des Aktualparameters (anders
als bei call-by-reference) erst dann bestimmt, wenn der korrespondierende Formalparameter
auch benutzt wird, und zwar wird bei jeder Verwendung des Formalparameters wahrend des
Prozedurlaufs diese Auswertung erneut durchgefiihrt. Diese Methode ermdglicht es, dass un-
terschiedliche Adressen fiir verschiedene Zugriffe auf denselben Formalparameter wahrend
der Ausfiihrung einer Prozedur verwendet werden.

Die folgende Tabelle fasst die Mdoglichkeiten der beschriebenen Methoden zur Parame-
terlibergabe an Unterprogramme zusammen:
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Methode Parameter geeignet zur

call-by- Ubergabe von aktuellen Riickgabe von aktuellen Ubergabe und Riickgabe

Werten an das Unterpro- Werten aus dem Unter- von aktuellen Werten an
gramm programm das bzw. aus dem Unter-
programm

reference X X X

value / content X

constant-value X

reference-value X

result

value-result X X X

Das folgende Beispiel aus [WI/C] erl&utert die einzelnen Methoden noch einmal. Es zeigt in
Abbildung 3.2.1-1 eine Prozedur mit Bezeichner methoden, die im Pascal-Stil geschrieben
ist. In diesem Beispiel soll jedoch der Aktualparameter an die Prozedur nach den verschiede-
nen beschriebenen Methoden zu Ubergeben sein (also nicht nur nach der in Pascal in dieser
Situation gemaR der Syntax verwendeten call-by-value-Methode). Je nach Methode ergeben
sich verschiedene Resultate. Es muss betont werden, dass der ,,trickreiche* Programmierstil
dieses Beispiels zu vermeiden ist, zumal das Unterprogramm auch noch globale Variablen
verwendet; das Beispiel dient lediglich der Demonstration der Unterschiede der einzelnen
Methoden.
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PROGRAM beispiel;
TYPE feld_typ = ARRAY [1..2] OF INTEGER;

VAR element
a

INTEGER;
feld_typ;

PROCEDURE methoden (x : INTEGER);

BEGIN { methoden }

a[1] 1= 6;
element := 2;
X =X + 3

END  { methoden };

BEGIN { beispiel }

a[1] = 1;
al[2] = 2;
element := 1;

methoden (a[element])
END { beispiel }.

Resultate bei den verschiedenen Methoden der Parameteriibergabe:

Methode a[1] a[2] element
call-by-reference 9 2 2
call-by-value 6 2 2
call-by-value-result 6 4 2
(Parameterbestimmung bei Verlassen)

call-by-value-result 4 2 2
(Parameterbestimmung bei Eintritt)

call-by-name 6 5 2

Abbildung 3.2.1-1: Parameteriibergabemethoden (Beispiel)

Innerhalb von methoden werden a[1] und element als globale Variablen behandelt; je
nach Methode kann auf a[1] bzw. a[2] iber den Formalparameter x zugegriffen werden.

Wenn in diesem Beispiel der Parameter nach der call-by-result-Methode ibergeben wird, ent-
steht ein Fehler, da der Formalparameter x vor seiner Verwendung auf der rechten Seite des

Ausdrucks

X = X + 3;

nicht initialisiert worden ist.
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Wenn der Parameter x nach der call-by-reference-Methode (ibergeben wird, kann auf a[1]
auf zwei unterschiedliche Arten zugegriffen werden, namlich entweder direkt als globales Da-
tenobjekt in

a[1] := 6;

oder indirekt als Formalparameter in

X = X + 3;

Bei der call-by-value-Methode beeinflusst die Anweisung
X I= X + 33

den Wert von a[ 1], des aktuellen Parameters, nicht, da in methoden mit einer lokalen Kopie
von a[1] gearbeitet wird.

Die Ursache fir Unterschiede, die sich bei den beiden call-by-value-result-Methoden ergeben,
liegt im Bestimmungszeitpunkt der Adresse fir die Riickgabe des Werts im Formalparameter
an den korrespondierenden Aktualparameter. Wird diese Adresse, ndmlich die Adresse des
Aktualparamters a[element], beim Eintritt in die Prozedur bestimmt, dann handelt es sich
um die Adresse von a[1]. Wird die Adresse unmittelbar vor Verlassen der Prozedur ermit-
telt, dann ist aufgrund der Anweisung

element := 2;

die Adresse von a[element] die Adresse von a[2]. Der gegenwartige Wert von x wird also
entweder an a[1] oder an a[2] zurtickgegeben, nachdem er in beiden Fallen bei Eintritt in
die Prozedur mit dem Wert von a[1] initialisiert wurde.

Der Unterschied in den Ergebnissen der call-by-reference- und der call-by-name-Methode hat
eine ahnliche Ursache: Der Formalparameter x wird bei call-by-reference bei Eintritt in die
Prozedur mit der Adresse von a[1] versorgt wird, da element den Wert 1 enthélt. Bei call-
by-name wird der Formalparameter in der Anweisung

X = X + 3;

erneut berechnet, wobei fiir x der Aktualparameter afelement] steht und element inzwi-
schen den Wert 2 hat.
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3.2.2  Implementierungsprinzip von Prozeduren

Um einen korrekten Prozedurablauf, insbesondere die Ubergabe von Aktualparametern,
Handhabung lokaler Datenobjekte, Realisierung rekursiver Prozedurabldufe und Ricksprung
zu gewabhrleisten, wird der Stack verwendet, Gber den jeder Thread eines Prozesses verfiigt.

Der Stack (Stapel, Keller) ist ein Datenbereich mit (strukturierten und variabel langen) Ein-
tragen, der so organisiert ist, dass immer nur auf den zuletzt eingetragenen Eintrag zugegrif-
fen werden kann (lesen, entfernen). Der Stack kann durch die Reservierung eines fest verein-
barten Datenbereichs und eines global zugreifbaren Datenobjekts implementiert werden, der
im Folgenden mit dem Bezeichner SP (Stackpointer) bezeichnet wird. Befinden sich Daten
im Stack, so belegen sie einen zusammenhangenden Bereich; der restliche Abschnitt des
Stacks ist frei. Der Wert von SP identifiziert den zuletzt in den Stack aufgenommenen Ein-
trag. Die Eintrage im Stack sind im Allgemeinen strukturiert und unterschiedlich groR3. Inner-
halb jedes Eintrags steht an einer fest definierten Stelle ein Verweis auf den Eintrag, der zeit-
lich genau vorher in den Stack eingetragen wurde (bei gleichartig strukturierten Stackeintra-
gen kann man diese hintereinander schreiben; der vorherige Eintrag steht dann in einer kon-
stanten Distanz, entsprechend der Lange eines Stackeintrags, zum Stackeintrag, der durch den
Wert von SP identifiziert wird).

Mit einem Stack sind im Wesentlichen drei Operationen mit folgender Wirkung auf den Stack
verbunden:

e Initialisierung des Stacks als leerer Stack

e Eintragen eines neuen Stackeintrags; dabei wird der Inhalt von SP so aktualisiert, dass
er nun den neuen Eintrag identifiziert

e Entfernen des obersten Stackeintrags vom Stack; dabei wird der Inhalt von SP ent-
sprechend veréndert, falls der Stack nicht leer ist; bei einem leeren Stack hat diese Opera-
tion keine Wirkung.

Zur Illustration der Anwendung des Stackprinzips im Zusammenhang mit dem Prozedurkon-
zept dienen wieder in Pascal geschriebene Beispiele. Es muss betont werden, dass es sich bei
der im Folgenden dargestellten Methode um eine mdgliche Umsetzung des Konzepts handelt,
die je nach Programmiersprache und Compiler variiert.

Die in einem Programm definierten Datenobjekte lassen sich beziiglich ihrer logischen Zuge-
horigkeit zu Programmteilen unterscheiden in

e globale Datenobjekte des Hauptprogrammes, die von allen Blécken des Programms aus
sichtbar, d.h. zugreifbar sind, wenn nicht innerhalb eines Blocks eine Deklaration mit
demselben Bezeichner erfolgt
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e globale Datenobjekte aus der Sicht einer Prozedur, namlich solche, die in Blocken de-
klariert sind, die die Prozedur (evtl. iber mehrere Hierarchiestufen) einschachteln und in
der Prozedur nicht durch Deklarationen mit denselben Bezeichnern Gberlagert werden

e |okale, innerhalb einer Prozedur oder Funktion definierte, nur dieser Prozedur zuge-
horige Datenobjekte; diese sind fur alle darin eingebettete Prozeduren und Funktionen
global, nach auf3en aber nicht sichtbar

e Formalparameter einer Prozedur oder Funktion, die wie lokale Datenobjekte einer
Prozedur betrachtet werden

e Aktualparameter fiir den Aufruf einer Prozedur oder Funktion, die zum Aufrufer
der Prozedur oder Funktion gehdren.

Auf lokale Datenobjekte einer Prozedur (Funktionen werden wieder als syntaktisch spezielle
Prozeduren angesehen) wird erst zugegriffen, wenn diese Prozedur wahrend der Laufzeit auch
aufgerufen wird. Daher braucht Speicherplatz fur diese Datenobjekte erst bei Aufruf der Pro-
zedur entsprechend dem Beginn ihrer Lebensdauer zugewiesen werden. Falls die Prozedur al-
so gar nicht aufgerufen wird, braucht auch kein Speicherplatz fiir lokale Datenobjekte reser-
viert zu werden. Bei Verlassen der Prozedur endet die Lebensdauer der lokalen Datenobjekte,
und damit kann der flr sie verwendete Speicherplatz wieder freigegeben werden. Der Spei-
cherplatz fur globale Datenobjekte des Hauptprogramms wird beim Laden des Programms re-
serviert.

Bei Programmstart wird der Stack als leer initialisiert.

Bei jedem Aufruf einer Prozedur wird vom Aufrufer und von der aufgerufenen Prozedur ein
neuer Stackeintrag erzeugt, der als Aktivierungsrecord (des Aufrufs) bezeichnetet wird. Die
GroRe des Aktivierungsrecords hangt von der Anzahl lokaler Variablen der Prozedur ab. Der
Compiler generiert sowohl beim Aufrufer als auch bei der aufgerufenen Prozedur entspre-
chenden Code zur Erzeugung des Aktivierungsrecords. Der bei Einsprung in eine Prozedur
erzeugte Aktivierungsrecord wird beim Rucksprung zum Aufrufer von der gerufenen Proze-
dur wieder entfernt.

Der Aktivierungsrecord eines Prozeduraufrufs enthalt in einer implementierungsabhéngigen
Reihenfolge:

e die Rucksprungadresse zum Aufrufer

e die Speicherplatzreservierung fur jedes lokale Datenobjekt, d.h. fir jeden Formalpa-
rameter und jede in der Prozedur deklarierte lokale Variable; Formalparameter sind bei
Start des Prozedurcodes bereits vom Aufrufer mit den Werten der Aktualparameter ent-
sprechend der jeweiligen Parameterlibergabemethode initialisiert worden

e das Display; hierbei handelt es sich um eine Tabelle aus Verweisen auf diejenigen, vorher
im Stack eingetragenen Aktivierungsrecords, die aus Sicht des jeweiligen Prozeduraufrufs
globale Datenobjekte enthalten; die Display-Informationen resultieren aus der Analyse
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der statischen Blockstruktur, die zur Ubersetzungszeit durchgefiihrt wird und werden zur
Laufzeit der aufgerufenen Prozedur erzeugt (siehe unten)

e Eintrage zur Verwaltung des Stacks, insbesondere einen Adressverweis auf den vorhe-
rigen Stackeintrag.

Wahrend des Prozedurablaufs konnen evtl. weitere Eintrdge im Stack vorgenommen werden,
z.B.

e Sicherstellungsbereiche fur Registerinhalte: wenn innerhalb des Prozedurcodes Regis-
ter verwendet werden, missen deren Inhalte nattrlich zuvor (lokal) gesichert und vor dem
Ricksprung zum Aufrufer rekonstruiert werden, damit der Aufrufer dieselben Registerin-
halte wie unmittelbar vor Eintritt in die Prozedur sieht; des Weiteren werden die Register
bei einem Threadwechsel im Stack des Threads gesichert

e Speicherplatz fur die lokale Speicherung von Zwischenergebnissen.

Diese moglichen zusétzlichen Stackeintrdge bleiben in der folgenden Darstellung unberuck-
sichtigt.

Der Wert des Stackpointers SP identifiziert den ,,obersten* Stackeintrag. Diese Identifizierung
erfolgt in Form einer Adresse. Im Folgenden bewegt sich der belegte Teil des Stacks beim
Eintragen von Werten in Richtung niedrigerer Adressen und beim Entfernen von Eintragen in
Richtung héherer Adressen.

Ein Aktivierungsrecord, der komplett erzeugt und im Stack abgelegt ist, besteht also selbst
aus mehreren Komponenten, deren Anfange jeweils einen relativen Abstand (Offset) zu der
Adresse haben, die in SP steht. Um zu verdeutlichen, dass der Zugriff auf diese Komponenten
eine lokale Operation auf der Ebene der jeweiligen Prozedur bzw. des Aufrufers ist, wahrend
die Manipulationen des SP-Werts global an den Stack gebunden sind, wird ein weiteres glo-
bales Datenobjekt verwendet, das Basispointer (BP) genannt werden soll. BP enthélt eine
Adresse, die in den Stack verweist, und zwar im Wesentlichen die Adresse, die den Aktivie-
rungsrecord in die beiden Teile teilt, die vom Aufrufer einer Prozedur bzw. von der Prozedur
selbst generiert werden. Alle Eintrdge im Aktivierungsrecord unterhalb des BP-Werts (in
Richtung groRerer Adressen relativ zum BP-Wert) werden vom Aufrufer erzeugt. Alle Eintra-
ge oberhalb des BP-Werts (in Richtung absteigender Adressen relativ zum BP-Wert) werden
von der gerufenen Prozedur angelegt (Abbildung 3.2.2-1).
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_‘_Aktivierungsrecord

insgesam\t\‘belegt

Stack

E Adressierung des Stacks

SP

—_—_ Adressierung in einen Aktivierungsrecord

BP

Abbildung 3.2.2-1: Aktivierungsrecord im Stack

Das Implementierungsprinzip soll zundchst am Layout eines Aktivierungsrecords fiir einen
Aufruf einer Prozedur verdeutlicht werden, die nur auf ihre eigenen lokalen Variablen zu-

greift, d.h. auf die Variablen, die innerhalb der Prozedur oder als Formalparameter deklariert
sind.

Die Prozedur

PROCEDURE proc (fy - -..; --..; o 2 -..3);
{ lokale Variablen von proc: }
VAR vy - ...;
Vi I ..

BEGIN { proc }

END  { proc };

werde durch

proc (ai, ---, an);
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aufgerufen. Die Aktualparameter a;, ..., a, gehoren zum Aufrufer. Die Details, die sich
aus den Datentypen der einzelnen Datenobjekte und der Parameteriibergabemethode ergeben,
sollen zunéchst nicht betrachtet werden.

Der Compiler hat fir den Prozeduraufruf Code erzeugt, der nacheinander die Werte bzw. Ad-
ressen der Aktualparameter a;, ..., a, (je nach Parameteriibergabemethode) und die
Ricksprungadresse auf den Stack transportiert. Der Speicherplatz fur diese Werte bzw. Ad-
ressen der Aktualparameter auf dem Stack ist identisch mit dem Speicherplatz fir die For-
malparameter f,, ..., ¥, der gerufenen Prozedur. Jetzt erfolgt eine Verzweigung in den
Code von proc (Abbildung 3.2.2-2 (a)).

Der Code, der flr das BEGIN-Statement in der Prozedur proc generiert wurde, bewirkt, dass
der gegenwartige BP-Wert auf dem Stack abgelegt wird und der BP mit dem jetzigen SP-
Wert Uberschrieben wird. Dadurch wird eine Rickwartsverkettung in den Aktivierungsrecord
des Aufrufers hergestellt, und zwar an die Stelle, die ihrerseits eine Rickwartsverkettung zu
einem vorherigen BP-Wert enthalt. Der neue BP-Wert ist der Anfang dieser Ruckwartsverket-
tung. Anschlielend wird der SP-Wert soweit dekrementiert, wie Platz fir die lokalen Variab-
lenv,, ..., v,derProzedur proc benétigt wird, d.h. der Speicherplatz fiir v, ..., v,
ist nun zugewiesen (Abbildung 3.2.2-2 (b)).

Am Ende von proc bewirkt der fur das END-Statement vom Compiler eingesetzte Code, dass

Vi, --.-, Vpvom Stack wieder entfernt werden, der BP mit der Ruckwartsverkettung wie-

der restauriert wird und ein Ricksprung an die Adresse erfolgt, die nun als oberster Eintrag

auf dem Stack steht. VVorher werden noch die Riicksprungadresse und a;, ..., a,bzw. f,
., T vom Stack genommen (Abbildung 3.2.2-2 (c)).

Offensichtlich kann innerhalb der Prozedur ein Zugriff auf ihre lokalen Variablen v,, ...,
vy und f;, ..., f,relativ zum BP-Wert erfolgen: vi, ..., v, haben einen negativen,
f,, ..., f,einen positiven Offset zu BP. Dabei ist es unerheblich, wo genau innerhalb des
Stacks der Aktivierungsrecord dieses Prozeduraufrufs liegt oder in welcher Rekursionstiefe
der Prozeduraufruf erfolgte.
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Abbildung 3.2.2-2: Stackbelegung bei einem Unterprogrammsprung (keine globalen Variablen)

Der Aktivierungsrecord eines Prozeduraufrufs wird etwas komplexer, wenn eine Prozedur auf
globale Datenobjekte zugreifen kann, die in Prozeduren liegen, die die aufgerufene Prozedur
einschachteln (auf Variablen des globalen Datenbereichs des Hauptprogramms besteht grund-
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satzlich Zugriffsberechtigung, falls diese innerhalb der Prozedur Uberhaupt benannt werden
kdnnen). Die aus Sicht einer Prozedur globalen Variablen sind in der Menge der globalen und
lokalen Variablen des sie umschlielenden Blocks enthalten. Diese globalen Variablen befin-
den sich also im statischen Datenbereich oder in Aktivierungsrecords (zu umschlieRenden
Prozeduraufrufen), die zum Aufrufzeitpunkt der Prozedur bereits im Stack liegen. Dort haben
sie jeweils einen festen Offset zum Anfang des statischen Datenbereichs bzw. relativ zum BP-
Wert des zugehdrigen Aktivierungsrecords.

Als Beispiel wird wieder das Programm in Abbildung 3.1.1-1 betrachtet. Dabei soll jetzt zu-
satzlich angenommen werden, dass p_program selbst eine Prozedur und nicht ein Hauptpro-
gramm ist, so dass die lokalen Variablen von p_program im Stack und nicht im globalen Da-
tenbereich verwaltet werden. Die statische Blockstruktur der Prozeduren kann man dann auf
unterschiedliche Weise darstellen, z.B. als ineinandergeschachtelte Blocke oder als gerichte-
ten Graph, dessen Kantenrichtung die mogliche Aufrufreihenfolge anzeigt (Abbildung 3.2.2-
3). Eine gerichtete Kante dieses Graphen in vertikaler Richtung beschreibt dabei einen mogli-
chen Aufruf einer eingeschachtelten Prozedur, in horizontaler Richtung einen Aufruf auf der-
selben Schachtelungstiefe.
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p_program
a_proc
b proc
p_program
¢ proc VAR v
a_proc <a———— d_proc
VAR b
d_proc b proc <t+—— c_poc
VAR w
Blockstruktur als gerichteter Graph
(einige Variablen sind vermerkt)

Blockstruktur

B>
W
e UISOR Aktivierungsrecord
Do des Aufrufs von b_proc
|
Aktivierﬁ\ngsrecord
W des Aufrufs von a_proc
\Y4 Tl
, Aktivierungsrecord
8= des Aufrufs von p_program (hier als Prozedur)
Stackbelegung
SP nach Aufruf von b_proc

(Gber a_proc und p_program,

L vereinfachte Darstellung)

Abbildung 3.2.2-3: Blockstruktur (Beispiel aus Abbildung 3.1.1-1)

Der untere Teil von Abbildung 3.2.2-3 zeigt die Stackbelegung, wenn aus p_program heraus
a_proc und von dort b_proc aufgerufen werden (diese Aufrufreihenfolge vereinfacht etwas
die in Abbildung 3.1.1-1 angegebene Aufrufreihenfolge, in der ein Aufruf von a_proc aus
d_proc heraus erfolgt; fir den Augenblick soll diese etwas vereinfachte Aufrufreihenfolge
angenommen werden). In Abbildung 3.2.2-3 sind exemplarisch Variablen wiedergegeben, auf
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die beim Aufruf von b_proc zugegriffen werden kann: die Variable w (exakter: das mit w be-
zeichnete Datenobjekt d7) ist lokal in b_proc, also im Aktivierungsrecord, der tber den ge-
genwaértigen BP-Wert angesprochen wird; die Variable b ist global fur b_proc und lokal fur
a_proc; sie liegt im Aktivierungsrecord des a_proc-Aufrufs. Entsprechend befindet sich die
Variable v im Aktivierungsrecord des p_program-Aufrufs.

Fir jede Variable ist zur Ubersetzungszeit aufgrund der Regeln lber die Gultigkeitsbereich
von Bezeichnern klar, Gber wie viele Stufen in der Schachtelungstiefe der Blockstruktur nach
aullen gegangen werden muss, um sie zu erreichen: 0 Stufen fur lokale Variablen, d Stufen,
falls die Variable im d-ten umfassenden Block liegt; hierbei wird von innen nach auBRen ge-
zahlt. Beispielsweise befindet sich fur b_proc die Variable w null Stufen, die Variable b eine
Stufe und die Variable v zwei Stufen weiter auflen in der Blockstruktur. Fiir a_proc liegt die
Variable b null Stufen und die Variable v nur eine Stufe weiter aulen. Als offensichtliche
Regel gilt: Liegt ein Datenobjekt fur eine Prozedur innerhalb der Blockstruktur d >0 Stufen
weiter auBen, so liegt es fur eine direkt eingebettete Prozedur d +1 Stufen weiter aufRen, falls
Uberhaupt eine Zugriffsmoglichkeit auf das Datenobjekt besteht.

Es sei noch einmal hervorgehoben, dass die im Folgenden beschriebene Implementierung
wieder nur eine Moglichkeit aufzeigt, um das Konzept lokaler und globaler Variablen umzu-
setzen.

Fir eine wéhrend der Laufzeit effiziente Handhabung des Zugriffs auf Datenobjekte in um-
fassenden Blocken generiert der Compiler Code, der bei Eintritt in eine Prozedur (BEGIN-
Statement) ausgefiihrt wird und der im Aktivierungsrecord der Prozedur zusétzliche Adress-
verweise auf diejenigen Aktivierungsrecords erzeugt, die aus Sicht der gerufenen Prozedur
globale Datenobjekte in anderen Aktivierungsrecords enthalten. Die Menge dieser Adress-
verweise heildt Display. Alle Display-Informationen liegen im Aktivierungsrecord zwischen
der BP-Rickwartsverkettung und den lokalen Variablen. Wenn sich mehrere globale Dateno-
bjekte in demselben umfassenden Block befinden, wird nur eine einzige Display-Information
fir die Datenobjekte dieses Blocks festgehalten. Es wird jeweils ein Verweis auf die BP-
Rickwartsverkettung innerhalb eines Aktivierungsrecords als jeweilige Display-Information
genommen. Die Display-Informationen einer gerufenen Prozedur kdnnen wahrend der Lauf-
zeit bei Eintritt in die Prozedur aus der Display-Information des Aufrufers und der statischen
Blockstruktur gewonnen werden. Da alle Blocke eines Programms Zugriff auf den globalen
Datenbereich des Programms besitzen, ist ein Verweis auf diesen Bereich als Teil des Dis-
plays Uberflissig. Den so erweiterten Aufbau eines Aktivierungsrecords fir einen Proze-
duraufruf zeigt Abbildung 3.2.2.-4.
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Abbildung 3.2.2-4: Um Display-Informationen erweiterter Aktivierungsrecord

Zur dynamischen Erzeugung der Display-Information wéhrend der Laufzeit wird jedem Pro-
zeduraufruf als zusatzlicher verdeckter Parameter der BP-Wert mitgegeben, der die Lage des-
jenigen Aktivierungsrecords im Stack bestimmt, der zum néchsten umfassenden Proze-
duraufruf (also in der Blockstruktur um eine Stufe weiter nach auRen) gehort; er wird im Fol-
genden als direkt Ubergeordneter Aktivierungsrecord bezeichnet. Dieser Adressverweis auf
den direkt tbergeordneten Aktivierungsrecord wird oberhalb der BP-Verkettung im Aktivie-
rungsrecord der gerufenen Prozedur abgelegt (Position 1 in Abbildung 3.2.2-4). Er wird im-
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mer erzeugt, ganz gleich, ob auf dortige lokale Variablen zugegriffen wird oder nicht; falls es
keinen Ubergeordneten Aktivierungsrecord gibt (in der Blockstruktur befindet sich dann die
Prozedur in der duBersten Schachtelungstiefe), wird der Wert NIL erzeugt. Falls zusétzlich die
lokalen Variablen in der ndachsten Stufe nach auf’en innerhalb der Blockstruktur verwendet
werden, erfolgt ein weiterer Display-Eintrag (Position 2 in Abbildung 3.2.2-4). Dieser kann
aus dem direkt Ubergeordneten Aktivierungsrecord genommen werden: er liegt dort an der in
Abbildung 3.2.2-4 mit Position 1 bezeichneten Stelle. Entsprechend werden eventuell weitere
Display-Eintrage aus dem direkt tGbergeordneten Aktivierungsrecord erzeugt. Aus wievielen
Adressverweisen die Display-Information besteht und damit wo innerhalb eines Aktivierungs-
records relativ zum BP-Wert die lokalen Variablen liegen, ergibt sich aus der statischen
Blockstruktur und liegt wahrend der Ubersetzungszeit fest.

Zur Erléuterung des Verfahrens wird noch einmal die Prozedur

PROCEDURE proc (f; : ...; ---.; - --.3);
{ lokale Variablen von proc: }
VAR vi - ...;
Vp -

BEGIN { proc }

END { proc };
herangezogen.

Die lokale Variable v; belege | viele Bytes. Zusétzlich habe die Prozedur proc nun Zu-

proc.y,
griff auf globale Variablen in d umfassenden Blocken bzw. Stufen (gezéhlt von innen nach
aufllen; lokale Variablen befinden sich auf Stufe 0). Dann werden zur Laufzeit d Display-
Informationen, namlich Adressverweise auf die Aktivierungsrecords der d umfassenden BIl6-
cke, erzeugt. Der gesamte Display innerhalb des Aktivierungsrecords von proc belegt
A ... =d-a viele Bytes, wobei fiir eine Adresse a viele Bytes verwendet werden. Der (nega-

proc

tiv zu nehmende) Offset d der Variablen v; relativ zum BP-Wert berechnet sich zu:

proc,v;

=A +1

proc,v, proc proc,v, !

d =d +1 firi=2,..,m.

proc.v; proc.v;_; proc,v;

Die Adresse der Variablen v; lautet dann BP - d

proc,v; *

Ist v eine aus proc global zugreifbare Variable in einem umfassenden Block global _proc
auf Stufe d'<d und hat dort den den Offset d so lautet die Adresse von v:

global_proc,v !
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(BP- d'-a - dglobal_proc,v .

Das Verfahren wird am Beispiel der Abbildungen 3.1.1-1 und 3.2.2-3 erl&utert. Wieder wird
angenommen, dass p_program selbst eine Prozedur auf duRerster Schachtelungstiefe der
Blockstruktur ist. Weiter wird angenommen, dass ein Datenobjekt vom Typ INTEGER und ein
Datenobjekt mit Adresstyp jeweils genau zwei Bytes belegen. Wihrend der Ubersetzungspha-
se hat der Compiler fur jede Variable eine Reihe von Informationen erzeugt, z.B. auf welche
Variablen aus einer Prozedur zugegriffen werden kann und auf welcher Stufe (nach aulRen ge-
zahlt) sie sich aus Sicht der jeweiligen Prozedur befindet. Insbesondere lasst sich die Adresse
einer Variablen berechnen, jedoch nur relativ zum BP-Wert (im Aktivierungsrecord) des ak-
tuellen Prozeduraufrufs.

p_program 1 Display-Eintrag =NIL: A, | o0 =2
\4 Sthe 01 Ip_program,v = 2, dp_program,v = Ap_program + Ip_program,v = 41
Adresse BP - d, program,v = BP-4

w Sthe 0’ Ip_program,w = 2) dp_program,w = dp_program,v + Ip_program,w = 61
Adresse BP - dp_program,w = BP_6

a_proc 1 Display-Eintrag (in den Aktivierungsrecord von p_program): A, .. =2
a Sthe 0! Ia_proc,a = 2, da_proc,a = Aa_proc + Ia_proc,a = 4
Adresse BP - dy proc,a = BP-4
b Sthe 01 Ia_proc,b = 2, da_proc,b = da_proc,a + Ia_proc,b + = 61

AdreSSe BP - da_proc,b = BP_6

b_proc 2 Display-Eintrége (in die Aktivierungsrecords von a_proc und von

p_program): A, ;.. =4
a Sthe 0, Ib_proc.a = 21 db_proc,a = Ab_proc + Ib_proc,a = 6,
Adresse BP - dp proc,a = BP-6
i Sthe 0’ Ib_proc,i = 2, db_proc,i = db_proc,a + Ib_proc,i = 8;
Adresse BP - dp proc,i = BP-8
w Sthe 0’ Ib_proc,w = 2, db_proc,w = db_proc,i + Ib_proc,i = 10;

Adresse BP - db_proc’w = BP—lO
Y Stufe 2, Adresse (BP-2*2)"- dp progran,v = (BP-4)"-4
b Stufe 1, Adresse (BP-1*2)"- da proc,p = (BP-2)"-6

c_proc 2 Display-Eintrage(in die Aktivierungsrecords von a_proc und von
p_program): A =4

c_proc
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a Stufe 0, Ic_proc,a =2, de_proc.a = A

Adresse BP —dc proc,a = BP-6
\Y Stufe 0, Ic_proc,v =2, dc_proc,v =
AdreSSG BP - dc_proc,v = BP_8

c_proc

+ Ic_proc,a - 61

dc_proc,a + Ic_proc,v = 81

w Stufe 2, Adresse (BP-2*2)"- dy, progran,w = (BP-4)"-6
b Stufe 1, Adresse (BP-1*2)"- da proc,p = (BP-2)"-6

d_proc 1 Display-Eintrag (in den Aktivierungsrecord von p_program): A, ..

w

\Y/ Sthe O, Id_proc,v = 2, dd_pl"OC,V = A

Adresse BP - dd_proc’v = BP_4
Sthe 01 Id_proc,w = 21 dd_proc,w = dd_proc,v + Id_proc,v = 61
Adresse BP - dd_proc,w = BP_6 -

d_proc

+ Id_proc,v = 41

=2

Abbildung 3.2.2-5 zeigt die Stackbelegung, einschlieBlich der Display-Informationen, nach
Eintritt in die Prozedur b_proc. Es wird jetzt die etwas komplexere Aufrufreihenfolge
p_program-d_proc - a_proc - c_proc - b_proc (vgl. Abbildungen 3.1.1-1 und 3.2.2-3)
angenommen. In den folgenden Abbildungen werden Einzeleintrdge innerhalb des Stacks
wieder als gleich groRe Kastchen gezeichnet, ohne die interne Speicherdarstellung der einzel-
nen Datentypen zu berticksichtigen.
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Abbildung 3.2.2-5: Beispiel einer Stackbelegung mit Display-Informationen
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3.2.3  Mehrfachverwendbarkeit von Prozedurcode

Im Prozessmodell eines Betriebssystems kann eine Prozedur logisch in unterschiedlichen vir-
tuellen Adressrdumen liegen, und die zugehdrigen Prozesse laufen parallel durch die Proze-
dur, ohne dass es zu einer gegenseitigen Beeinflussung kommt. Daflr sorgt ja gerade die
Kontrolle des Betriebssystems. Das beschriebene Prozedurkonzept gewéhrleistet dartiber hin-
aus, dass bei Einhaltung der im Folgenden beschriebenen Programmierregeln auch unter-
schiedliche Threads innerhalb desselben Prozesses parallel durch den Code derselben Proze-
dur laufen kénnen. Hierbei befindet sich die Prozedur nur ein einziges Mal im virtuellen
Adressraum des Prozesses, zu dem die Threads gehdren. Mit Parallelitat ist hier gemeint, dass
ein Thread in den Code einer Prozedur gelaufen ist und ein weiterer Thread den Code der
Prozedur betritt, bevor der erste Thread die Prozedur wieder verlassen hat. Es muss nattrlich
sichergestellt sein, dass auch hier keine (ungewollte) gegenseitige Beeinflussung der Threads
entsteht.

Unter folgenden Voraussetzungen ist es unterschiedlichen Threads erlaubt, eine im virtuellen
Adressraum des Prozesses nur ein einziges Mal vorhandene Prozedur parallel zu durchlaufen:

e jeder Thread verfugt neben seinem virtuellen Registersatz tiber einen eigenen Stack (fur
die Einrichtung eines ,,privaten* Stacks fur jeden Thread sorgt das Betriebssystem); als
Stack bei der Umsetzung des Prozedurkonzepts wird immer der private Stack des gerade
aktiven Threads genommen

e die Prozedur verwendet keine globalen Daten, sondern ausschlieBlich lokale Datenobjekte
(Formalparameter und innerhalb der Prozedur deklarierte lokale Variablen).

Code, der von mehreren Threads (auch unterschiedlicher Prozesse) parallel durchlaufen wer-
den kann, bezeichnet man als parallel mehrfach-benutzbar (ablauf-invariant, reentrant).

Die Forderung, dass parallel mehrfach-benutzbarer Code keine globalen Datenobjekte ver-
wendet, liegt auf der Hand: Setzt ein Thread den Wert einer globalen Variablen, so kann er
nicht sicher sein, dass diese Variable beim ndchsten Zugriff den von ihm gesetzten Wert noch
enthélt. Inzwischen kann ja ein Threadwechsel stattgefunden haben, und ein anderer Thread
hat den Variablenwert veréndert.

Der vom Compiler erzeugte Code, der bei Eintritt in die Prozedur durchlaufen wird, generiert
einen Aktivierungsrecord mit den lokalen Datenobjekten der Prozedur auf dem Stack des ak-
tiven Threads. Der Zugriff auf alle diese Datenobjekte erfolgt relativ zum Basispointer BP.
Betritt ein weiterer Thread mit seinem eigenen Stack die Prozedur, wird ein weiterer Aktivie-
rungsrecord nun im Stack dieses Threads erzeugt. Analog der Erzeugung einer weiteren In-
karnation lokaler Variablen bei jedem rekursiven Prozeduraufruf, erhalt jeder Thread daher
seinen eigenen Satz lokaler Variablen (Abbildung 3.2.3-1). Natlrlich muss das Betriebssys-
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tem bei einem Threadwechsel neben den jeweiligen virtuellen Registersatzen auch die priva-
ten Stacks der Threads umschalten.

Prinzipiell ist es unerheblich, ob die Threads, die durch den parallel mehrfach-benutzbaren
Code einer Prozedur laufen, demselben oder unterschiedlichen Prozessen angehdren. Es ist
daher dem Betriebssystem mdglich, einen derartigen Code physisch auch nur ein einziges Mal
in den Arbeitsspeicher zu laden, obwohl er logisch gleichzeitig eventuell in unterschiedlichen
virtuellen Adressrdumen und dort an unterschiedlichen virtuellen Adressen liegt. Man spricht
hier von Code-Sharing. Um den Code nur einmal im Arbeitsspeicher zu halten und zugreifbar
von unterschiedlichen Prozessen zu haben, werden spezielle Funktionen des Betriebssystems
bendtigt. Es muss beispielsweise verhindern, dass der von mehreren Prozessen benutzte Code
aus dem Arbeitsspeicher des Rechners ausgelagert wird, solange noch ein Prozess auf ihn zu-
greift, auch wenn ein Prozess, der den Code mit anderen zusammen benutzt hat, beendet wird.
Das Thema der Realisierung des Code-Sharings wird im Rahmen der Betriebssysteme behan-
delt.

—
vl, ..., vm
o, fn
PROCEDURE proc (f1: ...; ...; fn: ...);
VAR VT: .. Thread i
vm: ...; Y U R
’ i Erzeugung eines | - je nachdem, welcher
.-} Aktivierungsrecords.  Thread gerade durch
BEGIN {proc} _ ..~ - im aktuellen Stack | . diese Codestelle lauft
END {proc}; ¥
e e V1, ., vm
. Entfernung des ’ f1,..,1n
"4 Aktivierungsrecords =
- vom aktuellen Stack
Thread j

Abbildung 3.2.3-1: Parallel mehrfach-benutzbarer Code
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3.3 Methoden in der Objektorientierten Programmierung

In diesem Kapitel werden einige Implementierungskonzepte im Zusammenhang mit der
Handhabung von Methoden in der Objektorientierten Programmierung (OOP) dargestellt, die
das Verstandnis der Unterscheidung von statischen, virtuellen und dynamischen Methoden
und die Rolle von Konstruktoren und Destruktoren fordern kénnen. Wieder wird die Sprache
Object Pascal herangezogen, und zwar wird das durch OBJECT festgelegte Objektmodell ge-
nommen (die Begrindung flr die Wahl dieses Modells findet sich in Kapitel 2.2.5); die Aus-
fihrungen des vorliegenden Kapitels sind jedoch auch im durch CLASS festgelegten Objekit-
modells gultig. Die wichtigsten Merkmale der OOP, ndmlich die (einfache) Vererbung und
die Polymorphie von Methoden, findet man als Sprachkonzepte in Pascal in sehr ,,handlicher*
Weise. Diese sollen im Folgenden an Beispielen erlautert werden.

3.3.1  Statische Methoden

Das erste Beispiel ([HO1], siehe auch Kapitel 6.2.2) behandelt ein Modell®, dessen Objekte
Blocke genannt werden. Jeder Block besteht aus zwei Teilen, einem Kopfteil und einem Nutz-
teil, der Einzeleintrage enthalt. Der Kopfteil selbst ist in vier Komponenten gegliedert. Sie
enthalten Informationen, die Auskunft Gber die Anzahl von Einzeleintrdgen im Nutzteil geben
(in der Komponente anz) bzw. die Adressverweise auf weitere Blocke darstellen (in den
Komponenten vorg, last und next). Es gibt zwei Typen von Blécken, die sich durch das
Layout ihres Nutzteils unterscheiden (der Kopfteil ist bei allen Blocken gleichartig struktu-
riert):

Ein Block vom Typ Datenblock enthalt in seinem Nutzteil Eintrage der Form (k, data); die
Datentypen und die Bedeutung der Eintrage k und data spielen an dieser Stelle keine Rolle.
Der Nutzteil eines Datenblocks ist als ARRAY ausgelegt, das maximal _2v (Wert eines globa-
len Parameters) viele Eintrdge aufnehmen kann. Die Eintrége stehen im Feldabschnitt mit den
Indizes 1 bis anz (aus dem Kopfteil des Datenblocks); die Eintrdge mit den Indizes anz+1
bis _2v enthalten jeweils einen Defaultwert.

Ein Block vom Typ Indexblock enthalt in seinem Nutzteil einen Verweis po (in Form einer
Adresse) auf einen anderen Block und weitere Eintrage der Form (k, p); die genauen Bedeu-

8 Das Modell beschreibt die Speicherung von Datensatzen in Form hohenbalancierter Baume. Auf
die Datensatze sind Zugriffe Uber Primarschlissel in der Weise mdglich, dass die Zugriffszeit auf
jeden Datensatz die gleiche Zeit in Anspruch nimmt.
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tungen der Eintrdage k und p spielen hier ebenfalls keine Rolle. Auch hier werden die Eintrage
(k, p) in einem ARRAY abgelegt, das maximal _2u (Wert eines globalen Parameters) viele Ein-
trage aufnehmen kann. Die Eintrage stehen im Feldabschnitt mit den Indizes 1 bis anz (aus
dem Kopfteil des Datenblocks); die Eintrdge mit den Indizes anz+1 bis _2u enthalten jeweils
wieder einen Defaultwert.

Die Grolien eines Daten- und eines Indexblocks kdnnen sich unterscheiden; gemeinsam ist
ihnen nur, dass sie einen Kopfteil und einen Nutzteil besitzen.

Datenbldocke und Indexblocke sind uber die Adressverweise im Kopfteil logisch miteinander
verknUpft (die Gesamtstruktur zeigt der untere Teil von Abbildung 3.3.1-1; sie ist fir das Bei-
spiel hier jedoch ohne Bedeutung).

Zur Realisierung dieses Modells werden Objektklassen Tdatenblock und Tindexblock
definiert, die sich aus einer Objektklasse Thlock ableiten. In der Objektklasse Tblock wird
der Kopfteil eines Blocks definiert; die unterschiedlichen Layouts der Daten- bzw. Indexbl6-
cke werden zusatzlich in der Objektklasse Tdatenblock bzw. Tindexblock festgelegt. Die
beiden Typen von Blécken sind im oberen Teil von Abbildung 3.3.1-1 zu sehen.

Neue Blocke kdnnen erzeugt und in die logische Struktur eingefiigt bzw. aus der logischen
Struktur entfernt und vernichtet werden. Einzeleintrage konnen in einen Datenblock eingefligt
bzw. aus ihm entfernt werden. Das gleiche ist fiir Einzeleintrage in Indexblocken mdglich.
Zusétzlich sollen die Inhalte eines Blocks (Kopfteil und Einzeleintrage in Datenblocken bzw.
Indexblocken) angezeigt werden kénnen.

In der Objektklasse Thlock werden also die Komponenten des Kopfteils und die Methoden

init zur Erzeugung eines neuen Blocks und Initialisierung des Kopfteils

insert  zum Einfligen eines Blocks (Daten- oder Indexblock) in die Gesamtstruktur

delete  zum Entfernen eines Blocks aus der Gesamtstruktur und zur ,,Auflésung” des
Blocks

display zum Anzeigen des Kopfteils eines Blocks

definiert. Fur die Objektklassen Tdatenblock bzw. Tindexblock gibt es neben den Kom-
ponenten des jeweiligen Nutzteils die Methoden

init zur Initialisierung des jeweiligen Nutzteils
insert_entry zum Einfligen eines Eintrags in den jeweiligen Nutzteil
delete_entry zum Entfernen eines Eintrags aus dem jeweiligen Nutzteil
display zum Anzeigen des jeweiligen Nutzteils
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Folgende Deklarationen und Implementierungen kénnten dann vorgenommen werden (einige
Programmiteile sind lediglich durch Punkte angedeutet).

CONST _2u = ...;
AY = ...:

k_init_value .-
data_init_value .

TYPE Tdata_typ = ... ;
Tkey_typ = ...
Tdata_entry_typ = RECORD
k : Tkey typ;
data : Tdata typ;
END;

Tdata_sect_typ ARRAY [1.._2v] OF Tdata_entry_typ;

Tindex_entry_typ = RECORD
k : Tkey_ typ;
p : Pointer;
END;

Tindex_sect_typ ARRAY [1.. 2u] OF Tindex_entry_typ;

Pblock
Tblock

~Tblock;
OBJECT
anz - INTEGER;
vorg : Pblock;
last : Pblock;
next : Pblock;
{ Methoden von block }
PROCEDURE init;
PROCEDURE insert;
PROCEDURE delete;
PROCEDURE display;
END;

Pdatenblock
Tdatenblock

NTdatenblock;
OBJECT (Tblock)
data : Tdata_sect_typ;
{ Methoden von Tdatenblock }
PROCEDURE init;
PROCEDURE insert_entry
(new_entry : Tdata_entry_typ);
PROCEDURE delete_entry
(del_entry : Tdata_entry_typ);
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PROCEDURE display;
END;

Pindexblock
Tindexblock

ATindexblock;
OBJECT (Tblock)
p_O : Pointer;
index : Tindex_ sect_typ;
{ Methoden von indexblock }
PROCEDURE init;
PROCEDURE insert_entry
(new_entry: Tindex _entry_typ);
PROCEDURE delete_entry
(del_entry: Tindex_entry_typ);
PROCEDURE display;
END;

{ Implementierung der Methoden von Tblock }

PROCEDURE Tblock.init;
{ Initialisierung des Kopfteils }

BEGIN { Tblock.init }

anz = 0;
vorg := NIL;
last := NIL;

next :-= NIL;
END { Tblock.init };

PROCEDURE Tblock.insert;
PROCEDURE Tblock.delete;

PROCEDURE Tblock.display;
{ Den Kopfteil, néamlich anz, vorg, last, next, anzeigen }

BEGIN { Tblock.display }

END  {Tblock.display };
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{ Implementierung der Methoden von Tdatenblock }
PROCEDURE Tdatenblock.init;
VAR i1dx : INTEGER;

BEGIN { Tdatenblock.init }
{ Kopfteil initialisieren: }
INHERITED init;
{ Nutzteil initialisieren: }
FOR idx = 1 TO _2v DO

BEGIN
data[idx] -k = k_init_value;
data[idx].data := data_init_value
END

END { Tdatenblock.init };

PROCEDURE Tdatenblock.insert_entry
(new_entry : Tdata_entry_typ);

PROCEDURE Tdatenblock.display;
VAR 1dx : INTEGER;

BEGIN { Tdatenblock.display }
{ Kopfteil anzeigen: }
INHERITED display;

FOR idx := 1 TO anz DO
BEGIN

{ data[idx].k und data[idx].data anzeigen: }

END
END { Tdatenblock.display }

PROCEDURE Tdatenblock.delete_entry
(del_entry : Tdata _entry_typ);
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{ Implementierung der Methoden von Tindexblock }
PROCEDURE Tindexblock.init;
VAR i1dx : INTEGER;

BEGIN { Tindexblock.init }
{ Kopfteil initialisieren: }
INHERITED init;
{ Nutzteil initialisieren: }
p_O := NIL;
FOR idx = 1 TO _2u DO
BEGIN
index[idx] -k :
index[idx].p :
END
END  { Tindexblock.init };

k_init_value;
NIL

PROCEDURE Tindexblock.insert_entry
(new_entry : Tindex_entry_typ);

PROCEDURE Tindexblock.delete_entry
(del_entry : Tindex_entry_typ);

PROCEDURE Tindexblock.display;
VAR idx : INTEGER;

BEGIN { Tindexblock.display }
{ Kopfteil anzeigen: }
INHERITED display;

{ p_O anzeigen: }

FOR idx := 1 TO anz DO
BEGIN
{ index[idx].k und index[idx].p anzeigen: }
END
END { Tindexblock.display }
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Objekte (Datenblock bzw. Indexblock) mit den Variablen

VAR d_block : Tdatenblock;
i_block : Tindexblock;

werden dann beispielsweise initialisiert durch
d block.init;
i_block.init;

Der Aufruf

INHERITED init;

in den jeweiligen init-Methoden des Daten- bzw. Indexblocks fiihrt die geerbte init-
Methode des Objekttyps Tblock aus, die den Kopfteil eines Blocks initialisiert.

Innerhalb der Definition einer Methode sind die Bezeichner fir Komponenten des zugehori-
gen Objekttyps bekannt: Beispielsweise versorgt die Methode block. init die im Objekttyp
Tblock definierten Komponenten eines Datenobjekts mit diesem Datentyp mit Anfangswer-
ten. Die Definition einer Methode und des Objekttyps, der diese Methode enthélt, liegen im
selben Gultigkeitsbereich. Den Gultigkeitsbereich eines Bezeichners kann man auf den Mo-
dul (Unit) beschranken, der die Objekttypdeklaration enthélt (siehe Kapitel 2.2.5): Eine Ob-
jekttypdeklaration und ihre Komponenten und Methoden sind in anderen Units bekannt, wenn
die Objekttypdeklaration im Interfaceteil einer Unit steht. Um die Gultigkeit einiger Bezeich-
ner innerhalb einer Objekttypdeklaration nur auf das Modul (Programm oder Unit) zu be-
schranken, das die Deklaration enthélt, kann man diesen Bezeichnern das Schlisselwort
PRIVATE voranstellen. Dadurch sind diese PR1VATE-Bezeichner in anderen Moduln nicht
bekannt. Folgende Bezeichner, die wieder allgemein 6ffentlich sein sollen, missen mit dem
Schlusselwort PUBLIC eingeleitet werden. Von dieser Mdglichkeit wird in den Beispielen in
den folgenden Kapiteln Gebrauch gemacht.

Ein Vorteil der Vererbung wird deutlich: Wird das Layout bzw. eine Methode des Objekttyps
Tblock geédndert, so wird diese Anderung sofort auch in Tdatenblock und Tindexblock
wirksam, ohne dass dort die Methoden angepasst zu werden brauchen. Die Anderungen des
allgemeinen Objekttyps werden also an die spezielleren Nachkommen vererbt. Die Definition
eines neuen Blocktyps, der ebenfalls aus Kopfteil und Nutzteil besteht, der sich von denjeni-
gen der Daten- und Indexblocke unterscheidet, ist ebenfalls ohne Anderung des bisherigen
Quellcodes maoglich. Ist der Name des neuen Objekttyps z.B. Tneu_block, so definiert
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TYPE Tneu_block = OBJECT (Tblock)
{ neuer Nutzteil: }

{ Methoden von Tneu_block, die sich auf
den neuen Nutzteil beziehen; fur den
Zugriff auf den Kopfteil werden die
Methoden von Tblock genommen: }

END;
einen neuen Objekityp.

Die so eingefiihrte Form der Vererbung nennt man statische Vererbung. Der Compiler kann
zur Ubersetzungszeit bereits alle weitergegebenen Eigenschaften von Objekttypen auflésen.
Insbesondere wird jetzt bereits beim Aufruf einer Methode gepriift, ob diese fir den entspre-
chenden Objekttyp definiert ist. Falls es zutrifft, erfolgt ein Unterprogrammsprung in den Ob-
jektcode der Methode. Ist keine Methode fur den entsprechenden Objekttyp definiert, geht der
Compiler zum direkt tbergeordneten Objekttyp (der in Klammern hinter dem Schliisselwort
OBJECT steht) iber und sucht hier nach der Definition der Methode. Ist die Suche auch hier
erfolglos, wird die Suche nach dem Code der Methode auf den weiteren tbergeordneten Ob-
jekttyp ausgedehnt, falls es ihn gibt. Erst wenn die Methode bis in die oberste Hierarchiestufe
nicht gefunden wird, bricht der Compiler die Suche mit einer Fehlermeldung ab. Die Auflo-
sung des Zugriffs auf Methoden wahrend der Ubersetzungszeit wird als frithe Bindung be-
zeichnet.

Ein wichtiger Randeffekt der statischen Vererbung von Methoden ist zu beachten. Wird in ei-
nem Objekttyp To_1 eine Methode mit Bezeichner xyz definiert und ebenso in einem uber-
geordneten Objekttyp To_2, so wird bei Aufruf der Methode xyz mit einem Datenobjekt mit
Objekttyp To_1 die Methode xyz von To_1 genommen. Ist andererseits eine Methode na-
mens meth im tbergeordneten Objekttyp To_2, aber nicht in To_1 definiert, so wird bei Auf-
ruf von meth mit einem Datenobjekt mit Objekttyp To_1 die Methode meth aus To_2 akti-
viert. Verwendet meth seinerseits die Methode xyz, so wird bei Aufruf von meth die Metho-
de xyz aus To_2 genommen, auch wenn meth von einem Datenobjekt mit Objekttyp To_1
aufgerufen wurde. Die Situation wird an folgendem Programmbeispiel und in der Abbildung
3.3.1-2 illustriert.
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PROGRAM oop_stat;

TYPE To_2 = OBJECT
{ Komponenten von To_2: }
flag : BOOLEAN;
i : INTEGER;
{ Methoden von To 2: }
PROCEDURE init (wert : BOOLEAN;
X - INTEGER);
PROCEDURE del;
PROCEDURE xyz;
PROCEDURE meth;
END;

To_1 = OBJECT (To_2)
{ zusatzliche Komponenten von To 1: }
j§ : INTEGER;
{ Methoden von To_1: }
PROCEDURE init (f : BOOLEAN;
X - INTEGER;
y - INTEGER);
PROCEDURE erase;
PROCEDURE xyz;
END;

{ Implementierung der Methoden von To 2: }

PROCEDURE To_2.init (wert : BOOLEAN;

X : INTEGER);
BEGIN { To_2.init }
flag = wert;
i = X

END  { To_2.init };

PROCEDURE To_2.xyz;

BEGIN { To 2.xyz }
Writeln ("Methode xyz in o0_2%);
Write (° To 2-Objekt: *);
IF flag = TRUE
THEN Writeln ("flag
ELSE Writeln ("flag
END { To 2.xyz };

TRUE , i =
FALSE, i = ", 1)

-
|

L ]

-

o/



3.3 Methoden in der Objektorientierten Programmierung 115

PROCEDURE To_2.meth;
BEGIN { To_2.meth }
Writeln ("Methode meth");
Writeln;
XyZ { Aufruf der Methode xyz (aus To_2) };
END { To_2.meth };

PROCEDURE To_2.del;
BEGIN { To_2.del }

END { To_2.del };

{ Implementierung der Methoden von To_1: }

PROCEDURE To_1.init (f : BOOLEAN;

X - INTEGER;
y - INTEGER);
BEGIN { To_1.init }
flag = T;
i 1= X;
IF flag THEN j = x

ELSE jJ := x + vy
END { To_ 1.init };

PROCEDURE To_1.erase;
BEGIN { To_l.erase }

END { To_l.erase };

PROCEDURE To_1.xyz;
BEGIN { To 1.xyz }
Writeln ("Methode xyz in o_1%);

Writeln (° o 1-Objekt: j = ", J);
IF flag THEN Writeln( * flag = TRUE , 1 = ", 1)
ELSE Writeln( * flag = FALSE, i = ", 1);

END { To_1.xyz };
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VAR o 1 objekt a :
0_1 objekt b
0 2 objekt 1 :
0_2 objekt_ 2

BEGIN { oop_stat }

To 1;

> To 1;

To_2;

- To 2;

0_1 objekt a.init (TRUE, 1, 100);
0_1 objekt b.init (FALSE, 2, 200);
0_2 objekt 1.init (TRUE, 1000);
0_2 objekt 2.init (FALSE, 2000);

0_1 objekt a.xyz { <== Aufruf der Methode xyz aus To 1 };
Writeln;
0_1 objekt b.xyz { <== Aufruf der Methode xyz aus To_1 };
Writeln;
0_1 objekt b.meth { <== Aufruf der Methode meth aus To 2
und dort der Methode xyz aus To_2};
Writeln;
0 2 objekt 1.xyz { <== Aufruf der Methode xyz aus To_ 2 };
Writeln;
0_2 objekt 2.meth { <== Aufruf der Methode meth aus To 2
und dort der Methode xyz aus To 2};
Writeln("====================")
END { oop_stat }.
Ergebnis:
Methode xyz in o_1
0 1-Objekt: j =1

flag = TRUE , 1 =1

Methode xyz in o_1
0_1-Objekt: j

= 202

flag = FALSE, i1 = 2

Methode meth

Methode xyz in o_2
0_2-Objekt:

Methode xyz in o_2
0_2-Objekt:

flag

flag

FALSE, 1 = 2

TRUE , 1 1000
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Methode meth

Methode xyz in o_2
0_2-Objekt: flag = FALSE, 1 = 2000

Objekttyp To_2
Code von xyz Code von meth
Komponenten aus To 2 aus To 2
von To_2 . - . =

Methoden 3 | i Zugriff auf dig

von To 2: | : %} Komponenten
init | i tvonTo 2 |
del ; L oxyz i :
Xyz : 3 |

meth

Ubergeordneter SO
Objekttyp |

. Code von xyz
Objekttyp To_1 aus To 1

Komponenten 3 D ,
von To_1: neue : 3 i Zugriff auf die Komponenten ¢
Komponenten und j <g— von To_1 und die nicht redefi- |
nicht redefinerte 3 : ! nierten Komponenten von To_2'
Komponenten 3 3 T
von To_2 | ‘
Methoden
von To_1:
init
erase
Xyz

VAR objekt: To_1;

objekt.xyz; -------- 3

Objekt.meth; oo

Abbildung 3.3.1-2: Statische Vererbung

3.3.2  Virtuelle und dynamische Methoden

Durch spezielle Mechanismen ist es jedoch mdglich, eine Methode fest an ein Datenobjekt ei-
nes Objekttyps zu binden, der die Methode definiert. In obigem Beispiel heilt das, dass bei
Anwendung der Methode xyz auf ein Datenobjekt vom Objekttyp To_1 immer die Methode
To_1.xyz genommen wird, bei Anwendung der Methode xyz auf ein Datenobjekt vom Ob-
jekttyp To_2 immer die Methode To_2.xyz - und das auch, wenn xyz aus meth heraus auf-
gerufen wird. Dieses Konzept wird in Kapitel 2.2.5 als Polymorphie beschrieben: Eine Me-
thode bekommt eine einzige Bezeichnung, die in der gesamten Objekttyphierarchie verwendet
wird. Fir jeden Objekttyp wird eine eigene Implementierung der Methode definiert. Wird die
Methode mit einem Datenobjekt angestoRen, so wird zum Ablaufzeitpunkt dann jeweils die-
jenige Implementation der Methode genommen, die zu dem Objekttyp des Datenobjekts ge-
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hort. Die Bindung einer Methode an ein Datenobjekt erfolgt also erst zur Laufzeit und wird
daher spate Bindung genannt.

Zur Realisierung der spaten Bindung beinhaltet Pascal das Konzept der virtuellen Methoden.
Die Methoden eines Objekttyps, die an ein Datenobjekt dieses Objekttyps erst zur Laufzeit
angebunden werden, missen als virtuell (Schlisselwort VIRTUAL) gekennzeichnet werden.
Der Compiler erzeugt fur jeden Objekttyp, der virtuelle Methoden verwendet, eine eigene Ta-
belle mit den Adressen der Implementierungen der virtuellen Methoden, die virtuelle Me-
thodentabelle des Objekttyps. Jedes Datenobjekt (Instanz) dieses Objekttyps muss vor Ver-
wendung einer virtuellen Methode initialisiert werden, indem es eine fiir den Objekttyp spezi-
fische Methode aktiviert, die als Konstruktor (Schliisselwort CONSTRUCTOR anstelle von
PROCEDURE) bezeichnet wird. Dabei wird mit dem Datenobjekt ein Verweis auf die virtuelle
Methodentabelle seines Objekttyps verbunden. Jedes einzelne Datenobjekt dieses Objekttyps
muss zur Initialisierung den Konstruktor aufrufen, um die Verbindung mit der virtuellen Me-
thodentabelle zu erhalten; eine einfache Wertzuweisung eines bereits initialisierten Datenob-
jekts auf ein noch nicht mit dem Konstruktor initialisierten Datenobjekts Gbertragt diese Ver-
bindung nicht. Die Syntax eines Konstruktors unterscheidet sich bis auf das Schliisselwort
CONSTRUCTOR nicht von der einer Prozedur.

TYPE To_2 = OBJECT
{ Komponenten von To 2: }
flag : BOOLEAN;

i - INTEGER;

{ Methoden von To_2: }

CONSTRUCTOR init (wert

X

BOOLEAN;
INTEGER) ;
PROCEDURE del;
PROCEDURE xyz; VIRTUAL;
PROCEDURE meth;
END;

To_1 = OBJECT (To_2)
{ zusatzliche Komponenten von To 1: }
J - INTEGER;
{ Methoden von To_1: }
CONSTRUCTOR init (F : BOOLEAN;
X - INTEGER;
y - INTEGER);
PROCEDURE erase;
PROCEDURE xyz; VIRTUAL;
END;

Entsprechend mussen auch die Prozedurkopfe bei den Implementierungen der Prozeduren
To_1.initund To_2.init gedndert werden:
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CONSTRUCTOR To_2.init (wert : BOOLEAN;

X : INTEGER);
und
CONSTRUCTOR To_1.init (f : BOOLEAN;
X I INTEGER;
y - INTEGER);
Obijekttyp To_2
— Code von xyz Code von meth
Komponenten aus To_2 aus To_2
vonTo_2 VMT von To 2
Methoden
von To_2: @xyz ‘ 5
CONSTRUCTOR ifit Tl ] vy
del ; Xyz
xyz; VIRTUAL [
meth
Ubergeordneter
Objekttyp
Code-von xyz
Objekttyp To_1 $To 1
Komponenten
von o_1: neue
Komponenten und  ,_VMT von To_1
nicht redefinerte
Komponenten @xyz -
von To_2
Methoden
von To_1:

CONSTRUCTOR init
erase

xyz; VIRTUAL
VAR objekt: To_1;
objekt.init;
obj: To_2;
obj.init;
VMT: virtuelle objekt.meth; ...
Methodentabelle
obj.meth

Abbildung 3.3.2-1: Virtuelle Methoden

Werden zwei Datenobjekt

VAR objekt: To 1;
obj : To 2;

deklariert und durch ihren Objekttyp-spezifischen Konstruktor initialisiert, z.B.:

objekt.init (TRUE, 1000, 2000);
obj.init (FALSE, 10);

so ruft die Methode meth fiir das Datenobjekt objekt die Methode To_1.xyz und flr das
Datenobjekt obj die Methode To_2.xyz auf (siehe Abbildung 3.3.2-1). Die Adresse der dem
Objekttyp entsprechenden Methode xyz kann ja nun, auch im Aufruf von meth, wéhrend der

Laufzeit aus der virtuellen Methodentabelle des Objekttyps genommen werden, die Gber den
Verweis im Datenobjekt erreichbar ist.
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Zusétzlich soll jetzt die Methode dell von To_2 als virtuelle Methode vereinbart werden:

TYPE To_2 = OBJECT

{ Komponenten von To_2: }

flag : BOOLEAN;

i > INTEGER;

{ Methoden von To 2: }

CONSTRUCTOR init (wert : BOOLEAN;
X : INTEGER);

PROCEDURE del; VIRTUAL;

PROCEDURE xyz; VIRTUAL;

PROCEDURE meth;

END;

Das prinzipielle Format der internen Darstellung der Datenobjekte objekt und obj und des
Datenobjekts o_1_objekt_a mit Objekttyp To_1 zeigt Abbildung 3.3.2-2. Insbesondere ist
die Methode del auch an To_1 vererbt worden, d.h. es gibt einen entsprechenden Eintrag in
der virtuellen Methodentabelle von To_1. Die Adressen nicht-virtueller Methoden tauchen
nicht in den virtuellen Methodentabellen auf.

Auch wenn ein Objekttyp keine virtuellen Methoden enthalt, kann ein Konstruktor definiert
werden. Sein Aufruf entspricht dann einem normalen Methodenaufruf. Sobald ein Objekttyp
oder einer seiner Vorfahren in der Vererbungshierarchie virtuelle Methoden enthélt, muss vor
der ersten Verwendung eines Datenobjekts mit diesem Objekttyp der Konstruktor aufgerufen
werden. Prinzipiell kénnen auch mehrere Konstruktoren fiir einen Objekttyp deklariert wer-
den.
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To_ 2 VMT von To_2

flag TRUE (*) y xyz
i 10 @o_2.del _| ><
@wmT nach obj.init (TRUE, 10); @0_2xyz —

obj

init del

To_1

VMT von To_1

flag TRUE
(*) init xyz
i 1000 /
@o_2.del~
i 1000 //
@o_1.xyz

nach
objekt.init (TRUE, 1000, 2000);

objekt T

(*) Angaben dber die Anzahl an Bytes,

To_1 : die zur internen Darstellung
eines Datenobjekts mit dem

flag FALSE] ; Obijekttyp bendtigt werden.
i Diese Angaben werden auch zur

i 1 Konsistenziberpriifung verwendet.

i 3 nach o_1_objekt_a.init (FALSE, 1, 2);

@VMT

o_1_objekt_a

Abbildung 3.3.2-2: Interne Darstellung von Objekten mit virtuellen Methoden

In vielen Anwendungen belegen Datenobjekte aufgrund der groBen Zahl ihrer Komponenten,
einschlieBlich der aus tbergeordneten Objektklassen eventuell Uber viele Stufen geerbten
Komponenten, in ihrer internen Darstellung eine grof3en Speicherbereich. Daher ist es sinn-
voll, derartige Datenobjekte erst wahrend der Laufzeit als dynamische Datenobjekte einzu-
richten. Fur den Umgang mit dynamischen Datenobjekten der OOP sind die Pascal-
Standardprozeduren New und Dispose in ihrer Syntax und Semantik erweitert worden. Der
folgende Programmausschnitt zeigt das Prinzip der Verwendung dynamischer Datenobjekte.
Es wird eine Pointervariable deklariert und damit (als aktuellen Parameter) die Standardpro-
zedur New aufgerufen. Diese legt das dynamische Datenobjekt (im Heap) an und gibt die Ad-
resse des Datenobjekts als Wert der Pointervariablen zurtick. Als weiterer Parameter der Pro-
zedur New wird der Aufruf des Konstruktors fur diesen Objekttyp mitgegeben, der automa-
tisch von New nach Allokation des Speicherplatzes auf dem Heap fir dieses neue Datenobjekt
angestoflen wird und damit die Verbindung zur virtuellen Methodentabelle des Objekttyps
herstellt.

TYPE Tobj = ~Pobj;
Tobj = OBJECT
{ ... Komponenten des Objekttyps ...}

CONSTRUCTOR init (< Liste der Formalparameter > );

PROCEDURE proc (< Liste der Formalparameter > } );
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DESTRUCTOR done (< Liste der Formalparameter > );
{ siehe unten }
END;

VAR obj ptr : Pobj;
BEGIN
{ Einrichten und initialisieren eines Objekts: }
New (obj ptr, Init (< Liste der Aktualparameter > ));

{ Aufruf der Methode proc fur dieses Objekt: }
obj ptr~.proc (< Liste der Aktualparameter > );

END;

Mit der Methode Tobj.init (< Liste der Formalparameter > )) als Konstruktor
wird durch

New (obj ptr, init (< Liste der Aktualparameter > ));

ein dynamisches Datenobjekt vom Objekttyp Tobj auf dem Heap angelegt, obj ptr mit
dessen Adresse versorgt und das Datenobjekt mit der Methode init initialisiert. Der Aufruf
entspricht der Befehlsfolge

New (obj_ptr);
obj ptr~.init (< Liste der Aktualparameter > );

Entsprechend ist die Pascal-Standardprozedur Dispose zur Freigabe des Speicherplatzes dy-
namisch erzeugter Variablen erweitert worden. In diesem Zusammenhang ist ein neuer Typ
von Methoden wichtig, der Destruktor. Dabei handelt es sich um eine Methode innerhalb ei-
ner Objekttypdefinition (Schliisselwort DESTRUCTOR anstelle von PROCEDURE). Ein Destruk-
tor vereinigt die Freigabe des Speicherplatzes eines dynamisch erzeugten Datenobjekts mit
dem entsprechenden Objekttyp auf dem Heap mit einer vom Benutzer definierten Methode,
die unmittelbar vor der Speicherplatzfreigabe noch ausgefihrt wird.

Anstelle eines abschliefenden Aufrufs der Methode Tobj - done und anschlieRender Freigabe
des durch obj_ptr adressierten Objekts auf dem Heap, etwa in der Form

obj ptr~.done (< Liste der Aktualparameter > );
Dispose (obj ptr);

kann man
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Dispose (obj ptr, done (< Liste der Aktualparameter > ));
verwenden.

Die virtuelle Methodentabelle eines Objekttyps enthélt fir jede virtuelle Methode einen
Adressverweis auf den Code der virtuellen Methode. Wenn ein Objekttyp eine grolRe Anzahl
virtueller Methoden besitzt bzw. ererbt, wird dadurch viel Speicherplatz belegt. Auch wenn
der Objekttyp nur wenige der ererbten virtuellen Methoden Uberschreibt, enthalt seine virtuel-
le Methodentabelle Verweise auf alle Methoden, ob sie nun Gberschrieben wurden oder nicht.
Durch die Verwendung dynamischer Methoden kann in dieser Situation der erforderliche
Speicherplatz verkleinert werden. Die Syntax einer dynamischen Methode entspricht weitge-
hend derjenigen einer virtuellen Methode; in der Verwendung unterscheiden sich aus Anwen-
dersicht virtuelle und dynamische Methoden nicht. Fir weitere Details wird daher auf die an-
gegebene Literatur verwiesen.

3.3.3 Abstrakte Methoden

Eine abstrakte Methode ist eine virtuelle (oder dynamische) Methode, die in einer Objekt-
typdeklaration vom Klassentyp deklariert wird, fur die aber in dieser Klasse keine Implemen-
tierung vorgenommen wird. Dadurch wird lediglich der Methodenbezeichner festgelegt. Die
Implementierung der Methode wird erst in einem abgeleiteten Klassentyp vorgenommen.
Syntaktisch wird eine abstrakte Methode durch das Schlusselwort ABSTRACT gekennzeichnet:

PROCEDURE meth; VIRTUAL; ABSTRACT;
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4 Algorithmen

In der Theoretischen Informatik wird der Begriff des Algorithmus formal definiert, und es
werden Modelle fiir den Vorgang der Berechnung aufgestellt und ihre Mdéglichkeiten und
Grenzen untersucht. Im vorliegenden Text wird ein eher intuitiver und von praktischen Auf-
gabenstellungen geleiteter Zugang zu Algorithmen gewdhlt.

4.1 Problemklassen

Ein Problem ist eine zu beantwortende Fragestellung, die von Problemparametern (Variab-
lenwerten, Eingaben usw.) abhéngt, deren genaue Werte in der Problembeschreibung zu-
néchst unspezifiert sind, deren Typen und syntaktische Eigenschaften jedoch in die Problem-
beschreibung eingehen. Ein Problem wird beschrieben durch:

1. eine allgemeine Beschreibung aller Parameter, von der die Problemlésung abhangt; diese
Beschreibung spezifiziert die (Problem-) Instanz (Eingabeinstanz)

2. die Eigenschaften, die die Antwort, d.h. die Problemlésung, haben soll.

Eine spezielle Problemstellung erhédlt man durch Konkretisierung einer Probleminstanz, d.h.
durch die Angabe spezieller Parameterwerte in der Problembeschreibung.

Im Folgenden werden einige grundlegende Problemtypen unterschieden und zundchst an
Beispielen erldutert.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimierungsproblem

Problem-

instanz: G =(V,E,w)
G :(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
E <V xV ; die Funktion w: E — R, gibt jeder Kante e E ein nichtnegatives
Gewicht.

Gesuchte
Losung: Eine Tour durch G, d.h. eine geschlossene Kantenfolge
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<(vi1,vi2 ) (viz,vis ),...,(vim,vin ) (vin,vi1 )> mit (ViijaM)E E fur j=1,...,n-1,

in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal
vorkommt, die minimale Kosten (unter allen mdglichen Touren durch G) verur-
sacht. Man kann 0.B.d.A. v; =v, setzen.

Die Kosten einer Tour <(vi1,vi2 ) (viz Vi, ) (vin_l,vin ) (vin Vi )> ist dabei die Summe

der Gewichte der Kanten auf der Tour, d.h. der Ausdruck

n-1

ZW(vi,,vi, )+W(vi V, )
j j+1 n 1

=

Das Problem des Handlungsreisenden findet vielerlei Anwendungen in den Bereichen

e  Transportoptimierung:
Ermittlung einer kostenminimalen Tour, die im Depot beginnt, n —1Kunden erreicht und im De-
pot endet.

e  FlieRbandproduktion:
Ein Roboterarm soll Schrauben an einem am FlieRband produzierten Werkstiick festdrehen. Der
Arm startet in einer Ausgangsposition (iiber einer Schraube), bewegt sich dann von einer zur
nachsten Schraube (insgesamt n Schrauben) und kehrt in die Ausgangsposition zurick.

e  Produktionsumstellung:
Eine Produktionsstétte stellt verschiedene Artikel mit denselben Maschinen her. Der Herstel-
lungsprozess verlauft in Zyklen. Pro Zyklus werden n unterschiedliche Artikel produziert. Die

Anderungskosten von der Produktion des Artikels v; auf die des Artikels v, betragen W((vi WV ))

(Geldeinheiten). Gesucht wird eine kostenminimale Produktionsfolge. Das Durchlaufen der Kan-
te (vi ,vj) entspricht dabei der Umstellung von Artikel v; auf Artikel v;. Gesucht ist eine Tour

(zum Ausgangspunkt zuriick), weil die Kosten des nachsten, hier des ersten, Zyklusstarts mit ein-
bezogen werden missen.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Berechnungsproblem

Problem-

instanz: G =(V,E,w)
G :(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={V,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
E cV xV; die Funktion w:E — R, gibt jeder Kante e € E ein nichtnegatives

Gewicht.

Gesuchte

Losung: nt . .
Der Wert ZW(Vi,. Vi, 1)+ W(vin ,vil) einer kostenminimalen Tour

=1

<(vil Vi, ) (viz Vi, ) (vinf1 Vi ) (vin Vi, )> durch G.
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Zu beachten ist hierbei, dass nicht eine kostenminimale Tour selbst gesucht wird, sondern le-
diglich der Wert einer kostenminimalen Tour. Eventuell ist es mdglich, diesen Wert (durch
geeignete Argumentationen und Hinweise) zu bestimmen, ohne eine kostenminimale Tour
explizit anzugeben. Das Berechnungsproblem scheint daher ,,einfacher” zu l6sen zu sein als
das Optimierungsproblem.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Entscheidungsproblem

Problem-

instanz:  [G,K],
G =(V,E,W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
E <V xV ; die Funktion w: E — R_, gibt jeder Kante e < E ein nichtnegatives
Gewicht; KeR.,

Gesuchte
Losung: Die Antwort auf die Frage:

Gibt es eine kostenminimale Tour <(vil Vi, ) (vi2 Vi, ) (vinf1 Vi ) (vin A )> durch G,

deren Wert < K ist?

Bei dieser Problemstellung ist nicht einmal der Wert einer kostenoptimalen Tour gesucht,
sondern lediglich eine Entscheidung, ob dieser Wert ,,nicht zu gro3*, d.h. kleiner als eine vor-
gegebene Schranke ist. Das Entscheidungsproblem scheint daher ,,noch einfacher” zu l6sen zu
sein als das Optimierungs- und das Berechnungsproblem.

Das Beispiel lasst sich verallgemeinern, wobei im Folgenden vom (vermeintlich) einfacheren
Problemtyp zum komplexeren Problemtyp tibergegangen wird.

Die Instanz x eines Problems IT ist eine endliche Zeichenkette (iber einem endlichen Alpha-
bet X, das dazu geeignet ist, derartige Problemstellungen zu formulieren, d.h. x e X,.
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Es werden folgende Problemtypen unterschieden:
Entscheidungsproblem IT:

Problem-
instanz: xe >

und Spezifikation einer Eigenschaft, die einer Auswahl von Elementen aus X}, zu-
kommt, d.h. die Spezifikation einer Menge L, c X;, mit

L, = {u € X" |u hat die beschriebene Eigenschaft }

Gesuchte
Losung: Entscheidung ,,ja“, falls x e L, ist,

Entscheidung ,,nein®, falls x ¢ L, ist.

Bei der Losung eines Entscheidungsproblems geht es also darum, bei VVorgabe einer Instanz
X € 2}, zu entscheiden, ob x zur Menge L,, gehort, d.h. eine genau spezifizierte Eigenschaft,

die genau allen Elementen in L, zukommt, besitzt oder nicht.

Es zeigt sich, dass der hier formulierte Begriff der Entscheidbarkeit sehr eng gefasst ist. Eine
erweiterte Definition eines Entscheidungsproblems verlangt bei der Vorgabe einer Instanz

x e 2}, nach endlicher Zeit lediglich eine positive Entscheidung ,,ja“, wenn x e L, ist. Ist
X ¢ L, so kann die Entscheidung eventuell nicht in endlicher Zeit getroffen werden. Dieser

Begriff der Entscheidbarkeit fihrt auf die rekursiv aufzahlbaren bzw. auf die entscheidbaren
Mengen; beide Begriffe sind Untersuchungsgegenstand der Theoretischen Informatik.

Berechnungsproblem IT:

Problem-
instanz: xe >

und die Beschreibung einer Funktion f X, —> X",

Gesuchte
Losung:  Berechneter Wert f(x) .
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Optimierungsproblem IT:

Problem-
instanz: 1. XeX
2. Spezifikation einer Funktion SOL,, die jedem x € |, eine Menge zulassiger
Lésungen zuordnet
3. Spezifikation einer Zielfunktion m,,, die jedem x X7, und y eSOL(x) ei-

nen Wert m,(x,y), den Wert einer zulassigen L6sung, zuordnet
4. goal, e{min, max}, je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein
Maximierungsproblem handelt.

Gesuchte

Losung: y* eSOL,,(x) mit my(x,y")=min{m(x,y)|yeSOL,(x)} bei einem Minimie-
rungsproblem (d.h. goal, =min) bzw. mn(x,y*)z max{m;(x,y)|y e SOL(x)}
bei einem Maximierungsproblem (d.h. goal, = max).

Der Wert mn(x, y*) einer optimalen Losung wird auch mit m;(x) bezeichnet.

In dieser (formalen) Terminologie wird das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem wie
folgt formuliert:

Problem-
instanz: 1. G=(V,E,w)
G= (V, E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der
Knotenmenge V =1{v,,...,v, }, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
E <V xV ; die Funktion w: E — R, gibt jeder Kante e € E ein nichtnegati-
ves Gewicht
2. SOL(G)= {T |T :<(vi1,viz ) (vi2 Vi, ) (ViM’Vin ) (vin Vi )> ist eine Tour durch G}
; eine Tour durch G ist eine geschlossene Kantenfolge, in der jeder Knoten des
Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal vorkommt
3. fir TeSOL(G), T :<(vi1,vi2 ) (viz,vis ) (Vin,uvin ) (vin Vi )> ist die Zielfunkti-
n-1
on definiert durch m(G,T )= Zw(vij Vi )+ W(vin ,vil)
j=1
4. goal =min

Gesuchte
Losung:  Eine Tour T  eSOL(G), die minimale Kosten (unter allen mdglichen Touren

durch G) verursacht, und m(G,T*).
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4.2 Ein intuitiver Algorithmusbegriff

Ein Algorithmus ist formal eine Verfahrensvorschrift (Prozedur, Berechnungsvorschrift), die
aus einer endlichen Menge eindeutiger Regeln besteht, die eine endliche Aufeinanderfolge
von Operationen spezifiziert, so dass eine Losung zu einem Problem bzw. einer spezifischen
Klasse von Problemen daraus erzielt wird.

Konkret kann man sich einen Algorithmus als ein Computerprogramm vorstellen, das in einer

Pascal-ahnlichen Programmiersprache formuliert ist. Darunter versteht man Programmier-

sprachen, die

e Deklarationen von Datentypen und Variablen zulassen

e die Ublichen arithmetischen Operationen mit Konstanten und Variablen und Wertzuwei-
sungen an Variablen enthalten

e Kontrollstrukturen wie Sequenz (Hintereinanderreihung von Anweisungen, blockstruktu-
rierte Anweisungen, Prozeduren), Alternativen (IF bedingung THEN anweisung; ELSE
anweisungy; hierbei ist bedingung ein Boolescher Ausdruck, der ein logisches Prédikat
mit Variablen darstellt), unbeschrankte Wiederholungsanweisungen (WHILE bedingung
DO anweisung;) und beschrankte Wiederholungsanweisung (FOR i := ... TO ... DO...)°
besitzen.

Typische Fragestellungen bei einem gegebenen Algorithmus fir eine Problemlésung sind:

o Halt der Algorithmus immer bei einer giltigen Eingabe nach endlich vielen Schritten an?
e Berechnet der Algorithmus bei einer gultigen Eingabe eine korrekte Antwort?

Die positive Beantwortung beider Fragen erfordert einen mathematischen Korrektheitsbe-
weis des Algorithmus. Bei positiver Beantwortung nur der zweiten Frage spricht man von
partieller Korrektheit. Fir die partielle Korrektheit ist lediglich nachzuweisen, dass der Al-
gorithmus bei einer glltigen Eingabe, bei der er nach endlich vielen Schritten anhalt, ein kor-
rektes Ergebnis liefert.

e Wieviele Schritte benotigt der Algorithmus bei einer glltigen Eingabe hichstens (worst
case analysis) bzw. im Mittel (average case analysis), d.h. welche (Zeit-) Komplexitat
hat er im schlechtesten Fall bzw. im Mittel? Dabei ist es natlrlich wichtig nachzuweisen,
dass die Komplexitat des Algorithmus von der jeweiligen Formulierungsgrundlage (Pro-
grammiersprache, Maschinenmodell) weitgehend unabhéngig ist.

9 Bei einer beschrankten Wiederholungsanweisung (FOR i -= ... TO ... DO ...) wird die Anzahl der
Schleifendurchldaufe durch die Laufvariable i kontrolliert und im Programm durch die Angabe der
Obergrenze spezifiziert. Bei einer unbeschrankten Wiederholungsanweisung (WHILE ... DO ...) wird
implizit der Abbruch der Schleife innerhalb der Schleifenanweisungen entschieden; die Schleife
muss nicht abbrechen.
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Entsprechend kann man nach dem benétigten Speicherplatzbedarf (Platzkomplexitat) eines
Algorithmus fragen.

Die Beantwortung dieser Fragen fiir den schlechtesten Fall gibt obere Komplexitatsschran-
ken (Garantie fur das Laufzeitverhalten bzw. den Speicherplatzbedarf) an.

e Gibt es zu einer Problemlésung eventuell ein ,,noch besseres® Verfahren (mit weniger
Rechenschritten, weniger Speicherplatzbedarf)? Wieviele Schritte wird jeder Algorith-
mus mindestens durchfiihren, der das vorgelegte Problem l0st?

Die Beantwortung dieser Frage liefert untere Komplexitatsschranken.

4.3 Komplexitat eines Algorithmus

In der Theoretischen Informatik werden die Zeit- und Platzkomplexitat eines Algorithmus
exakt definiert. Im vorliegenden Zusammenhang soll die Definition dieser Begriffe eher
pragmatisch erfolgen.

Mit der Definition einer Probleminstanz flr ein zu lésendes Problem ist die Festlegung der
GroRe der Probleminstanz verbunden. Da Losungsalgorithmen fir ein Problem als Computer-
programme formuliert werden, ist es sinnvoll, die Eingabe fur einen derartigen Ldsungsalgo-
rithmus als Zeichenkette, etwa als Zeichenkette aus Bindrwerten, vorzugeben. Als Zeichen-
vorrat wird ein Alphabet gewahlt, das zur Formulierung von Instanzen fir dieses Problem
»geeignet” ist. Letztlich kann man natirlich die Buchstaben jedes endlichen Alphabets als

Zeichenketten Uber { 0,1} formulieren. Unter der GréRe der Probleminstanz | versteht man

dann die Anzahl der Zeichen, z.B. Bits, um die Probleminstanz zu notieren bzw. in den L6-
sungsalgorithmus einzugeben, und bezeichnet sie mit size(l).

Der Aufwand, der entsteht, um bei Eingabe der Probleminstanz | in einen Lésungsalgorith-
mus A eine Losung zu erzielen, sei t,(1). Dieser Aufwand setzt sich aus der Anzahl durch-
laufener Anweisungen und dem Aufwand bei der Abarbeitung jeder einzelnen Anweisung zu-
sammen. Der Wert t, (1) wird in Abhdngigkeit von size(l) angegeben. Ist L(n) die Menge
aller Probleminstanzen I mit size(1) < n, fur die der Algorithmus A eine L6sung erzielt, dann
ist

T,(n) = max {t,(1)[ 1 e L(n) }

eine obere Schranke fir den Aufwand des Algorithmus A, der bei Eingabe einer Proble-
minstanz bis zur GroRe n entsteht. Diese Funktion wird Zeitkomplexitat (im schlechtesten
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Fall) des Algorithmus A genannt. Entsprechend erhdlt man die Platzkomplexitat (im
schlechtesten Fall) des Algorithmus A, wenn man t, (1) durch die Anzahl an Speicherpléat-

zen ersetzt, die bei der Berechnung einer Losung fir die Instanz | mit size(l) <n bendtigt
werden.

Wird in der Definition von T,(n) anstelle des Maximums der Erwartungswert tber alle
I € L(n) genommen, wobei eine entsprechende Verteilung angenommen wird, so erhdlt man

die mittlere Zeitkomplexitat des Algorithmus A. Entsprechend wird die mittlere Platz-
komplexitat des Algorithmus A definiert.

4.4 Grofenordnung von Funktionen

Hé&ufig ist man gar nicht am exakten Wert der Komplexitét eines Algorithmus (in Abhangig-
keit von der Grolie der Eingabeinstanz) interessiert, sondern lediglich am ,, Typ“ des entspre-
chenden funktionalen Zusammenhangs (beispielsweise lineare oder polynomielle oder expo-
nentielle Laufzeit).

In vielen Fallen fiihrt die exakte Analyse des Laufzeitverhaltens eines Algorithmus auf relativ
komplexe funktionale Zusammenhénge. Eventuell geniigt es dabei sogar, lediglich eine obere
Schranke fur das Laufzeitverhalten anzugeben, wenn diese eine einfache funktionale Form
aufweist. Anstelle des exakten Werts T, (n) fiir die Zeitkomplexitét ist man an einer funktio-
nal einfachen oberen Abschatzung f(n) interessiert, die aber dann in ,,derselben GréRenord-

nung*“ liegen sollte. Diese Uberlegungen filhren auf den mathematischen Begriff der Ordnung
einer Funktion.

Im Folgenden seien f :N — R und g:N — R zwei Funktionen. Die Funktion f ist von der
(GréRen-) Ordnung O(g(n)), geschrieben f (n) € O(g(n)), wenn gilt:

es gibt eine Konstante c¢>0, die von n nicht abhdngt, und ein n,eN, so dass
| f(n)| < c-|g(n)| ist fir jedes neN mit n>n, gilt (, ..., so dass |f(n)[<c-|g(n)| ist fur fast

alle neN “qilt, d.h. fir jedes n e N bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen).

O(g(n)) ist also eine Menge von Funktionen, ndmlich die Menge aller Funktionen f, flr die

es jeweils eine Konstante ¢ >0 gibt, so dass |f (n)|<c-|g(n)| fir fastalle neN gilt.

Einige Regeln, die sich direkt aus der Definition der GréRenordnung einer Funktion herleiten
lassen, lauten:
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f(n)e0O(f(n))
Fir d = const. ist d - f (n) e O(f (n))

Es gelte |f (n)|<c-|g(n)| fir jedes neN bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen. Dann
ist O(f(n))<O(g(n)), insbesondere f(n)eO(g(n)).

O(0(f (m)))=0(f (m));

hierbei ist

o<o<f<n>»={h

h:N — R und es gibt eine Funktion g € O(f (n)) und eine Konstante c > 0
mit|h(n)| < c-|g(n)| fur jedes n e N bisauf hichstens endlich viele Ausnahmen

Im Folgenden seien S, und S, zwei Mengen, deren Elemente miteinander arithmetisch ver-
knupft werden konnen, etwa durch den Operator o. Dann ist

S,0S,={s,08,|s,eS, unds, €S,}.

Mit dieser Notation gilt:

O(f(n))-0(g(n))=O(f(n)-g(n)),
O(f(n)-g(n))<|f (n)|-0(g(n)),
O(f (n))+0(g(n)) < O( f (m)|+ g (n)))-

Im Folgenden werden einige wichtige Eigenschaften des O-Operators, die in den spateren
Kapiteln benotigt werden, in Form mathematischer Sétze angefiihrt.

Die Aussage f(n) e O(L) bedeutet, dass |f ()| fiir fast jedes n e N durch eine Konstan-
te beschrénkt ist.

Ist p ein Polynom vom Grade m, p(n)=Zai-ni mit a,eR und a, #0, so ist
i=0

p(n) eO(nk) fur k >m,

insbesondere p(n) eO(n’”) und n™ eO(nk) fur k>m.

Die Gultigkeit dieser Aussage ergibt sich wie folgt: Mit ¢ = max {|a0|, |am|} und n > 2 ist

Clalni<c Sni oo Tl NIV o i gk
|p(n)|£§|ai|n <c iZ:O:n =c——~=¢ T 1n <2c-n"<2¢-n

m+1 —l
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fir k > m, also nach Definition p(n) eO(nk).

Aus der Analysis ist fir a>1 und b>1 die Umrechnung log, (n) = -log, (n) bekannt.

1
log, (a)
Dabher gilt:

Fir a>1 und b>1 ist log, (n) € O(log, (n)).

Statt O(log, (n)) schreibt man daher O(log(n)).

Wegen a"" = 2'°%:@hM qij)t-

Fir a>1 ist a"™ e 0200},

Da eine Exponentialfunktion der Form f(n) =a" mit a>1 schneller wéchst als jedes Poly-

nom p(n), genauer: Iim|paf—:])|= 0,ist a" eO(p(n)),jedoch p(n) eO(a”).

Entsprechend gelten fur jede Logarithmusfunktion log,(n) mit a>1 und jedes Polynom
p(n) die Beziehungen p(n) ¢ O(log, (n)) und log, (n) € O(p(n)).

Fur jede Logarithmusfunktion log,(n) mit a>1 und jede Wurzelfunktion vn st
¥n ¢ O(log, (n)), jedoch log, (n) eO(Q/ﬁ).

Insgesamt ergibt sich damit:

Esseiena>1,b>1, meN_,, p(n) ein Polynom; dann ist

O(log, (M) = O(¥n )= O(p(n)) = Ofa").

Bei der Analyse des Laufzeitverhaltens von Algorithmen treten hdufig Funktionen auf, die
arithmetische Verkniuipfungen von Logarithmusfunktionen, Polynomen und Exponentialfunk-
tionen sind. Man sagt, eine durch f(n) gegebene Funktion hat langsameres Wachstum als
eine durch g(n) gegebene Funktion, wenn O(f(n))c O(g(n)) ist. Entsprechend weist g

schnelleres Wachstum als f auf. So sind die folgenden Funktionen gemaR ihrer Wachstumsge-
schwindigkeit geordnet:
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langsames Wachstum =% schnelles Wachsstum

n4

(log,(n)) == n’> —» n*—> 00, () und
2 3 n
(log,(n)) —» n — n-(log,(n))’ —» 00, (7

Bei der Abschétzung der Zeitkomplexitat T(n) eines Losungsverfahrens in Abhéngigkeit von
der GroRe n der Eingabeinstanz lassen sich haufig Rekursionsgleichungen der Form

a firn=1
T(n)=4b-T(n/c)+ f(n) firn>1undn=c" fureinme Nmitm>1
b-T(n/c])+ f(n)oderb-T(n/c])+ f(n) fiirn>1,und nist keine Potenz von c

aufstellen. Hierbei sind die Werte a, b und c natiirliche Zahlen mit 1<b <c. Eine derartige
Gleichung entsteht beispielsweise, wenn man ein Problem der GroRRe n in b kleinere Probleme
mit einer ProblemgroRe aufteilen kann, die mit dem Faktor 1/c Kkleiner als das Ausgangsprob-

lem sind. Der Wert f(n) gibt die Zeitkomplexitat des Aufteilungsvorgangs bei Problemgrofie
n und den Aufwand an, kleinere Teillésungen zu einer Gesamtlésung zu verschmelzen. Zur
Ldsung eines Problems der Grélie n =1 entsteht ein Aufwand der Grolie a.

Es sei vorausgesetzt, dass f monoton und mindestens linear wachst, d.h. dass i- f(n)s f(i-n)
bzw. i-f(n/i)< f(n) fir jedes i e N mit i >1 gilt.

Fur den Fall, dass n=c™ ist, lasst sich T(n) berechnen zu

T(c”‘):b-T(cm‘l)+ f(c'“)

= b-(b-T(cm’2)+ f(cm’l))+ f(c'”)z b® -T(cm’2)+b- f(cm*1)+ f(c'”)
=D’ -T(cm")+§b‘ : f(cm“)
fur 0<lI <m=log.(n).

Setzt man | = m und beachtet b' - f(¢™")=b'- f(n/c')<c'- f(n/c')< f(n) so ergibt sich

beib=1: T(n)<a+log,(n)- f(n),
beib>1: T(n)<b™-a+log.(n)- f(n)<c™-a+log,(n)- f(n)=n-a+log.(n)- f(n),
d.h. T(n) eO(n+log(n)- f (n)).

Fur Funktionen f(n) unterschiedlicher GrélRenordnungen folgt damit:
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bei b =1: T(n) € O(log, (n)- f (n))
f(n)eO(): T(n) € O(log(n))
f(n)eO(n): T(n)€O(n-log(n))
f(n)eO(n-log(n)): T(n)eO(n-(log(n))*)
bei b > 1 T(n)eO(n+log(n)- f(n))
f(n)eO(): T(n)eO(n)
f(n)eO(n): T(n) €O(n-log(n))
f(n)eO(n-log(n)): T(n)eO(n-(log(n))*)

Ist n keine Potenz von c, dann liegt n zwischen zwei Potenzen von ¢, etwa ¢™* <n<c™ mit
m e N . Unter den gegebenen Voraussetzungen ist T(c'"‘l)sT(n) sT(c”‘), und die Rundung
[n/c| bzw. [n/c] verschwindet im GréRenordnungsoperator O, so dass die Ergebnisse auch
auf einen derartigen Wert von n tbertragbar sind.

Die Abschétzung bleibt auch gultig, wenn man in der Rekursionsgleichung fur T das Gleich-
heitszeichen durch < ersetzt.

4.5 Zusammenfassung der Laufzeiten arithmetischer Operationen

Im vorliegenden Kapitel werden die Anzahlen der erforderlichen Bitoperationen bei den
gangigen arithmetischen Operationen zusammengefasst. Dabei erfolgt eine Beschrankung
auf natlrliche Zahlen.

Es seien x und y natdirliche Zahlen mit x >y, k = size(x) und | = size(y) . Die Binardarstel-

lungen seien X = [X, X, 5 - XX [, bZW. Y =]y, 1 Vi V1Yo, -
Addition z:=x+y

Fir 1 <k wird y durch Voranstellung von k—1 fihrenden bindren Nullen auf dieselbe
L&nge wie x gebracht, so dass y = [yk_lyk_2 A ]2 ist. Das Ergebnis z besitzt eventuell ei-

ne Binarstelle mehr als x: z =[z,z, ,...2,7,],. Bei der bitweisen stellengerechten Addition
werden fiir Stelle i die Bits x. und y, und ein eventueller Ubertrag aus der Stelle i—1 ad-
diert. Wird mit u=[uu,,..uu,] die Bitfolge der Ubertrage aus der jeweils vorherigen

Bitaddition bezeichnet, so ist
U, =0,z =u, und z; =X, +Y; +u, (mod 2) flri=0, ..., k-1.



136 4 Algorithmen

Die Addition ,,+“ lasst sich auf die logischen Operationen A, v und @ (Exklusiv-Oder-
Operation (Addition modulo 2) zurlckfuhren, und damit auf die Operationen A, v und —:

z,=x®y,®u und u,, =(x Ay)v(uAlxvy) firi=0, .. k-1,

Bei der Addition werden also O(k) = O(Iog(x)) viele Bitoperationen ausgefihrt.

Haufig ist die Summe S :Zai mit naturlichen Zahlen a,, ..., &, zu bilden. Der Input dieser
i=1

Operation ist | = { a, ... a, }; als GroRe des Inputs wird die Anzahl der Bits genommen, um
den Input zu notieren; aullerdem werden die einzelnen Binéarziffernfolgen der Zahlen

a,...,a, jeweils durch ein Sonderzeichen getrennt. Damit ist size(l ):anLlogzLaiﬁ 2]-1.
i=1

Die Summe l&sst sich mit folgendem Programmcode ermitteln:
S := 0;
FOR 1 =1 TO n DO
S =S+ g;
In jedem Schritt enthélt die Variable S einen Wert, der héchsten gleich Zai ist. Die An-

i=1

zahl der Bitoperationen ist also bei jeder Summation begrenzt durch einen Wert der Ord-
nung O(Iog(z a, D Wegen Iog(z aij <> log(a;) fiir a >2 ist jeder Summation durch
i=1 i=1 i=1

einen Wert der Ordnung O(size(1)) begrenzt, und wegen n <size(l) ergibt sich eine An-

zahl an Bitoperationen der Ordnung O((size(l ))2)

Multiplikation z:=x-y

Das Ergebnis z besitzt eventuell doppelt so viele Binarstellen wie x: z = [z, 7y, - leo]z'

GemaR der ,,Schulmethode* wird folgender (Pseudo-) Code ausgefihrt:

z = 0; { Anweisung 1 }
FOR i := I-1 DOWNTO O DO { Anweisung 2 }
BEGIN
SHL (z, 1); { Anweisung 3 }
IF y, =1 THEN z =z + x; { Anweisung 4 }
END;

Der Aufwand fir Anweisung 1 ist von der Ordnung O(1) . Die FOR-Schleife (Anweisungen
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2 bis 4) wird I-mal durchlaufen, wobei jeweils ein Aufwand der Ordnung O(size(z)) ent-

steht. Wegen size(z) <2k und | <k werden zur Multiplikation O(k2)=0((log(x)2) viele
Bitoperationen ausgefuhrt.

Ein schnelleres Multiplikationsverfahren beruht auf einer Idee von A. Karatsuba ([KN3]):
Zur Vereinfachung der Darstellung sei k eine Zweierpotenz, d.h. k =2" mit me N.

ES ist X = [X, X5 - XX ], = [Xe1Xes - xk/mxk/z]2 -24? +[xk/2_lxk/2_2 xlxo]2 =p-2"2 +q mit

den k/2-stelligen Bindrzahlen p = [xk_lxk_2 xk/mxk/ZJ2 und g = [xk/z_lxk/z_2 XlXOJZ' Ent-

sprechend ist

V= [YeaVis o VYol = WieaVis o iwaYioa b 252 + [ViooaVigas - VYo, = 1-29% +5 mit den

k/2 -stelligen Binarzahlen r = [ykflykf2 yk/myk/zj2 und s = [yk/zflyk/zf2 ylyOJZ. Es qgilt

x-y=(p-r)-2°+(p-s+q-r)-2*+q-s
=(p-r)-2+(p-r+q-s—(a-p)-(s-r))-2*+q-s .

Die Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen x und y kann also auf drei Multiplikation von
k/2 -stelligen Zahlen, namlich auf die Bildung der drei Produkte p-r, g-s und
(q—p)-(s—r), zuriickgefihrt werden (die Faktoren (q—p) und (s—r) sind ebenfalls k/2 -
stellig). Die Ergebnisse dieser Multiplikationen miissen dann noch zur Bildung der Summe
p-r+q-s—(q-p)-(s—r) additiv verkniipft werden; die einzelnen Summanden sind dabei
hochstens k-stellig, so dass hierbei ein Aufwand der Ordnung O(k) entsteht. Die Teilergeb-
nisse p-r, p-r+q-s—(q—p)-(s—r) und g-s werden dann noch in einen Binarvektor der
Lange 2k eingeflgt. Die Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen x und y wird also rekursiv
auf drei Multiplikation von k/2 -stelligen Zahlen (und einigen Additionen und Bitoperatio-
nen) zuriickgefuhrt, wobei fur k =1 die Multiplikation direkt erfolgt.

Bezeichnet M (k) die Anzahl erforderlicher Bitoperationen zur Multiplikation zweier k-
stelliger Zahlen, so gilt bei diesem Verfahren
M (k)< 3-M(k/2)+c-k mit einer Konstanten ¢ >0.

Der Summand c-k resultiert aus der Bildung der Summe p-r+q-s—(q—p)-(s—r), die
aus drei Summanden mit maximal k Bits entsteht. AuBerdem ist M(1)=1. Mit k = 2"
ergibt sich damit

M(2")<3-M(2™)+c-2" fir m>1 und M(1)=1.

Zu beachten ist, dass hier die in Kapitel 4.4 berechnete Formel fir Funktionen der Form

a firn=1
T(n) = . nicht anwendbar ist, da dort 1<b <c angenommen
b-T(n/c)+ f(n) firn>1
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wurde und hier der Fall b=3 und ¢ =2 vorliegt.

Wie in Kapitel 4.4 folgt auch hier die Rekursionsgleichung
1-1

M(2")<3-M(2" )+c. 3 3 2m
i=0

und mit I =m:

M(E)<3 v S8 am man e 2n S @) =30 203" 2")< d (37— 2")

i=0 i=0
mit einer Konstanten d > 0. Insgesamt:
M(K)=M@2")<d (3" -2")=d ()@ ~27 )= d- (k== ~k), d.h. M (k)< O(k*).
Gegenilber der Schulmethode zur Multiplikation mit der Komplexitat O(kz) stellt diese
Methode also eine Verbesserung dar, die sich besonders bei der Multiplikation von Zahlen
mit sehr vielen Stellen zeigt.

Durch Aufteilung der Zahlen x und y in mehr als zwei kleinere Teile und Anwendung sorg-
faltig entworfener Verfahren zur Multiplikation der entstandenen Teile erhalt man ein Mul-
tiplikationsverfahren (Toom-Cook-Verfahren, siehe [KN3]), das zur Multiplikation zweier
k-stelliger Zahlen eine Komplexitat der Ordnung O(c(g)-k“‘g) besitzt; hierbei hdngt & von
der Anzahl Aufteilungen ab, und c(a) ist eine von k unabhédngige Konstante. Dieses Ver-

fahren ist jedoch eher von theoretischem als von praktischen Interesse, da es schwierig zu
implementieren ist und erst fir Zahlen mit einer sehr groRen Stellenzahl Gberhaupt eine sig-
nifikante Verbesserung gegeniber der Karatsuba-Methode aufweist.

Ein noch schnellerer Multiplikationsalgorithmus ist das Schdnhage-Strassen-Verfahren
([AHU]), das unter Einsatz einer Variante der diskreten Fouriertransformation eine Anzahl
an Bitoperationen der Ordnung O(k -log(k) -log(log(k))) benétigt. Dieses Verfahren wurde

im Jahre 2007 auf die GroRenordnung O(k : Iog(k)-2°('°9*(k))) verbessert, ist aber fiir prakti-

sche Belange wegen der schwierigen Implementierung nur von geringer Bedeutungl0. Es
wird vermutet, dass jeder Multiplikationsalgorithmus mindestens eine Anzahl von Bitopera-

tionen der GréRenordnung O(k -log(k)) benétigt.

10 Der Algorithmus wird beschrieben in Firer, M.: Faster Integer Multiplication, STOC’07: Proceed-
ing oft he thirty-ninth annual ACM symposium on Theory of Computimg, ACM, 2007, S. 57-66.

log" (k) = min{i| i = 0 und log" (k) <1 mit log® (k) =k und log®* (k) =log(log (k)
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Ganzzahlige Division z:=|x/y | fur y =0

Im ersten Ansatz kénnte die Berechnung von | x/y | durch sukzessive Additionen erfolgen:

IF y <= X THEN BEGIN

Z = -1;
w = 0;
WHILE w <= Xx DO
BEGIN
Z =27+ 1;
W I=w +Yy;
END
END
ELSE z = O;

Offensichtlich ist z=| x/y |. Die WHILE-Schleife wird O(x/y)-mal durchlaufen, wobei we-
gen w<x, y<x und z<x jeweils die Anzahl der Bitoperationen durch eine Grof3e der
Ordnung O(k) = O(size(x)) begrenzt ist. Insgesamt ist die Anzahl der Bitoperationen nach

diesem Verfahren von der Ordnung O(k-%/), d.h. im ungunstigsten Fall, ndmlich fir

kleine Werte von y, exponentiell von der Ordnung O(k .2k )

Der folgende Ansatz bringt eine Laufzeitverbesserung:

IF y <= X THEN BEGIN

vV I= X;
z = 0;
WHILE v >=y DO { Schleife 1 }
BEGIN
W I=y;
u = 0;
WHILE 2*w <= v DO { Schleife 2 }
BEGIN
w = SHL (w, 1); {w:=2%*w}
u=u+ 1;
END;
z 1=z + SHL (1, u);
V I=V — W;
END;
END
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Die Korrektheit des Verfahrens sieht man wie folgt:

Schleife 1 werde t-mal durchlaufen. Die Werte der Variablen u am Ende der Schleife 2 sei-
en i,..., 1. Dann gilt:

2.y <x und 2"y > X,

22.y<x—2"-yund 2°".y>x-2".y,

25 .y <x—2".y-2%.y und 25"y > x-24 .y -2t .y,

t.y<x—2t.y—2%.y—  —2%.yund 2ty >x—2t.y—2b.y— 2wy,

Daraus folgt i, > i, >...i,, > i, und (2" +2% +2% +..+2")- y < x. Bei Abbruch der Schleife
1 hat die Variable v den Wert r= x—(2‘1 +2% 428 +...+2‘1)- y<y, also ist
X=(2 +2% +2% +..+2" }.y+r mit r <y und folglich 2% + 2 + 25 + ..+ 2" =| x/y].

Es ist t € O(log(| x/y ])). Der Aufwand an Bitoperationen fiir einen Durchlauf der Schleife 2
kann durch einen Wert der GroRenordnung O(i, - (log(x) + log(| x/y ])) abgeschétzt werden.

Insgesamt ist damit die Anzahl an Bitoperationen beschrankt durch einen Ausdruck der
Ordnung

O(t-(log(y) +i, - (log(x) + log(Lx/ y ))+ log(Lx/y )+ log(x))) = O((tog(Lx/y )} = O((IOQEX)); )
—o(k®) .

Die Anzahl der erforderlichen Bitoperationen zur Bildung von z =|x/y | lasst sich sogar

durch Anwendung ,,subtilerer Verfahren auf die Anzahl der Bitoperationen bei der Multi-
plikation zurtckfuhrenlt,

Modulo-Operation z := x mod y

Wegen xmody=x-y-|x/y]| ist der Aufwand an Bitoperationen bei der Modulo-
Operation von derselben Grélienordnung wie die Multiplikation.

Exponentiation z:= x* und modulare Exponentiation z := x’ modn

Wegen y = [Y|—1Y|—2 ylyO]Z ist

11 Das Verfahren filhrt die Division auf die Multiplikation mit reziproken Werten zuriick:
x/y =x-(1/y) und 1/y kann mittels des Newtonverfahrens sehr schnell durch die Folge (a, ). _,

mita, 6 =a, -(2 -y an) approximiert werden (siehe [AHU]).
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I-1 o
Xy — Xy|71'2|71+y|721'2|72+---+y1'2+YO — | I Xyi-2' — | I (XZI )y' )

i=0 i=0
Man konnte zur Berechnung von x* zundchst | Zahlen e, (i=1-1, ..., 1, 0) bestimmen,

2i

X flry, =1
1 firy, =0

die durch g, :{ definiert sind. Diese Zahlen werden dann zusammenmulti-

pliziert. Die Berechnung einer Zahl e, = x? konnte durch sukzessives Quadrieren erfolgen:

C I=X;
FOR idx z= 1 TO i DO c:=c*cC;
e =C;

Hierzu sind furi=1-1, ..., 1, 0 jeweils maximal i Multiplikationen, also insgesamt maxi-

mal I(1-1)/2 Multiplikationen, erforderlich. AnschlieBend missten die | Zahlen e, in 1 -1
Multiplikationen zusammenmultipliziert werden. Die Anzahl der Multiplikationen betragt
bei diesem Ansatz maximal I(1—1)/2+1-1=1(1+1)/2-1, ist also von der Ordnung O(1?).
Die Berechnung und das Zusammenmultiplizieren aller Werte e, kann gleichzeitig erfol-

gen:
C I= X;
FOR i := -1 DOWNTO 1 DO
BEGIN
C:=C*C;
IF y,=1 D0 c = c*X;
END;

Der abschlieRende Wert der Variablen c ist x”. Offensichtlich kommt man mit 2(1-1),
d.h. mit O(l) = O(Iog(y)) vielen Multiplikationen aus. Belegt die groRte bei dieser Berech-
nung auftretende Zahl hochstens h Binarstellen, so kann x’ mit hdchstens O(h2 -Iog(y))
vielen Bitoperationen berechnet werden.

Das Verfahren kann auf die Modulo-Arithmetik Ubertragen werden. Zur Berechnung von
x’ modn wird dabei in obigem Verfahren jede Multiplikation c:=c#*c; bzw.
c := c*X; durch c:=c-c(modn); bzw. c:=c-x(modn); ersetzt. Alle bei der Berech-

nung auftretenden Zahlen belegen dann hachstens h =|log,(n+1)] viele Binarstellen. Da-

her werden zur Berechnung von x* modn hdchstens O((Iog(n))2 -Iog(y)) viele Bitoperati-
onen bendtigt.
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4.6 Bemerkungen zu Binarbaumen

Zu den wichtigsten Datenstrukturen in Zusammenhang mit Algorithmen zéhlen Binarbaume
als Spezialfall von Graphen. Daher werden einige grundlegenden Definitionen und Eigen-
schaften dieser Strukturen hier zusammengefasst.

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V :{vl,...,vn} von

Knoten (vertices) und einer endlichen Menge E = {el, ey B }gV xV von Kanten (edges).

Die Kante e = (v;,v;) lauft von v; nach v; (verbindet v; mit v;). Der Knoten v; heil3t An-

fangsknoten der Kante e =(v;,v;), der Knoten v, Endknoten von e=(v;,v;). Zu einem
Knoten v eV heiRt pred(v)={v'|(v',v) e E} die Menge der direkten VVorganger von v,

succ(v) = {Vv'|(v,v') € E} die Menge der direkten Nachfolger von v.

Bei einem ungerichteten Graphen ist keine Richtung der Kanten festgelegt. Eine Kante hat
also die Form {vi,vj } Im Folgenden wird jedoch auch bei einem ungerichteten Graphen eine

Kante meist mit (v;,v;) bezeichnet.

Ein Bindrbaum B, = (V, E) mit n Knoten ist ein Graph mit folgenden Eigenschaften:

1.  Entwederist n>1 und |[V|=n>1und |[E|=n-1,
oderesist n=0 und V =E = (leerer Baum).

2. Bei n>1 gibt es genau einen Knoten r €V , dessen Menge direkter VVorganger leer ist;
dieser Knoten heil3t Wurzel von B,,.

3. Bei n>1 besteht die Menge der direkten VVorganger eines jeden Knotens, der nicht die
Waurzel ist, aus genau einem Element.

4.  Bei n>1 besteht die Menge der direkten Nachfolger eines jeden Knotens aus einem
Element oder zwei Elementen oder ist leer. Ein Knoten, dessen Menge der direkten
Nachfolger leer ist, heifl3t Blatt.

Lasst man in 4. mehr als zwei direkte Nachfolger eines Knotens zu, so handelt es sich um ei-
nen Baum.

In einem (Binér-) Baum B = (V, E) gibt es fur jeden Knoten v €V genau einen Pfad von der
Wurzel r zu v, d.h. es gibt eine Folge ((a,.a,).(a;.a,), ..., (a,,.a,)) mit r=a,, v=a,

m-1?"*~'m
und (ai_l,ai) ek furi=1, .., m. Der Wert m gibt die Lange des Pfads an. Um den Knoten v

von der Wurzel aus Uber die Kanten des Pfads zu erreichen, werden m Kanten durchlaufen.
Diese Lange wird auch als Rang des Knotens v bezeichnet.
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Der Rang eines Knotens lasst sich auch folgendermalien definieren:

(i) Die Wurzel hat den Rang 0.
(i)  Ist v ein Knoten im Baum mit Rang r —1 und w ein direkter Nachfolger von v, so hat w
den Rang r.

Unter der HOhe eines Binarbaums versteht man den maximal vorkommenden Rang eines
Blatts plus 1. Die Hohe ist gleich der Anzahl der Knoten, die auf einem Pfad maximaler Lan-
ge von der Wurzel zu einem Blatt durchlaufen werden.

In einem Bindrbaum bilden alle Knoten mit demselben Rang ein Niveau des Baums. Das Ni-
veau 0 eines Bindrbaums enthalt genau einen Knoten, namlich die Wurzel. Das Niveau 1 ent-
hélt mindestens 1 und hochstens 2 Knoten. Das Niveau j enthalt hochstens doppelt so viele
Knoten wie das Niveau j—1.

In Abbildung 4.6-1 ist ein Bindrbaum dargestellt, dessen Knoten Markierungen (naturliche
Zahlen) enthalten, die hier aber zundchst lediglich zur ldentifizierung eines Knotens dienen.
Die Nachfolgerrelation ist durch Pfeile beschrieben. In dem Beispiel lautet die Knotenmenge
also V = {100,110,120, 200, 210, 220, 300, 400, 500, 700 } und die Kantenmenge

_ [ (500,120), (500, 700), (120,100), (120, 300), (100, 110), (300, 220), (300, 400),
_{ (220, 200), (200, 210) }

Durch vollstandige Induktion lasst sich leicht nachweisen, dass das Niveau j>0 eines Bi-

narbaums mindestens einen und hochstens 2! Knoten enthalt. Die Anzahl der Knoten vom
Niveau 0 bis zum Niveau j (einschlielich) betragt mindestens j+1 Knoten und hdchstens

ZZi =217 _1 Knoten.

i=0
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500 Rang 0 A
120 700 Rang 1
100 300 Rang 2
Hohe 6
110 220 400 Rang 3
200 Rang 4
210 Rang 5

Abbildung 4.6-1: Bindrbaum

Ein Bindrbaum hat maximale Hohe, wenn jedes Niveau genau einen Knoten enthalt. Er hat
minimale Hohe, wenn jedes Niveau eine maximale Anzahl von Knoten enthéalt. Also gilt fir
die Hohe h(B,) eines Binarbaums B, mit n Knoten:

[og,(n+1)[<h(B,)<n.

Die obere Abschéatzung h(B,) <n ist dabei offensichtlich. Fur die untere Abschdtzung be-

trachtet man einen Binarbaum mit n Knoten und minimaler HOohe h. Jedes Niveau, bis eventu-
ell das héchste Niveau m, ist vollstandig gefiillt. Es ist h=m+1. Bis zum Niveau m—1 ent-

halt der Bindrbaum insgesamt 2™ —1=2" -1 viele Knoten, auf Niveau m sind es mindes-
tens einer und héchstens 2™ . Daraus folgt: 2" —1+1<n<2"-1+2" also 2" <n<2™' -1
und damit m < log,(n+1)<m+1, d.h. [log,(n+1) |=m+1=h. Fir einen beliehigen Binar-

baum B, mit n Knoten gilt daher [log,(n+1)|<h(B,).

Fir die Anzahl b(h) der Bléatter eines Binarbaums der Hoéhe h >1 gilt
1<b(h)<2"*.
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Jeder Bindarbaum mit Héhe h >1 hat ndmlich mindestens ein Blatt. Daraus ergibt sich die un-
tere Abschétzung. Ein Bindrbaum hat besonders viele Bléatter, wenn diese samtlich auf dem

maximalen Niveau m = h -1 liegen. Es folgt b(h) < 2"*.

Fir die Mindesthéhe h(b) eines Binarbaums mit b>1 vielen Blattern gilt
h(b) >[log, (b) +1].

Lost man die zweite Ungleichung oben nach h =h(b) auf, so ergibt sich h > log,(b)+1. Dah
eine natiirliche Zahl ist, folgt die Abschétzung h(b) >[log, (b) +1] .

Die mittlere Anzahl von Knoten, die von der Wurzel aus bis zur Erreichung eines beliebigen
Knotens eines Bindrbaums mit n Knoten (gemittelt tber alle n Knoten) besucht werden muss,
d.h. der mittlere ,,Abstand“* eines Knotens von der Wurzel, ist /zn + C mit einer reellen Kon-
stanten C > 0. Im gunstigsten Fall (wenn also alle Niveaus voll besetzt sind) ist der gréite
Abstand eines Knotens von der Wurzel in einem Binarbaum mit n Knoten gleich
[log,(n+1)]= log,(n), im unginstigsten Fall ist dieser Abstand gleich n.

Der Beweis dieser Aussage erfordert tiefergehende mathematische Methoden (erzeugende
Funktionen) und kann beispielsweise in [HO2] nachgelesen werden.
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5 Anwendungsorientierte Basisdatenstrukturen

Das Thema dieses Kapitels sind Datenstrukturen mit den dazugehérigen Operationen, die in
vielen Anwendungen haufig vorkommen. Sie werden in Form von Pascal-Deklarationen for-
muliert, da dadurch das Verstandnis der Datenstrukturen erleichtert und der Anwendungsbe-
zug deutlicher unterstrichen werden. Es gibt heute fir viele Programmiersprachen mehr oder
weniger umfangreiche Klassenbibliotheken, die vordefinierte Datenstrukturen bereitstellen.
Beispiele sind die vordefinierten Objekttypen und die Visuellen Komponenten in Delphi
([D/G]) oder die umfangreichen Klassenbibliotheken in Java. In den folgenden Unterkapiteln
soll eine Auswahl derartiger Datenstrukturen beschrieben werden, wobei der Schwerpunkt auf
der Behandlung allgemeiner Basisstrukturen zur Manipulation von Klassen, bestehend aus
einzelnen Datenobjekten, liegt und nicht etwa auf der Behandlung von Strukturen zur Gestal-
tung von Dialoganwendungen und Benutzeroberflachen.

Die Basis bildet eine Klasse von Objekten, deren innere Struktur hier nicht weiter betrachtet
werden soll und die Elemente (auch Eintrage) genannt werden. Die Objekttypdeklaration ei-
nes Elements einschliellich eines zugehdrigen Pointertyps lautet

TYPE Pentry = ~Tentry;
Tentry = OBJECT
END;

Die Komponenten, die ein Objekt vom Objekttyp Tentry besitzt, und die Methoden, die auf
ein derartiges Objekt anwendbar sind, sind zunéchst irrelevant. Elemente kdnnen zu gréReren
Datenstrukturen zusammengefasst werden, auf denen bestimmte Operationen definiert sind,
die fur die Struktur charakteristisch sind. Eine derartige Struktur hat einen Objekttyp

TYPE TDatenstruktur = ...;

dessen Methoden den Zustand eines Objekts dieser Klasse, d.h. einer Zusammenfassung von
Elementen, in der Regel beeinflusst, nicht aber den Zustand eines Elements in dieser Struktur
(Abbildung 5-1).
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Element

Element

Kfasse TDatenstruktur

Element

" Klasse Tentry

......................................................................................

I
______________________ i

Objekte der Klasse TDatenstruktur

________________________________________________

Abbildung 5-1: Elemente und Datenstrukturen

Abbildung 5-2 fuhrt tabellarisch einige Beispiele fur Elemente und Strukturen auf und be-
nennt darauf definierte Methoden (Operationen). Die Methoden koénnen in drei Typen ein-
geteilt werden:
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e Methoden, die den Zustand eines Objekts des jeweiligen Objekttyps TDatenstruktur
andern, indem sie Elemente hinzufligen oder entfernen und damit den Zustand eines Ob-
jekts (der Datenstruktur) d&ndern

e Methoden, die den Zustand eines Objekts des jeweiligen Objekttyps TDatenstruktur
anzeigen und den Zustand unverandert lassen

e Methoden, die zwei oder mehr Objekte des jeweiligen Objekttyps TDatenstruktur zu
neuen Objekten vom Objekttyp TDatenstruktur verknupfen bzw. aus einem Objekt
neue Objekte generieren und dabei eventuell den Zustand des Ausgangsobjekts andern.

Beispiele fur den ersten Typ sind die Methoden insert und delete im Objekttyp TListe, fur
den zweiten Typ die Methoden is_member im Objekttyp TListe und min im Objekttyp
TPrio und flr den dritten Typ Methode concat zur Vereinigung zweier Objekte vom Objekt-
typ TListe und die Mengenoperationen w und n im Objekttyp TMenge.

Aus Anwendersicht ist die Implementation der Objekte in der Klasse TDatenstruktur ohne
Belang. Die Mdglichkeiten der Manipulationen (Operationen auf) der gesamten Struktur sind
von Interesse. Natrlich kann eine schlechte Implementation zu einem unhandlichen und inef-
fizienten Verhalten flihren. In den folgenden Unterkapiteln werden exemplarisch einige Im-
plementationen vorgestellt.

Bezeichnung der Datenstruktur:  Liste, Objekttyp TListe (Kapitel 5.1.1)

Bezeichnung eines Elements: Eintrag
Charakteristische Operationen:
- init: Initialisieren als leere Liste
- insert: Einfligen eines Eintrags
- delete: Entfernen eines Eintrags
- count: Anzahl der Eintrage in der Liste feststellen
- is_member: Feststellen, ob ein spezifizierter Eintrag in der Liste vorkommt
- concat: Anhéngen einer weiteren Liste
- Vop: Ausfiihrung der Operation op auf allen Elementen, die sich in der Liste be-
finden

Bemerkung: Die Datenstruktur Liste entspricht einer hdufig auch als Kollektion bezeichneten Daten-
struktur.

Bezeichnung der Datenstruktur:  (sortierbare) Liste, Objekttyp TsortiertListe
Bezeichnung eines Elements: Eintrag mit Sortierkriterium
Charakteristische Operationen:  wie Liste, zusatzlich:

- sort: Sortieren der Liste
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Bezeichnung der Datenstruktur:  FIFO-Warteschlange, Objekttyp TFI1FO (Kapitel 5.1.1)

Bezeichnung eines Elements: Eintrag
charakteristische Operationen:
- init: Initialisieren als leere FIFO-Warteschlange
- insert: Einfligen eines Eintrags
- delete: Entfernen des Eintrags, der sich am langsten unter allen Eintrédgen in der
FIFO-Warteschlange befindet, und Riickgabe an den Aufrufer
- count: Anzahl der Eintrége in der FIFO-Warteschlange feststellen
- is_member: Feststellen, ob ein spezifizierter Eintrag in der FIFO-Warteschlange vor-
kommt
- Vop: Ausfiihrung der Operation op auf allen Elementen, die sich in der FIFO-

Warteschlange befinden

Bezeichnung der Datenstruktur: ~ Stack (LIFO-Warteschlange), Objekttyp TStack (Kapitel 5.1.1)

Bezeichnung eines Elements: Eintrag
charakteristische Operationen:
- init: Initialisieren als leeren Stack
- insert: Einfligen eines Eintrags
- delete: Entfernen des zuletzt eingefligten Eintrags unter allen Eintragen, die sich
gerade im Stack befinden, und Rickgabe an den Aufrufer
- count: Anzahl der Eintrége im Stack feststellen
- is_member: Feststellen, ob ein spezifizierter Eintrag im Stack vorkommt
- Vvop: Ausfiihrung der Operation op auf allen Elementen, die sich im Stack befin-
den
Bezeichnung der Datenstruktur: beschrankter Puffer, Objekttyp TPuffer (Kapitel 5.1.2)
Bezeichnung eines Elements: Eintrag
charakteristische Operationen:
- init: Initialisieren als leere Datenstruktur mit einer festen Anzahl an Eintragen
- insert: Einfugen eines Eintrags auf die nachste freie Position; sind bereits alle Posi-

tionen belegt, wird der Eintrag, der sich am langsten im beschrankten Puffer
befindet, Uberschrieben

- delete: Entfernen des Eintrags, der sich am langsten unter allen Eintrdgen im be-
schrankten Puffer befindet, und Riickgabe an den Aufrufer

- count: Anzahl der Eintrdge im beschrénkten Puffer feststellen

- is_member: Feststellen, ob ein spezifizierter Eintrag im beschrankten Puffer vorkommt

- VYop: Ausfiihrung der Operation op auf allen Elementen, die sich im beschrénkten

Puffer befinden
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Bezeichnung der Datenstruktur:  Hashtabelle, Objekttyp THashtab (Kapitel 5.1.2)

Bezeichnung eines Elements: Eintrag
charakteristische Operationen:
- init: Initialisieren als leere Datenstruktur mit einer festen Grofie
- insert: Einfligen eines Eintrags
- delete: Entfernen des Eintrags
- count: Anzahl der Eintrége in der Hashtabelle feststellen
- is_member: Feststellen, ob ein spezifizierter Eintrag in der Hashtabelle vorkommt
- Vvop: Ausfiihrung der Operation op auf allen Elementen, die sich in der Hashta-

belle befinden

Bezeichnung der Datenstruktur:  Prioritatsschlange, Objekttyp TPrio (Kapitel 5.2.1)

Bezeichnung eines Elements: Eintrag mit Sortierkriterium
charakteristische Operationen:
- init: Initialisieren als leere Prioritatsschlange
- insert: Einfligen eines Eintrags
- delete: Entfernen des spezifizierten Eintrags
- count: Anzahl der Eintrége in der Prioritatsschlange feststellen
- is_member: Feststellen, ob ein spezifizierter Eintrag in der Prioritatsschlange vorkommt
- min: Ermitteln des Eintrags mit dem kleinsten Wert des Sortierkriteriums unter

allen Eintrégen, die sich gerade in der Prioritatsschlange befinden

Bezeichnung der Datenstruktur:  Menge, Objekttyp TMenge (Kapitel 5.1.3)

Bezeichnung eines Elements: Element
charakteristische Operationen:
- init: Initialisieren als leere Menge
- insert: Einfligen eines Elements in eine Menge, falls es dort noch nicht vorkommt
- delete: Entfernen eines spezifizierten Elements aus einer Menge, falls es dort vor-
kommt
- count: Anzahl der Elemente in der Menge feststellen
- € Feststellen, ob ein spezifiziertes Element in der Menge vorkommt
- Chzw. = Feststellen, ob eine Menge in einer anderen Menge enthalten ist bzw. ob

zwei Mengen gleich sind
- U, N Vereinigungs- und Schnittmengenbildung
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Bezeichnung der Datenstruktur:  (gerichteter oder ungerichteter oder gewichteter) Graph, Speziali-

sierung auf B&ume bzw. Bindrbdume bzw. hohenbalancierte
Béaume, Objekttyp TGraph (Kapitel 5.2.3, 7.2, 7.3, 7.4)

Bezeichnung eines Elements: Knoten, Kante (Knotenpaar)
charakteristische Operationen:

init;

insert_node:
insert_edge:
delete_node:

delete_edge:

b_search:
d_search:
tour

span_tree

min:
min_all:

Initialisieren als leerer Graph

Einfligen eines neuen Knotens

Einfligen einer neuen Kante

Entfernen eines spezifizierten Knotens und der mit ihm inzidierenden Kan-
ten

Entfernen einer spezifizierten Kante

Durchlaufen des Graphen, beginnend bei einem spezifizierten Knoten, ge-
maR Breitensuche und Ermittlung der Kantenreihenfolge

Durchlaufen des Graphen, beginnend bei einem spezifizierten Knoten, ge-
maR Tiefensuche und Ermittlung der Kantenreihenfolge

Ermittlung einer Tour mit minimalem Gesamtgewicht der durchlaufenen
Kanten

Ermittlung eines aufspannenden Baums mit minimalem Gewicht

Ermitteln der kiirzesten Wegs zwischen zwei Knoten

Ermitteln aller kiirzesten Wege zwischen je zwei Knoten

Bezeichnung der Datenstruktur:  Matrix, Objekttyp TMatrix (in Basisform Kapitel 5.1.2)
Bezeichnung eines Elements: Eintrag
charakteristische Operationen:

init:

trans:
invert:
determ:
Eigenwert:
arithm:

Initialisieren mit einem Anfangswert
Transponieren

Invertieren

Ermittlung der Determinante

Ermittlung des Eigenwerts

Diverse arithmetische Matrixoperationen

Abbildung 5-2: Beispiele fur Elemente und Strukturen

Zur Konkretisierung wird die Gesamtaufgabe in einzelne UNITs eingeteilt. Die Anwendung
ist in Form eines Programms definiert, in der die oben beschriebenen Elemente vorkommen.
Die Deklaration des Objekttyps eines Elements steht in der
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UNIT Element;
INTERFACE

{ Objekttypdeklarationen (Bezeichner, Methoden) eines Elements: }
TYPE Pentry = ~Tentry; { Pointer auf ein Element }
Tentry = OBJECT

CONSTRUCTOR init ( ... );
PROCEDURE display; VIRTUAL;

DESTRUCTOR done; VIRTUAL;
END;

IMPLEMENTATION

CONSTRUCTOR Tentry.init ( ... );
BEGIN { Tentry.init }

END { Tentry.init };

PROCEDURE Tentry.display;
BEGIN { Tentry.display }

END { Tentry.display };

DESTRUCTOR Tentry.done;
BEGIN { Tentry.done }

END { Tentry.done };

END.

Neben dem Objekttyp eines Elements wird ein Pointertyp auf ein Element deklariert, da die-
ser Pointertyp in den Anwendungen und Implementierungen der Datenstrukturen h&ufig bend-
tigt wird. Als Methode des Objekttyps Tentry ist neben dem Konstruktor Tentry.init
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(eine Formalparameterliste ist angedeutet) und dem Destruktor Tentry.done!? eine Metho-
de Tentry.display deklariert, die den Zustand eines Objekts, d.h. die Werte seiner Kom-
ponenten, anzeigt.

Die Deklaration (Bezeichner, Operationen usw.) und die Implementierung der Datenstruktur,
zu der die Elemente zusammengefasst werden, befindet sich ebenfalls in einer UNIT, die im
Prinzip folgendes Layout hat. Zu beachten ist, dass die Implementierung der Details nach au-
Ren verborgen wird:

UNIT Struktur;
{ Deklaration der gesamten Struktur,
zu der Elemente zusammengefasst werden }

INTERFACE
USES Element;

{ Objekttypdeklarationen (Bezeichner, Methoden) der Struktur: }
TYPE PDatenstruktur = ~TDatenstruktur;
TDatenstruktur = OBJECT

END;
IMPLEMENTATION

{ Implementierung der Methoden }

END.

Das Anwendungsprogramm bindet dann diese UNITSs ein:
PROGRAM Anwendung;

USES Element,
Struktur;

BEGIN { Anwendung }

END  { Anwendung }.

12 Der Destruktor ist als virtuelle Methode definiert, da dies die Implementation eines Destruktors fiir abgeleite-
te Objekttypen erleichtert.
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5.1 Lineare Datenstrukturen

Unter einer linearen Datenstruktur soll eine Datenstruktur verstanden werden, auf der die fol-
genden Operationen definiert sind:

e init: Initialisieren der Datenstruktur als leer

e insert: Einfugen eines Elements in die Datenstruktur

e delete: Entfernen eines Elements aus der Datenstruktur, wobei definiert ist, ob ein genau
bezeichnetes oder ein beliebiges Element entfernt wird; das zu entfernende Element wird
je nach Definition der Operation an den Aufrufer tibergeben

e op: eventuell weitere Operationen, die nicht voraussetzen, dass zwischen den Elementen
der Datenstruktur irgendwelche Ordnungsbeziehungen bestehen.

Beispiele sind die in Abbildung 5-2 genannten Datenstrukturen Liste, FIFO-Warteschlange,
Stack und Menge. Es sei darauf hingewiesen, dass der Begriff ,lineare Datenstruktur® in der
Literatur unterschiedlich definiert oder mit dem Begriff ,,Liste* synonym verwendet wird. Der
Begriff assoziiert naturlich eine gangige Realisierungsform, namlich als tabellarische oder als
eine Uber Adressverweise verkettete Liste.

Einige Operationen verédndern den gegenwartigen Zustand eines Objekts der Datenstruktur.
Um die korrekte Implementierung zu kontrollieren, wird eine zusétzliche Operation show de-
finiert, die den gegenwartigen Zustand eines Objekts der Datenstruktur anzeigt. Diese Opera-
tion beeinflusst den Zustand eines Objekts nicht.

5.1.1 Grundlegende Listenstrukturen

Zu den grundlegenden linearen Datenstrukturen, den Listenstrukturen, werden in diesem Ka-
pitel die Datenstrukturen Liste, FIFO-Warteschlange und Stack zusammengefasst. Diese drei
Datenstrukturen verfugen Uber verwandte Methoden, wobei die Basis der Methoden in der
Datenstruktur Liste gelegt wird.

Fur alle drei Datenstrukturen sind die Operationen init, insert, delete, count, is_member,
Vvop und show definiert (siehe Abbildung 5-2 und Kapitel 5.1), jedoch teilweise mit unter-

schiedlicher Wirkung. Des Weiteren ist eine Methode choose definiert, die es erlaubt, die je-
weilige Datenstruktur sequentiell zu durchlaufen und dabei einen Verweis auf ein gegenwar-
tig in der Datenstruktur befindliches Element zurtickzuliefern. Hinzu kommt der Destruktor
fur den jeweiligen Objekttyp. Weiterhin verfugt die Datenstruktur Liste tber eine Methode
concat, die fir die beiden anderen Datenstrukturen nicht definiert ist.
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Die Implementierungen aller drei Datenstrukturen werden in einer UNIT Listenstruktu-
ren zusammengefasst. Dabei ist der Objekttyp TListe Grundlage fur die abgeleiteten Ob-
jekttypen zur Definition der Datenstrukturen FIFO-Warteschlange (Objekttyp TF1FO) und
Stack (Objekttyp TStack).

Im Anschluss an den Programmcode werden Erlauterungen gegeben.

UNIT Listenstrukturen;

INTERFACE

USES Element;

TYPE Tfor_all_proc

PROCEDURE (entry_ ptr : Pentry);

TList _flag (c_first, c_next);
PListe = "TListe;
TListe = OBJECT
PRIVATE
anz - INTEGER;
{ Anzahl der Listeneintrage }
first : Pointer;
{ Anfang der Verkettung der
Verweise auf Eintrage der Liste }
lastchosen : Pointer;
{ Eintrag, der beim letzten Aufruf
der Methode choose ermittelt wurde}
PUBLIC
CONSTRUCTOR init;
PROCEDURE insert (entry_ptr : Pentry);
PROCEDURE delete (entry_ptr : Pentry);
FUNCTION count : INTEGER;
FUNCTION is_member (entry_ptr : Pentry)
- BOOLEAN;
PROCEDURE for_all (proc : Tfor_all _proc);
PROCEDURE concat (Liste ptr : PListe);
PROCEDURE show; VIRTUAL;
FUNCTION choose (param : TList _flag) : Pentry;
DESTRUCTOR done; VIRTUAL;
END;
PFIFO = ~TFIFO;
TFIFO = OBJECT (TListe)
PRIVATE
last : Pointer; { Ende der Verkettung }
PUBLIC

CONSTRUCTOR init;

PROCEDURE insert (entry_ptr : Pentry);
PROCEDURE delete (VAR entry_ptr : Pentry);
PROCEDURE concat (Liste_ptr : PListe);

PROCEDURE choose;

{ ""Dummy-Methode" }
{ ""Dummy-Methode™ }
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PROCEDURE show; VIRTUAL;

END;
PStack = ~TStack;
TStack = OBJECT (Tliste)

PROCEDURE delete (VAR entry_ptr : Pentry);
PROCEDURE concat (Liste ptr : PListe);

PROCEDURE choose;

END;

{ ""Dummy-Methode" }
{ ""Dummy-Methode™ }

{ B R R R R R R e R R S R SR A S e S S S S S R R R R R A R e S S S S e e e e e e e e e S e e e e e e e }

IMPLEMENTATION

TYPE Plistentry
Tlistentry

ATlistentry;
RECORD

entry_ptr : Pentry;

next : Plistentry;
last : Plistentry;
END;

CONSTRUCTOR TListe.init;

BEGIN { TListe.init };

first = NIL;
lastchosen := NIL;
anz = 0;

END { TListe.init };

PROCEDURE TListe.insert (entry_ptr
VAR p : PListentry;

BEGIN { TListe.insert }

New (p);

p/-next = First;
p~.entry_ptr = entry_ptr;
Inc(anz);

first := p;

END { TListe.insert };

PROCEDURE TListe.delete (entry_ptr

VAR p : PListentry;
q : PListentry;
dispose ptr : PListentry;

BEGIN { TListe.delete }
p := First;
g = NIL;
WHILE p <> NIL DO

. Pentry);

> Pentry);
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IF p~N.entry_ptr = entry_ ptr

THEN BEGIN
dispose _ptr := p;
IF g = NIL THEN first = p~.next
ELSE g™.next := p”~.next;

p = p~.next;

IF dispose_ptr = lastchosen THEN lastchosen := Q;
Dispose (dispose ptr);

Dec (anz);

END
ELSE BEGIN
a =p;
p = p~.next;
END;

END { TListe.delete };

FUNCTION TListe.count : INTEGER;

BEGIN { TListe.count }
count := anz;
END { TListe.count };

FUNCTION TListe.is_member (entry_ptr : Pentry) : BOOLEAN;
VAR p : PListentry;

BEGIN { TListe.is_member }
p := First;
is_member := FALSE;
WHILE p <> NIL DO
IF p~.entry_ptr = entry_ptr
THEN BEGIN
is_member := TRUE;
Break;
END
ELSE p := p”~.next;
END { TListe.is_member };

PROCEDURE TListe.concat (Liste ptr : PListe);

VAR p
L

: PListentry;
: PListe;
BEGIN { TListe.concat }
IF @Liste_ptr~.first = @first
THEN BEGIN { die Liste soll an sich selbst angeflgt werden:
zuvor eine Kopie der Liste erzeugen
New (L, init);

p := first;
WHILE p <> NIL DO
BEGIN

LN insert (pM.entry_ptr);
p = p~.next
END
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END
ELSE L := Liste_ptr;

IF first = NIL
THEN first := LM.first
ELSE BEGIN
p := first;
WHILE p”~.next <> NIL DO
p = p~.next;

pN.next = LA_First;
END;
anz :-= anz + L".anz;

Dispose (L);
END { TListe.concat };

PROCEDURE TListe.for_all (proc : Tfor_all_proc);
VAR p : PListentry;

BEGIN { TListe.for_all }
p := first;
WHILE p <> NIL DO
BEGIN
proc(p™.entry_ptr);
p = p™.next;
END;
END { TListe.for_all };

PROCEDURE TListe.show;
VAR p : PListentry;

BEGIN { TListe.show }
p := Ffirst;
WHILE p <> NIL DO
BEGIN
pN.entry_ptr~.display;
p = p~.next;
END;
END { TListe.show };

FUNCTION TListe.choose (param : TList_flag) : Pentry;

BEGIN { TListe.choose }
IF (param = c_first) OR (lastchosen = NIL)
THEN lastchosen := first

ELSE lastchosen := PListentry(lastchosen)”.next;

IF lastchosen = NIL
THEN choose := NIL
ELSE choose :=
END { TListe.choose };

:= PListentry(lastchosen)”.entry ptr;
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DESTRUCTOR TListe.done;

VAR p : PListentry;
q : PListentry;

BEGIN { TListe.done }
p = first;
WHILE p <> NIL DO
BEGIN
q = p;
p = p~.next;
Dispose(q);
END;

END { TListe.done };

CONSTRUCTOR TFIFO.init;

BEGIN { TFIFO.init };
INHERITED init;
last := NIL;

END { TFIFO.init };

PROCEDURE TFIFO.insert (entry_ptr : Pentry);

BEGIN { TFIFO.insert }
INHERITED insert (entry ptr);

Plistentry(first)”~.1
IF last = NIL THEN 1

ELSE Plistentry(first)”.next™.last = Ffirst;

ast := NIL;
ast := first

END { TFIFO.insert };

PROCEDURE TFIFO.delete (VAR entry_ ptr

VAR p : Plistentry;

BEGIN { TFIFO.delete }
IF last <> NIL
THEN BEGIN
entry ptr :=
P ==
last i=
Dispose (p);
Dec (anz);
IF last = NIL

END

Plistentry(last)”™.entry_ptr;

last;
Plistentry(last)”.last;

THEN first :-= NIL

ELSE Plistentry(last)”.next

ELSE entry ptr :-= NIL;

END { TFIFO.delete }

: Pentry);
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PROCEDURE TFIFO.concat (Liste ptr : PListe);

BEGIN { TFIFO.concat }
END { TFIFO.concat };

PROCEDURE TFIFO.choose;

BEGIN { TFIFO.choose }
END { TFIFO.choose };

PROCEDURE TFIFO.show;
VAR p : Plistentry;

BEGIN { TFIFO.show }
p := last;
WHILE p <> NIL DO
BEGIN
p~.entry_ptr~.display;
p := p~.last;
END;
END { TFIFO.show };

PROCEDURE TStack.delete (VAR entry_ptr : Pentry);
VAR p : PListentry;

BEGIN { TStack.delete }
IF first <> NIL

THEN BEGIN
entry ptr := PListentry(first)”.entry ptr;
p = first;
first = PListentry(First)”.next;

Dispose (p);
Dec (anz);
END
ELSE entry_ptr :-= NIL;
END { TStack.delete };

PROCEDURE TStack.concat;
BEGIN { TStack.concat }
END { TStack.concat };

PROCEDURE TStack.choose;

BEGIN { TStack.choose }
END { TStack.choose };

{ AR R R R S R e R e R S R R AR A e S S e e S S S e S R R R A S S S e e e S e e e e e e e e e e

END.
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A. Datenstruktur Liste (Objekttyp TListe)

Eine Liste konnte als Datenstruktur aufgefasst werden, die die in ihr eingetragenen Elemente
auch wirklich physisch enthélt. In diesem Fall mussten die Elemente beim Eintragen von ih-
rem bisherigen Ort im System in die Liste transferiert werden (dieses Konzept ist mit imple-
mentationstechnischen Details im oberen Teil von Abbildung 5.1.1-1 dargestellt). Ein Ele-
ment konnte sich dann nur héchstens in einer Liste befinden. Alternativ kdnnte man beim
Eintragen eines Elements eine Kopie in die Liste ubernehmen, so dass sich ein Element kon-
zeptionell in mehreren Listen aufhalten konnte. In jedem Fall bendétigt man fir die Listenope-
rationen genauere Informationen Uber die Struktur eines Elements, zumindest Informationen
uber den fir ein Element erforderlichen Speicherplatz in der Liste. Um hier grofitmdgliche
Flexibilitat zu wahren und die Methoden der Datenstruktur Liste moglichst einfach zu halten,
werden die Eintrage in einer Liste auf einheitliche Weise unabhéngig vom Layout eines ein-
zelnen Eintrags verwaltet: Die Liste enthalt dabei nicht die in ihr eingetragenen Elemente,
sondern lediglich Adressverweise auf diese Elemente. Dabei kommt es nicht darauf an, wel-
che Struktur die eingetragenen Elemente wirklich besitzen. Im Folgenden soll trotzdem davon
gesprochen werden, dass sich ein Element in der Liste befindet; gemeint ist, dass sich ein
Adressverweis (zur Verwaltung des Elements) in der Liste befindet.

Da keine Beziehungen zwischen den Eintrégen einer Liste bestehen und auch die potentielle
Anzahl an Listeneintrdgen aus Sicht der Liste nicht bekannt ist, erscheint es angebracht, die
Adressverweise auf die in einem Objekt der Datenstruktur Liste eingetragenen Elemente als
verkettete Folge von dynamisch angelegten Eintrdgen zu organisieren. Ein derartiger Eintrag
hat den Typ Tlistentry.

Im unteren Teil von Abbildung 5.1.1-1 ist das entsprechende Layout zu sehen. Dabei wird im

Objekttyp TListe die Anzahl der Eintrdge in einer Liste und eine verkettete Folge von
Adressverweisen auf die Eintrége in der Liste implementiert; die Eintrage selbst liegen nicht
im Datenobjekt vom Typ TListe. Das Erzeugen und Vernichten eines Datenobjekt vom Typ
Tentry liegt in der Verantwortung des Anwenders und wird vom Objekttyp TListe und
seinen Methoden nicht kontrolliert.

Des Weiteren ist zu beachten, dass in obiger Implementierung fir die Adressverkettung in-
nerhalb einer Liste sowohl eine Vorwarts- als auch eine Rickwartsverkettung vorgesehen
sind. Fur die Datenstrukturen Liste und Stack wird nur die VVorwartsverkettung bendétigt; die
Ruckwartsverkettung wird daher in Abbildung 5.1.1-1 nicht gezeigt. Die Rickwartsverket-
tung wird zusétzlich fir die Datenstruktur FIFO-Warteschlange bendtigt, die sich aus der Da-
tenstruktur Liste ableitet.
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2 (Objekt) Eintrag

» (Objeki) Eintrag’

( m:_'t(&)bjekt) Eimréé}

3> (Objekt) Eintrag’

= (Objeki) Eintrag’

.. ObjektListe .

Abbildung 5.1.1-1: Liste
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Die folgende Tabelle beschreibt die Benutzerschnittstelle des Objekttyps TListe.

Methode Bedeutung

CONSTRUCTOR Die Liste wird als leere Liste initialisiert.
Tliste.init;

PROCEDURE TListe.insert |Ein neues Element wird in die Liste aufgenommen.
(entry_ptr : Pentry);

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das einzutragende Element

PROCEDURE TListe.delete |Alle Vorkommen eines Elements werden aus der Liste entfernt.
(entry_ptr : Pentry);

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu entfernende Element

FUNCTION Die Funktion liefert die Anzahl der Eintrage, die gegenwartig in der
TListe.count: INTEGER; || jste stehen.

FUNCTION Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls das durch entry ptr
TListe.is_member adressierte Element in der Liste vorkommt, ansonsten den Wert
(entry_ptr : Pentry) : FALSE
BOOLEAN;

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu Gberprifende Element

PROCEDURE TListe.concat
(Liste_ptr : PListe);
Bedeutung des Parameters:
Liste_ptr Verweis auf die anzuh&ngende Liste; nach Abarbeitung der Methode kann
auf die angehéngte Liste nicht mehr zugegriffen werden (aulier es wurde
die Liste an sich selbst angehdngt)

Héngt eine Liste an.

PROCEDURE TListe.for_all | Auf alle zurzeit in der Liste eingetragenen Elemente wird die Ope-
(proc = Tfor_all_proc); | ration (Elementmethode) proc angewendet

Bedeutung des Parameters:

proc anzuwendende Elementmethode
PROCEDURE TListe.show; | Alle zur Zeit in der Liste vorkommenden Elemente werden ange-
zeigt.

FUNCTION Tliste.choose |Bei jedem Aufruf wird ein Verweis auf einen Listeneintrag gelie-
(param : TList_flag) : |fert, wobei der Aktualparameterwert c_first angibt, ob der erste
Pentry; Eintrag ermittelt werden soll, oder der nichste Eintrag seit dem letz-

ten Aufruf der Funktion (Aktualparameterwert c_next).

DESTRUCTOR TListe.done; |Die Liste wird aus dem System entfernt.

Das Einfuigen eines Eintrags in die Datenstruktur Liste (Methode TListe. insert) erfordert
die Erzeugung eines neuen Adressverweises auf den Eintrag und sein Einh&ngen in die Kette
der Adressverweise auf die bisherigen Eintrage. Der neue Adressverweis wird an den Anfang
der Kette gehéngt. Ein Element kann mehrmals in eine Liste eingefligt werden. Zur Entfer-
nung eines Eintrags (Methode TListe.delete) wird zundchst der erste Verweis gesucht,
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der auf das Objekt (Element) zeigt, und dann entfernt. Alle weiteren Vorkommen eines Ele-
ments in der Liste werden entfernt. Die Methode TListe.is_member zur is_member-
Operation stellt fest, ob es einen Verweis in der Liste auf ein spezifiziertes Element gibt. Al-
len drei Methoden wird das spezifizierte Element nicht direkt, sondern als Pointer auf das
Element Ubergeben.

In der Methode TListe.concat zum Anhédngen einer Liste an die bestehende Liste wird un-
terschieden, ob die anzuhdngende Liste eine andere Liste ist oder ob die Liste an sich selbst
angehangt werden soll. Im letzteren Fall muss zunédchst eine Kopie der Liste erzeugt werden,
die dann angehéngt wird. In beiden Féllen wird am Ende der Speicherplatz fir die Kompo-
nenten anz, first und lastchosen der angefiigten Liste wieder freigegeben; dazu wird le-
diglich Dispose ohne Aufruf des Destruktors TListe.done verwendet, da der Destruktor
alle angehédngten Listeneintrage entfernen wirde.

Die Implementierung der Operation Yop erfolgt in der Methode TListe.for_all. Es wird
vorausgesetzt, dass beim Aufruf dieser Methode in der Anwendung als Aktualparameter fir
den Formalparameter proc eine Prozedur vom Typ Tfor_all_proc Ubergeben wird, die
innerhalb des aufrufenden Blocks deklariert ist.

Die choose-Operation wird in der Methode TListe.choose implementiert. Die Komponen-
te lastchosen zeigt beim Aufruf der Methode auf den Listeneintrag, der zuletzt ausgewéhlt
wurde bzw. hat den Wert NIL, wenn noch kein Listeneintrag gewahlt wurde. In der Methode
TListe.delete wird beriicksichtigt, dass im Falle des Entfernens des zuletzt ausgewahlten
Listeneintrags (dispose_ptr = lastchosen) die Komponente lastchosen auf den
vorhergehenden Listeneintrag zurtickgesetzt wird.

Die folgende Tabelle gibt eine Obergrenze fiir den Aufwand an, den ein jeweiliger Methoden-
aufruf bendtigt, falls die Liste bereits n Elemente enthélt.

Methode Aufwand (worst case)
TListe.init; 0(1)
(bei leerer Liste)
Tliste.insert; 0(1)
TListe.delete; O(n); dieser Aufwand ergibt sich (im unglnstigsten Fall) auch, wenn nur das
erste Vorkommen des Elements entfernt wird
TListe.count; 0(1)

TListe.is_member; |O(n)

TListe.for_all; O(n - A), wobei A den Aufwand fiir die einmalige Ausfiihrung der Operation
proc bezeichnet

TListe.concat; O(n)
TListe.show; O(n)
TListe.choose; 0(1)

TListe.done; Oo(n)
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B. Datenstruktur FIFO-Warteschlange (Objekttyp TF1FO)

Eine FIFO-Warteschlange verhalt sich dhnlich einer Liste, nur wird jetzt ein neuer Eintrag
durch die Operation insert so in ein Objekt eingefiigt, dass ein Aufruf einer anschlielenden
Operation delete denjenigen Eintrag an den Aufrufer zurtickliefert, der sich am langsten in der
FIFO-Warteschlange aufhalt. Um diese Bedingung zu erfillen, wird ein neu aufzunehmendes
Element stets an das Ende der aktuellen FIFO-Warteschlange angefiigt, wahrend die Operati-
on delete vom Anfang der FIFO-Warteschlange entfernt. Daher wird fir diese Datenstruktur
eine vorwarts und rickwarts gerichtete Adressverkettung aufgebaut. Der Aufwand, den ein
Methodenaufruf TFIFO.delete bendtigt, falls die FIFO-Warteschlange bereits n Elemente
enthélt, ist nun konstant (im Gegensatz zum entsprechenden Aufruf TListe.delete).

Der Objekttyp TFIFO, der den Datentyp FIFO-Warteschlange realisiert, leitet sich vom Ob-
jekttyp TListe ab, wobei die Methoden zur Implementierung der Operationen insert, delete,
show und concat Uberschrieben werden, um das spezifische Verhalten einer FIFO-
Warteschlange zu realisieren. Damit fiir eine FIFO-Warteschlange eine Operation concat, wie
sie fur eine Liste definiert ist, nicht ausfuhrbar ist, wird eine Methode TF1FO.concat defi-
niert, deren Implementierung jedoch keine Statements enthalt, die aber die von TListe ge-
erbte Methode TListe.concat Uberschreibt und dadurch ,,unwirksam* macht.

Die folgende Tabelle beschreibt die Benutzerschnittstelle des Objekttyps TF1FO.

Methode Bedeutung

CONSTRUCTOR Die FIFO-Warteschlange wird als leer initialisiert.
TFIFO.init;

PROCEDURE TFIFO.insert | Ein neues Element wird in die FIFO-Warteschlange aufgenommen.
(entry_ptr : Pentry);

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das einzutragende Element

PROCEDURE TFIFO.delete |Das Element, das sich am langsten in der FIFO-Warteschlange auf-
(entry_ptr - Pentry); |halt, wird an den Aufrufer zuriickgeliefert und aus der FIFO-
Warteschlange entfernt.
Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu entfernende Element

FUNCTION Die Funktion liefert die Anzahl der Eintrage, die gegenwartig in der
TFIFO.count: INTEGER; FIFO-Warteschlange stehen.
FUNCTION Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls das durch entry_ptr
TFIFO. is_member adressierte Element in der FIFO-Warteschlange vorkommt, ansons-
(entry_ptr - Pentry) : |io, den \Wert FALSE.
BOOLEAN;

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu tberprufende Element
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PROCEDURE TFIFO.for_all | Aufalle zur Zeit in der FIFO-Warteschlange eingetragenen Elemen-
(proc : Tfor_all_proc); |te wird die Operation (Elementmethode) proc angewendet
Bedeutung des Parameters:
proc anzuwendende Elementmethode

PROCEDURE TFIFO.show; Alle zurzeit in der FIFO-Warteschlange vorkommenden Elemente
werden angezeigt.

DESTRUCTOR TFIFO.done; Die FIFO-Warteschlange wird aus dem System entfernt.

Abbildung 5.1.1-2 zeigt die interne Struktur der Implementierung eines Objekts vom Objekit-
typ TFIFO. Sie besteht aus zwei Verweisen, ndmlich auf den Anfang bzw. das Ende der Liste,
einer Komponente, die die aktuelle Anzahl an Eintragen festhalt, und jeweils vor- und riick-
wartsverketteten Adressverweisen auf die Elemente der FIFO-Warteschlange. Die Rick-
wartsverkettung wird in TF1FO.delete verwendet, um direkt den nun als ndchsten zu ent-
fernenden Eintrag zu erhalten.

=R ={Objekt) Eintrag

&(0Objekt) Eintrag

™ &(Objekt) Eintrag

#=(0bjekt) Eintrag

= =(Objekt) Eintrag

Objekt FIFO

Abbildung 5.1.1-2: FIFO-Warteschlange

Der Aufwand, den ein jeweiliger Methodenaufruf benétigt, falls die FIFO-Warteschlange be-
reits n Elemente enthalt, entspricht bis auf die Ausfuhrung der Methode TF1FO.delete dem
entsprechenden Aufwand bei TListe. Ein Aufruf der Methode TFIFO.delete ist von der
Ordnung O(1).
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C. Datenstruktur Stack (Objekttyp TStack)

Die Datenstruktur Stack behandelt ihre Eintrdge nach dem last-in-first-out-Prinzip, d.h. derje-
nige Eintrag wird durch die Operation delete entfernt, der zuletzt eingetragen wurde.

Die interne Struktur eines Objekts vom Objekttyp TStack besteht aus einem Verweis, ndm-
lich auf den Anfang der Liste, einer Komponente, die die aktuelle Anzahl an Eintréagen fest-
hélt, und jeweils vorwartsverketteten Adressverweisen auf die Elemente des Stacks wie im
Objekttyp TListe. Die Methode TListe.concat wird wieder durch eine ,,leere* Methode
TStack.concat ersetzt, weil sie konzeptionell in der Datenstruktur Stack nicht vorkommit.

Die Benutzerschnittstelle des Objekttyps TStack lautet:

Methode Bedeutung

CONSTRUCTOR Der Stack wird als leer initialisiert.
TStack.init;

PROCEDURE TStack. insert |Ein neues Element wird in den Stack aufgenommen.
(entry_ptr : Pentry);

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das einzutragende Element

PROCEDURE TStack.delete |Das Element, das zuletzt in den Stack eingefiigt wurde, wird an den
(entry_ptr - Pentry); | Aufrufer zuriickgeliefert und aus dem Stack entfernt.
Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu entfernende Element

FUNCTION Die Funktion liefert die Anzahl der Eintrage, die gegenwartig im
Tstack.count: INTEGER; |Stack stehen.
FUNCTION Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls das durch entry ptr
TStack. is_member adressierte Element im Stack vorkommt, ansonsten den Wert
(entry_ptr : Pentry) : FALSE
BOOLEAN; '

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu Uberpriifende Element

PROCEDURE TStack.for_all | Auf alle zur Zeit im Stack eingetragenen Elemente wird die Opera-

(proc : Tfor_all_proc); |tjon (Elementmethode) proc angewendet
Bedeutung des Parameters:
proc anzuwendende Elementmethode

PROCEDURE TStack.show; | Alle zurzeit im vorkommenden Elemente werden angezeigt.

DESTRUCTOR TStack.done; | Der Stack wird aus dem System entfernt.

Bezuglich des Aufwands, den ein einziger Methodenaufruf benétigt, falls der Stack bereits n
Elemente enthélt, gelten dieselben Abschatzungen wie bei der FIFO-Warteschlange.
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5.1.2 ARRAY-basierte Listenstrukturen

In Kapitel 5.1.1 wurden Beispiele linearer Datenstrukturen vorgestellt, die auf dem Objekttyp
TListe basieren und die Handhabung variabel langer Listen ermdglichen, indem nach Bedarf
dynamisch neue Listeneintrage erzeugt oder bisherige Listeneintrage entfernt werden. Im vor-
liegenden Kapitel werden Beispiele linearer Datenstrukturen behandelt, die auf einer Imple-
mentierung als ARRAY basieren, ndmlich die Datenstrukturen Vektor, Matrix, beschrankter
Puffer und Hashtabelle. Wegen ihrer strukturellen Ahnlichkeit werden sie in einer

UNIT ARRAY_basierte_Liste implementiert; anschliefend werden wieder Erlduterungen
gegeben:

UNIT ARRAY_ basierte_ Liste;

INTERFACE

USES Element,
Listenstrukturen,

SysUtils;
CONST max_dimension = ...; { maximale Dimension einer Matrix }
TYPE PVektor = ~TVektor;
TVektor = OBJECT
PRIVATE
dimension : INTEGER;
{ ... des Vektors }
size - INTEGER;
{ GroRke (in Bytes) eines Eintrags }
vektor : Pointer;
{ Verweis auf den Vektor }
PUBLIC
CONSTRUCTOR init (n : INTEGER;
VAR OK : BOOLEAN);
FUNCTION v (i : INTEGER) : INTEGER;
PROCEDURE setze (i - INTEGER;
wert : INTEGER);
DESTRUCTOR done;
END;
PPointerVektor = ~TPointerVektor;
TPointerVektor = OBJECT (TVektor)
PUBLIC
FUNCTION v (i : INTEGER) : Pointer;
PROCEDURE setze (i - INTEGER;

wert : Pointer);
END;
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PMatrix = ~TMatrix;
TMatrix = OBJECT
PRIVATE
dimension_zeilen : INTEGER;
dimension_spalten : INTEGER;
{ ... Anzahl der Zeilen und Spalten der Matrix }
zeilen - Pointer;
{ Verweis auf das ARRAY der Zeilen }
PUBLIC
CONSTRUCTOR init (n_zeilen : INTEGER;
m_spalten : INTEGER;
VAR OK : BOOLEAN);
FUNCTION m (i : INTEGER;
J - INTEGER) : INTEGER;
PROCEDURE setze (i - INTEGER;
I : INTEGER;
wert : INTEGER);
DESTRUCTOR done;
END;
PPointerMatrix = ~TPointerMatrix;
TPointerMatrix = OBJECT (TMatrix)
PUBLIC
FUNCTION m (i : INTEGER;
J - INTEGER) : Pointer;
PROCEDURE setze (i - INTEGER;
J > INTEGER;
wert : Pointer);
END;
PPuffer = ~TPuffer;
TPuffer = OBJECT (TPointerVektor)
PRIVATE
start_idx : INTEGER;
{ Position des aktuell ersten Eintrags im Puffer }
end_idx . INTEGER;

{ Position des ersten freien Eintrags im Puffer }
empty_flag : BOOLEAN;

{ Anzeige eines leeren Puffers }
PUBLIC
CONSTRUCTOR init (m : INTEGER;

VAR OK : BOOLEAN);

PROCEDURE insert (entry_ptr : Pentry);
PROCEDURE delete (VAR entry ptr : Pentry);
FUNCTION count : INTEGER;
FUNCTION is_member (entry_ptr : Pentry)

BOOLEAN;
PROCEDURE for_all (proc : Tfor_all _proc);
PROCEDURE show; VIRTUAL;

END;

THashfunktion = FUNCTION (entry_ptr : Pentry) : INTEGER;
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PHashtab
THashtab

ATHashtab;
OBJECT (TPuffer)
PRIVATE
hash : THashfunktion;
PUBLIC
CONSTRUCTOR init (m - INTEGER;
Tkt : THashfunktion;
VAR OK : BOOLEAN);
PROCEDURE insert (entry_ptr : Pentry);
PROCEDURE delete (entry_ptr : Pentry);
FUNCTION count : INTEGER;
FUNCTION is_member (entry ptr : Pentry)
- BOOLEAN;
PROCEDURE for_all (proc : Tfor_all_proc);
FUNCTION choose (entry_ptr: Pentry;
flag : TList_flag)
: Pentry;

PROCEDURE show; VIRTUAL;
DESTRUCTOR done;
END;

{ B S R S R e R e S e S S R S R SR AT S S e S S e S S e e S e S R S S e S S S e S e e e e e e e e e }

IMPLEMENTATION

TYPE Zeilen_ARRAY
Spalten_ARRAY

ARRAY[1..max_dimension] OF Pointer;
ARRAY[1..max_dimension] OF INTEGER;

TPuffer_ARRAY

ARRAY [O..(max_dimension-1)] OF Pointer;

CONSTRUCTOR TVektor.init (n - INTEGER;
VAR OK : BOOLEAN);

BEGIN { TVektor.init }
OK := TRUE;
vektor := NIL;
IF (n >= 1) AND (n <= max_dimension)
THEN BEGIN
IF SizeOf (INTEGER) > SizeOf (Pointer)
THEN size := SizeOf (INTEGER)
ELSE size := SizeOf (Pointer);
dimension := n;
TRY GetMem (vektor, size * dimension);
EXCEPT ON EOutOfMemory DO OK := FALSE;
END;
END
ELSE OK := FALSE;
END { TVektor.init };
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FUNCTION TVektor.v (i : INTEGER) : INTEGER;

BEGIN { TVektor.v }
IF (i >= 1) AND (1 <= dimension)
THEN v := Spalten_ARRAY(vektor™)[i];
END { TVektor.v };

PROCEDURE TVektor.setze (i : INTEGER;
wert : INTEGER);

BEGIN { TVektor.setze }

IF (i >= 1) AND (i <= dimension)

THEN Spalten_ARRAY(vektor™)[i] := wert;
END  { TVektor.setze };

DESTRUCTOR TVektor.done;

BEGIN { TVektor.done }

IF vektor <> NIL

THEN FreeMem (vektor, size * dimension);
END  { TVektor.done };

FUNCTION TPointerVektor.v (i : INTEGER) : Pointer;

BEGIN { TPointerVektor.v }
IF (i >= 1) AND (i <= dimension)
THEN v := Zeilen_ARRAY(vektor™M)[i];
END  { TPointerVektor.v };

INTEGER;
Pointer);

PROCEDURE TPointerVektor.setze (i
wert

BEGIN { TPointerVektor.setze }

IF (i >= 1) AND (i <= dimension)

THEN Zeilen_ARRAY(vektor™)[i] := wert;
END { TPointerVektor.setze };

CONSTRUCTOR TMatrix.init (n_zeilen : INTEGER;
m_spalten : INTEGER;
VAR OK : BOOLEAN);

VAR idx : INTEGER;
Jdx : INTEGER;

BEGIN { TMatrix.init }
OK := TRUE;
IF (n_zeilen >= 1) AND (n_zeilen <= max_dimension)
AND (m_spalten >= 1) AND (m_spalten <= max_dimension)
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THEN BEGIN
zeilen = NIL;
dimension_zeilen := n_zeilen;
dimension_spalten := m_spalten;

TRY GetMem (zeilen, SizeOf(Pointer) * dimension_zeilen);
EXCEPT ON EOutOfMemory DO OK := FALSE;

END;
IF OK AND (zeilen <> NIL)
THEN BEGIN
FOR 1dx = 1 TO dimension_zeilen DO
BEGIN
New(PVektor(Zeilen_ARRAY(zeilen™)[idx]),
init (dimension_spalten, 0OK));
IF NOT OK
THEN BEGIN
FOR jdx = 1 TO idx - 1 DO
Dispose
(PVektor(Zeilen_ARRAY(zeilen™)[jdx]),
done);
FreeMem (zeilen,
SizeOF(Pointer)*dimension_zeilen);
zeilen := NIL;
Break;
END;
END;
END;
END

ELSE OK := FALSE;
END { TMatrix.init };

FUNCTION TMatrix.m (i : INTEGER;
j : INTEGER) : INTEGER;

BEGIN { TMatrix.m }
IF (i >= 1) AND (i <= dimension_zeilen)
AND (J >= 1) AND (J <= dimension_spalten)
THEN m := PVektor(Zeilen_ARRAY(zeilen™)[iD™-v(d);
END  { TMatrix.m };

PROCEDURE TMatrix.setze (i - INTEGER;
] . INTEGER;
wert : INTEGER);

BEGIN { TMatrix.setze }
IF (i >= 1) AND (1 <= dimension_zeilen)
AND (J >= 1) AND (J <= dimension_spalten)
THEN PVektor(Zeilen ARRAY(zeilen™)[1])".setze (J, wert);
END { TMatrix.setze };
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DESTRUCTOR TMatrix.done;
VAR i1dx : INTEGER;

BEGIN { TMatrix.done }
IF zeilen <> NIL
THEN BEGIN
FOR #dx := 1 TO dimension_zeilen DO
Dispose (PVektor(Zeilen ARRAY(zeilen™)[idx]), done);
FreeMem (zeilen, SizeOf(Pointer) * dimension_zeilen);

END;
END { TMatrix.done };
{ }
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INTEGER) : Pointer;

BEGIN { TPointerMatrix.m }
IF (i >= 1) AND (i <= dimension_zeilen)
AND (J >= 1) AND (J <= dimension_spalten)
THEN m := PPointerVektor(Zeilen ARRAY(zeilen™)[i]D"™.v():
END  { TPointerMatrix.m };

PROCEDURE TPointerMatrix.setze (i - INTEGER;
J - INTEGER;
wert - Pointer);

BEGIN { TPointerMatrix.setze }
IF (i >= 1) AND (i <= dimension_zeilen)
AND (J >= 1) AND (J <= dimension_spalten)
THEN PPointerVektor(Zeilen_ARRAY(zeilen™)[i])".setze (j, wert);
END  { TPointerMatrix.setze };

CONSTRUCTOR TPuffer.init (m : INTEGER; VAR OK : BOOLEAN);

BEGIN { Tpuffer.init }
INHERITED init (m, OK);

IF OK
THEN BEGIN
start_idx :=0
end_idx =0
empty flag = T
END;

END { TPuffer.init };
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PROCEDURE TPuffer.insert (entry ptr : Pentry);

BEGIN { TPuffer.insert }

end_idx := (end_idx + 1) MOD dimension;

Tpuffer_ARRAY(vektor™)[end_idx] := entry_ptr;

IF empty_flag

THEN empty_flag := FALSE

ELSE IF end_idx = start_idx

THEN start_idx := (start_idx + 1) MOD dimension;

END { TPuffer.insert };

PROCEDURE TPuffer.delete (VAR entry ptr : Pentry);

BEGIN { TPuffer.delete }
IF NOT empty_flag
THEN BEGIN
entry ptr := Tpuffer_ARRAY(vektor™)[start _idx];
IF start_idx = end_idx THEN empty flag := TRUE;
start_idx := (start_idx + 1) MOD dimension;
END;
END  { TPuffer.delete };

FUNCTION TPuffer.count : INTEGER;

BEGIN { TPuffer.count }
IF empty_ flag
THEN count := 0
ELSE BEGIN
IF start_idx <= end_idx
THEN count := end_idx - start_idx + 1
ELSE count := end_idx + 1 + dimension - start_idx;
END
END  { TPuffer.count };

FUNCTION TPuffer.is_member (entry_ptr : Pentry) : BOOLEAN;

VAR 1dx : INTEGER;
OK - BOOLEAN;

BEGIN { TPuffer.is_member }
OK := FALSE;
IF NOT empty_flag
THEN BEGIN
IF start_idx <= end_idx
THEN FOR idx := start_idx TO end_idx DO
BEGIN
IF TPuffer_ARRAY(vektor™)[idx] = entry_ptr
THEN BEGIN
OK := TRUE;
Break;
END;
END
ELSE BEGIN
FOR idx = 0 TO end_idx DO
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IF TPuffer_ ARRAY(vektor™M)[idx] = entry ptr
THEN BEGIN
OK := TRUE;
Break;
END;
IF NOT OK
THEN FOR idx := start_idx TO dimension - 1 DO
IF TPuffer_ARRAY(vektor™)[idx] = entry ptr

THEN BEGIN
OK := TRUE;
Break;
END;
END;
END;
is_member := OK;

END  { TPuffer.is_member };

PROCEDURE TPuffer.for_all (proc : Tfor_all _proc);

VAR 1dx : INTEGER;
OK - BOOLEAN;

BEGIN { TPuffer.for_all }
IF NOT empty_flag
THEN BEGIN
IF start_idx <= end_idx
THEN FOR idx := start_idx TO end_idx DO
proc(Pentry(TPuffer_ ARRAY(vektor™)[idx]))
ELSE BEGIN
FOR idx := 0 TO end_idx DO
proc(Pentry(TPuffer_ARRAY(vektor™)[idx]));
FOR idx := start_idx TO dimension - 1 DO
proc(Pentry(TPuffer_ARRAY(vektor™)[idx]));
END;
END;
END  { TPuffer.for_all };

PROCEDURE TPuffer.show;
VAR 1dx : INTEGER;

BEGIN { TPuffer.show };
IF NOT empty_flag
THEN BEGIN
IF start_idx <= end_idx
THEN FOR idx := start_idx TO end_idx DO
Pentry(TPuffer_ARRAY(vektor™M)[idx])".display
ELSE BEGIN
FOR idx := 0 TO end_idx DO
Pentry(TPuffer_ARRAY(vektorM) [idx])".display;
FOR idx := start_idx TO dimension - 1 DO
Pentry(TPuffer_ARRAY(vektorM) [idx])".display;
END;
END;
END  { TPuffer.show };
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S
CONSTRUCTOR THashtab.init (m - INTEGER;

fkt : THashfunktion;

VAR OK : BOOLEAN);
VAR i1dx : INTEGER;

list_ptr - PListe;

BEGIN { THashtab.init }
INHERITED init(m, OK);
IF OK
THEN BEGIN
FOR idx = 0 TO m-1 DO
BEGIN
New (list_ptr, init);
TPuffer_ARRAY(vektor™)[idx] := list ptr;
END;
hash := fkt;
END;
END { THashtab.init };

PROCEDURE THashtab.insert (entry_ptr : Pentry);

VAR list_ptr : PListe;

BEGIN { THashtab.insert }
list ptr := TPuffer_ ARRAY(vektor”™)[hash(entry ptr)];
list ptr™.insert (entry ptr);

END { THashtab.insert };

PROCEDURE THashtab.delete (entry_ptr : Pentry);

VAR list_ptr : PListe;

BEGIN { THashtab.delete }
list ptr := TPuffer_ARRAY(vektor”™)[hash(entry ptr)];
list_ptr~.delete (entry_ptr);

END { THashtab.delete };

FUNCTION THashtab.count : INTEGER;

VAR list_ptr : PListe;

1dx - INTEGER;
i - INTEGER;
BEGIN { THashtab.count }
i := 0;
FOR idx = 0 TO dimension - 1 DO
BEGIN
list ptr := TPuffer_ARRAY(vektor™M)[idx];
i = i1 + list_ptr™.count;

END;
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count := 1;
END { THashtab.count };

FUNCTION THashtab.is_member (entry_ptr : Pentry) : BOOLEAN;

VAR list_ptr : PListe;
1dx - INTEGER;

BEGIN { THashtab.is_member }
is_member := FALSE;
FOR idx = 0 TO dimension - 1 DO

BEGIN
list ptr := TPuffer_ARRAY(vektor™)[idx];
is_member := list ptr~.is_member(entry ptr);
END;

END { THashtab.is_member };

PROCEDURE THashtab.for_all (proc : Tfor_all _proc);

VAR list _ptr : PListe;
1dx - INTEGER;

BEGIN { THashtab.for_all }
FOR 1dx := 0 TO dimension - 1 DO

BEGIN
list ptr := TPuffer_ARRAY(vektor™)[1dx];
list_ptr~._for_all(proc);

END;

END { THashtab.for_all };

FUNCTION THashtab.choose (entry ptr: Pentry;
flag : TList_flag) : Pentry;

VAR Ist : PListe;

BEGIN { THashtab.choose }
Ist := TPuffer_ARRAY(vektor”™)[hash(entry ptr)];
choose := Ist”~._choose (flag);

END { THashtab.choose };

PROCEDURE THashtab.show;

VAR list_ptr : PListe;
idx - INTEGER;

BEGIN { THashtab.show }
FOR 1dx = 0 TO dimension - 1 DO
BEGIN
list ptr := TPuffer_ARRAY(vektor™)[idx];
list ptr~.show;
END;
END  { THashtab.show };
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DESTRUCTOR THashtab.done;

VAR 1dx : INTEGER;
list_ptr - PListe;

BEGIN { THashtab.done }
IF vektor <> NIL
THEN FOR idx = O TO dimension - 1 DO
BEGIN
list ptr := TPuffer_ ARRAY(vektor™)[idx];
list ptr~.done;
END;
INHERITED done;
END { THashtab.done };

{ B AR R o R S R SR AR AR S R R S R R R R AR AR A e e S S S S S e S e S R R R (R AR O R e }

END.

A. Dynamisch festgelegter Vektor bzw. festgelegte Matrix

Die meisten Programmiersprachen erlauben es nicht, Vektoren und Matrizen zu deklarieren,
deren Dimensionen erst wahrend der Laufzeit festgelegt werden (dynamisch festgelegte AR-
RAYS). Es werden daher Objekttypen bereitgestellt, die diesem Manko in eingeschrankter
Weise Abhilfe verschaffen. Die UNIT ARRAY_basierte_Liste enthdlt dazu zunachst Ob-
jekttypen, deren Methoden Matrixoperationen fir ein- bzw. zweidimensionale INTEGER-
und Pointer-Matrizen bereitstellen, deren Dimension erst wahrend der Laufzeit festge-
legt wird. Es besteht jedoch die Restriktion, dass die aktuelle Dimension einer derartigen
Matrix eine feste MaximalgrofRe nicht Uberschreitet. Der Interfaceteil stellt diese Maxi-
malgrolle in einer Konstanten max_dimension zur Verfligung. Die Objekttypen heil3en
TVektor, TPointerVektor, TMatrix bzw. TPointerMatrix.
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Die Benutzerschnittstelle des Objekttyps TVektor lautet:

Methode Bedeutung

CONSTRUCTOR TVektor.init |Der Vektor wird mit der angegebenen Anzahl an INTEGER-

(n * INTEGER; Elementen initialisiert.
VAR OK : BOOLEAN);

Bedeutung der Parameter:

n Dimension des Vektors, 1 <n <max_dimension
OK = TRUE steht fiir die erfolgreiche Initialisierung

FUNCTION TVektor.v Die Funktion liefert die i-te Komponente des Vektors.
(i : INTEGER) :
INTEGER;
Bedeutung des Parameters:

1 Nummer der Komponente

PROCEDURE TVektor.setze |Die Funktion setzt die i-te Komponente des Vektors auf den ange-

(@ - INTEGER; gebenen Wert.
wert : INTEGER);
Bedeutung der Parameter:

1 Nummer der Komponente
wert neuer Wert der Komponente

DESTRUCTOR TVektor.done; | Der Vektor wird aus dem System entfernt.

Zur Einrichtung eines Vektors mit n INTEGER-Komponenten mit 1 < n < max_dimension
wird im Konstruktor des Vektors dynamisch der erforderliche Speicherplatz angefordert und
spater im Destruktor wieder freigegeben. Falls es bei der Speicheranforderung zu einem Feh-
ler kommt (Exception EOutOfMemory) oder die Angabe n auRerhalb des zuldssigen Wertebe-
reichs liegt, wird der Riickgabeparameter OK auf FALSE gesetzt. Es wird gleich so viel Spei-
cherplatz vereinbart, dass er auch zur Aufnahme eines Vektors aus n Pointern ausreicht. Die
GroRe (in Bytes) eines Eintrags im Vektor wird in der Komponente size festgehalten. Der
Zugriff auf eine Komponente des Vektors erfolgt Gber den Verweis, der bei Einrichtung in der
Komponente vektor im PRIVATE-Teil des Objekttyps TVektor abgelegt wurde, durch Ty-
pisierung mit dem Datentyp

TYPE Spalten_ARRAY = ARRAY[1..max_dimension] OF INTEGER;

Die i-te Komponente des Vektors ist Spalten_ARRAY(vektor™)[i].

Zur Deklaration eines Vektors aus n Pointern wird der Objekttyp TPointerVektor verwen-
det. Er unterscheidet sich nicht in seiner Benutzerschnittstelle vom Objekttyp TVektor. Le-
diglich die Implementierungen der Zugriffsmethoden berlicksichtigen INTEGER- bzw.
Pointer-Eintrage.
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Die Benutzerschnittstelle des Objekttyps TMatrix lautet:

Methode Bedeutung

CONSTRUCTOR TMatrix.init |Die Matrix wird mit der angegebenen Anzahl an INTEGER-

(n_zeilen - INTEGER; Elementen initialisiert.
m_spalten : INTEGER;

VAR OK : BOOLEAN);
Bedeutung der Parameter:

n_zeilen Anzahl der Zeilen der Matrix, 1 <n_zeilen <max_dimension
n_spalten Anzahl der Spalten der Matrix, 1 <n_spalten <max_dimension
OK = TRUE steht fur die erfolgreiche Initialisierung
FUNCTION TMatrix.m Die Funktion liefert die Komponente in der i-ten Zeile und j-ten
(i @ INTEGER; Spalte der Matrix.
j - INTEGER) :
INTEGER;
Bedeutung der Parameter:
i Zeilennummer
J Spaltennummer
PROCEDURE TMatrix.setze |Die Funktion setzt die Komponente in der i-ten Zeile und j-ten
@G : INTEGER; Spalte der Matrix auf den angegebenen Wert.
j : INTEGER

wert - INTEGER);
Bedeutung der Parameter:

i Zeilennummer
] Spaltennummer
wert neuer Wert der Komponente

DESTRUCTOR TMatrix.done; ] Die Matrix wird aus dem System entfernt.

Auf ahnliche Weise wie ein Vektor wird eine wahrend der Laufzeit dynamisch vereinbarte

(n, m)-Matrix implementiert (TMatrix fur eine INTEGER-Matrix, TPointerMatrix flr eine
Matrix mit Pointer-Eintragen). Zur Adressierung der n Zeilen der Matrix wird Speicher-
platz angefordert, der ein ARRAY aus n Pointern aufnehmen kann; er wird (ber die Kompo-
nente zei len im PRIVATE-Teil des Objekttyps TMatrix adressiert. Der i-te Verweis dieses
ARRAYs zeigt auf die i-te Zeile der Matrix, die ihrerseits als dynamisch eingerichtetet Vektor
vom Objekttyp TVektor mit jeweils m Elementen behandelt wird.

Die i-te Zeile der Matrix ist somit der VVektor

PVektor(Zeilen_ARRAY(zeilen™)[i]) bzw.
PPointerVektor(Zeilen_ARRAY(zeilen™)[i]).

Das Lesen bzw. Setzen des Matrixelements in der i-ten Zeile und j-ten Spalte erfolgt tber die
Methoden des Objekttyps TVektor:
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PVektor(Zeilen_ARRAY(zeilen™)[i]D"™-v(),
PVektor(Zeilen_ARRAY(zeilen™)[i])".setze (J, wert)

bzw.
PPointerVektor(Zeilen_ARRAY(zeilen™)[1D™-v(),
PPointerVektor(Zeilen_ARRAY(zeilen™)[1])".setze (J, wert).

B. Beschrankter Puffer

Ein beschrankter Puffer ist eine Liste, die bei der Initialisierung mit m leeren Platzen einge-
richtet und dann m Eintrdge aufnehmen kann. Wird versucht, einen weiteren Eintrag aufzu-
nehmen, wird ein bereits im Puffer vorhandener Eintrag tberschrieben. Es liegt also in der
Verantwortung des Anwenders daftr zu sorgen, dass der Puffer nicht ,,uberlauft*.

In der oben angegebenen Implementierung des Objekttyps TPuffer in der

UNIT ARRAY_ basierte_Liste wird ein dynamisch angelegtes ARRAY verwendet. Wegen
des speziellen Umgangs mit den Indizes (z.B. Nummerierung von 0 bis m—1 bei m Eintra-
gen) wird hier nicht ein dynamisch vereinbarter Vektor vom Objekttyp TPointerVektor
genommen.

Der Maximalwert fur die Anzahl der verwalteten Puffereintrdge wird als Konstante im Inter-
faceteil der UNIT definiert:

CONST max_dimension = ...;

Bei der Initialisierung wird ein ARRAY angelegt, das m Pointer aufnehmen kann (indiziert
von 0 bis m—1). Zur Realisierung dieses Ansatzes wird der Objekttyp Tpuffer als direkter
Nachfahre des Objekttyps TPointerVektor implementiert. Die Komponente vektor eines
Objekts vom Typ TPuffer adressiert dieses ARRAY (aus TPointervektor). Es enthélt
Pointer auf diejenigen Eintrage, die sich gerade im Puffer befinden, genauer: in der Puffer-
verwaltung. Der gegenwartige Wert der Komponente start_idx indiziert die Position im
ARRAY, die den Pointer auf den Eintrag enthélt, der als n&chstes aus der Pufferverwaltung ent-
fernt werden soll. Entsprechend indiziert die Komponente end_idx die Position im

ARRAY, die den Pointer auf den zuletzt aufgenommenen Eintrag. Abbildung 5.1.2-1 zeigt ty-
pische Belegungssituationen des Puffers.
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Abbildung 5.1.2-1: Beschrankter Puffer
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Die folgende Tabelle prézisiert die Methodenbeschreibung des Objekttyps TPuffer.

Methode Bedeutung

CONSTRUCTOR Der beschrankte Puffer wird als leer initialisiert.
TPuffer.init

(m : INTEGER;
VAR OK : BOOLEAN);

Bedeutung der Parameter:
m Grolie des beschrankten Puffers, 1 <m <max_dimension
OK = TRUE steht fiir die erfolgreiche Initialisierung

PROCEDURE TPuffer.insert | Ein neues Element wird in den beschrankten Puffer aufgenommen.
(entry_ptr : Pentry);

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das einzutragende Element

PROCEDURE TPuffer.delete | Das Element, das sich am langsten im beschrinkten Puffer aufhalt,
(entry_ptr - Pentry); |wird an den Aufrufer zuriickgeliefert und aus dem beschrankten
Puffer entfernt.
Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu entfernende Element

FUNCTION Die Funktion liefert die Anzahl der Eintrage, die gegenwartig im
Tpuffer.count: INTEGER; | peschrankten Puffer stehen.
FUNCTION Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls das durch entry ptr
TPuffer.is_member adressierte Element im beschrankten Puffer vorkommt, ansonsten
(entry_ptr = Pentry) :|qo\wert FALSE.
BOOLEAN;

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu Uberpriifende Element

PROCEDURE Auf alle zur Zeit im beschrankten Puffer eingetragenen Elemente

TPuffer.for_all wird die Operation (Elementmethode) proc angewendet
(proc : Tfor_all_proc);

Bedeutung des Parameters:
proc anzuwendende Elementmethode

PROCEDURE TPuffer.show; |Alle zur Zeit im beschriankten Puffer vorkommenden Elemente
werden angezeigt.

Im Konstruktor TPuffer.init wird mit der von TPointerVektor geerbte Konstruktor
aufgerufen, der genau so viel Speicherplatz auf dem Heap anfordert, wie zur Aufnahme von m
Pointern erforderlich ist. Um einen Eintrag im ARRAY (ber einen Feldindex anzusprechen,
wird der bereitgestellte Speicherplatz mit einem ARRAY-Datentyp (berlagert (typisiert). Zu
beachten ist hierbei, dass in den Methoden des Objekttyps TPuffer das ARRAY von O bis
m—1 indiziert wird.

Da der Puffer maximal m Eintrdge enthélt, lasst sich hier der Aufwand, den ein jeweiliger
Methodenaufruf bendtigt, durch eine Konstante abschétzen. Zu beachten ist jedoch, dass ohne
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weitere Kontrollen durch den Benutzer eventuell im Puffer stehende Eintrage berschrieben
werden.

C. Hashtabelle

Eine Hashtabelle dient der Verwaltung von Elementen vom Objekttyp Tentry &hnlich einer
Liste. Bei einer Hashtabelle erweist sich das mittlere Laufzeitverhalten bei der delete-,
is_member- und Vop -Operation jedoch als wesentlich besser gegentiber der Implementation
des Objekttyps TListe. Eine Hashtabelle stellt eine Kombination aus einem beschrankten
Puffer und einer Liste dar.

Die obige UNIT zeigt eine Implementierung der Datenstruktur Hashtabelle durch den Objekt-
typ THashtab, die sich vom Objekttyp TPuffer ableitet. Ein Objekt vom Typ THashtab
wird als festes ARRAY mit m Eintragen (nummeriert von 0 bis m—1) implementiert, das tber
den Pointer vektor adressiert ist. Ein Eintrag in diesem ARRAY ist nun ein Pointer auf ein
Objekt vom Typ TListe.

Es gibt eine Abbildung h, die jedem Objekt vom Typ Tentry einen Wert aus [0.. m —1] Zu-

weist; diese Abbildung heilit Hashfunktion, der fir ein Objekt berechnete Wert dessen
Hashwert. Die Deklaration des Typs der Hashfunktion lautet

TYPE THashfunktion = FUNCTION (entry_ptr : Pentry) : INTEGER;

Der Anwender Ubergibt einem Objekt vom Typ THashtab die zu verwendende Hashfunktion
bei dessen Einrichtung durch den Konstruktor.

Der i-te Eintrag TPuffer_ARRAY (vektor”)[ i] in dem ARRAY adressiert diejenige Liste, in
die alle Objekte vom Typ Tentry aufgenommen werden, flr die die Hashfunktion den
Hashwert i liefert.

Das Verfahren wird in Abbildung 5.1.2-2 erldutert. Die zu verwaltenden Elemente vom Typ
Tentry werden hier durch Priméarschlissel identifiziert, die natlrliche Zahlen sind. Die
Hashfunktion liefert m=7 Hashwerte, ndmlich die Werte O, ..., 6. Ist obj ein Element mit
Primarschlissel poyj, SO wird sein Hashwert durch

h(obj) = (py,; mod m)

bestimmt. Der linke Teil der Abbildung zeigt ein Objekt vom Typ THashtab, nachdem nach-
einander die Elemente mit den Primarschlusseln 3, 13, 7, 1, 18, 25, 29 und 9 aufgenommen
wurden. Der rechte Teil zeigt die Hashtabelle nach Entfernen der durch 29, 3 und 18 reprasen-
tierten Elemente.
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Abbildung 5.1.2-2: Hashtabelle

Das dargestellte Verfahren wird als offenes Hashing bezeichnet: ein Element kann immer
aufgenommen werden, und zwar in die durch die Hashfunktion adressierte Liste, die ihrerseits
beliebig erweiterbar ist. Im Gegensatz dazu wird beim geschlossenen Hashing der gesamte
zur Verfugung stehende Speicherplatz bzw. die Anzahl der Eintrdge begrenzt: m Platze sind
dabei fur das durch vektor adressierte Datenobjekt vorgesehen. Hier wird ein Element an
der durch die Hashfunktion bestimmten Position eingetragen, wenn der Platz noch nicht be-
legt wird. Andernfalls wird das Element an einem freien Platz in einem ,,Uberlaufbereich®
abgelegt, dessen Grofle durch (b—1)-m Platze (mit einer Konstanten b) begrenzt ist. Insge-
samt konnen so in die Hashtabelle maximal n<m-b viele Elemente aufgenommen werden.
Beim geschlossenen Hashing stellt sich das Problem der Behandlung von Kollisionen, d.h.
der Entwicklung einer geeigneten Strategie, die festlegt, an welcher Position des Uberlaufbe-
reichs ein Element abgelegt wird, falls der Platz an der durch die Hashfunktion bestimmten
Position innerhalb des durch vektor adressierten Datenobjekts bereits belegt ist.

Die folgende Darstellung beschrankt sich auf das offene Hashing.
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Die Benutzerschnittstelle fiir den Objekttyp THashtab lautet:

Methode Bedeutung

CONSTRUCTOR Die Hashtabelle wird als leer initialisiert.
THashtab.init
(m : INTEGER;
fkt: THashfunktion;
VAR OK : BOOLEAN);
Bedeutung der Parameter:
m Anzahl moglicher Hashwerte; ein Hashwert liegt zwischen 0 und m -1,

1<m<max_dimension

Tkt Hashfunktion
OK = TRUE steht fur die erfolgreiche Initialisierung
PROCEDURE Ein neues Element wird in die Hashtabelle aufgenommen.

THashtab. insert
(entry_ptr : Pentry);
Bedeutung des Parameters:

entry_ptr Verweis auf das einzutragende Element

PROCEDURE Das adressierte Element wird an den Aufrufer zurtickgeliefert und

THashtab.delete aus der Hashtabelle entfernt.
(entry_ptr : Pentry);

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu entfernende Element

FUNCTION Die Funktion liefert die Anzahl der Eintrage, die gegenwartig in der
THashtab.count: Hashtabelle stehen.
INTEGER;
FUNCTION Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls das durch entry_ptr
THashtab. is_member adressierte Element in der Hashtabelle vorkommt, ansonsten den
(entry_ptr : Pentry) : Wert FALSE
BOOLEAN;

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu uberpriifende Element

PROCEDURE Auf alle zur Zeit in der Hashtabelle eingetragenen Elemente wird

THashtab.for_all die Operation (Elementmethode) proc angewendet
(proc : Tfor_all _proc);

Bedeutung des Parameters:
Proc anzuwendende Elementmethode

FUNCTION THashtab.choose |Bei jedem Aufruf wird ein Eintrag mit dem Hashwert von ent-

(entry_ptr - Pentry; ry_ptr geliefert, wobei param angibt, ob der erste Eintrag ermit-

parariw Pent;yTLlst_flag) telt werden soll (c_first), oder der néchste Eintrag seit dem letz-
’ ten Aufruf von choose (c_next).

PROCEDURE THashtab.show; | Alle zur Zeit in der Hashtabelle vorkommenden Elemente werden
angezeigt.

DESTRUCTOR Die Hashtabelle wird aus dem System entfernt.
THashtab.done;
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Die Hashfunktion bestimmt, in welche Liste der Hashtabelle ein neu aufzunehmendes Ele-
ment eingetragen wird. Bei ungunstiger Wahl der Hashfunktion werden viele Elemente in nur
wenige Listen aufgenommen. In diesem Fall ist das Laufzeitverhalten einer Hashtabelle nicht
besser als dasjenige der Datenstruktur TListe. Insbesondere werden im ungiinstigsten Fall
bei Vorhandensein von bereits n Elementen O(n) viele Teilschritte fur die einmalige Ausfih-

rung eines Aufrufs THashtab.delete ausgefihrt.

Die Hashfunktion ist besonders gut, wenn die einzutragenden Elemente mdglichst gleichma-
Rig Uber alle Listen verteilt werden. Es wird wieder angenommen, dass die zu verwaltenden
Elemente vom Typ Tentry durch Primérschlissel identifiziert werden, die natlrliche Zahlen
sind. Der Primarschlissel eines Elements obj sei popj. Als besonders geeignet haben sich
Hashfunktionen h der Form

h(0bj) = ( Py, mod m)

herausgestellt. Werden beispielsweise n Elemente mit Primarschlisseln O, ..., n — 1 in der
Hashtabelle verwaltet und ist n ein Vielfaches von m, so kommt bei dieser Hashfunktion jeder
Hashwert O, ..., m — 1 genauso haufig vor. Diese Beobachtung stimmt auch annahernd, wenn
n im Vergleich zu m groR, aber nicht unbedingt ein Vielfaches von m ist. Die Gute der Wahl
von m wird durch die jeweilige Anwendung beeinflusst.

Es soll nun das mittlere Laufzeitverhalten von n insert-, delete- und is_member-Operationen
auf einer anfangs leeren Hashtabelle betrachtet werden. Dabei werden an die Hashfunktion
folgende Bedingungen gestellt:

1. Die Berechnung eines Werts der Hashfunktion bendtigt konstanten Aufwand.
2. Die Hashfunktion verteilt alle einzufiigenden Elemente gleichmaRig tber das Intervall
[0..m—1], d.h. firr alle i und j aus dem Intervall [0..m 1] gilt:

h(i)=|n(i)l <1.

3. Samtliche mogliche einzufuigenden, zu entfernenden oder zu suchenden Elemente sind mit
gleicher Wahrscheinlichkeit Argument der nachsten Operation, d.h. gibt es u viele mogli-
che Elemente, so ist ein beliebiges Element mit Wahrscheinlichkeit 1/u Argument der k-

ten Operation.

Bezeichnet obj, das Element, das in der k-ten Operation (k = 1, ..., n) verwendet wird, dann
gilt unter diesen Voraussetzungen: P(h(obj, )=1i)=P(h(obj, )= j)=1/m (miti=0, .., m -1
und j =0, .., m—1), d.h. alle Listen werden in der k-ten Operation mit gleicher Wahrschein-
lichkeit 1/m ausgewahlt.
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Der Aufwand der (k +1)-ten Operation ist am grofiten, wenn alle vorherigen k Operationen
insert-Operationen waren und die (k +1) -te Operation eine delete- oder is_member-Operation

ist, wobei die durch den Hashwert des beteiligten Elements bestimmt Liste linear eventuell
komplett durchsucht wird.

Es gelte h(objk+l)= i, d.h. es wird auf die i-te Liste zugegriffen. Der Aufwand zur Durchfiih-
rung der (k +1)-ten Operation ergibt sich aus der Berechnung des Hashwerts (konstanter
Aufwand mit ¢, Rechenoperationen) und das lineare Durchsuchen der i-ten Liste. Enthalt die-
se j Eintrage und fallen pro Zugriff auf ein Listenelement ¢, Rechenoperationen an, so betragt
der Aufwand zur Durchfihrung der (k +1)-ten Operation hochstens c-(j +1) Rechenoperati-
onen mit ¢ =max{c,,c, }.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die i-te Liste nach der k-ten Operation die L&nge j besitzt, sei
P(I,(i)= j). Das bedeutet, dass fiir j Objekte in den vorherigen k Operationen die i-te Liste

(mit Wahrscheinlichkeit 1/m) und (k— j)-mal eine der anderen Listen (mit Wahrscheinlich-

keit 1—1/m) genommen wurde. Daher ist
. . k i k—j
20,00 1)< | trm)-a-3m)

Fir den mittleren Aufwand MA, , der (k +1)-ten Operation gilt dann unter Beachtung der

: S KY K
verallgemeinerten  binomischen Formel Z |-a’-b*T=(a+b) und der Formel
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Fur den mittleren Aufwand A, (n) alle n Operationen gilt daher:

Aavg(n)szn:MAkSC' n (1+EJ=C~(n+(nz_ﬁj<c.(n+2nz J

—~ m m m

Der Wert #=n/m gibt die mittlere Belegung einer Liste an, wenn sich n Elemente in der

Hashtabelle befinden. Dieser Wert wird auch mittlerer Belegungsfaktor genannt. Damit
folgt:

Der Erwartungswert fir den Aufwand einer Folge von n Einflige- und Zugriffsoperationen ist
von der Ordnung O((1+ 4/2)-n) mit g =n/m.

Die Bedingungen 1 und 2 lassen sich durch Hashfunktionen der Form h(x)=(x MOD m)

realisieren, wobei hierbei m sorgfaltig gewahlt werden muss (siehe [O/W]). Bedingung 3 ist
in der Praxis i.a. nicht leicht zu erreichen, da sie ein bestimmtes Verhalten des Benutzers der
Hashfunktion postuliert.

Wahlt man m zu Beginn hinreichend groR3, so l&sst sich die GréBe B =n/m in obiger Ab-

schatzung durch eine Konstante beschranken, so dass der obige Erwartungswert von der Ord-
nung O(n) ist. In der Implementierung TListe bendtigen n Aufrufe von TListe.delete

(nachdem n Elemente eingefiigt wurden) im ungunstigsten Fall O(nz) viele Verarbeitungs-
schritte.

Abschlielfend sei bemerkt, dass in der Literatur eine Reihe weiterer Hashverfahren beschrie-
ben wird (vgl. z.B. [O/W]).

5.1.3  Mengen und Teilmengensysteme einer Grundmenge

Pascal und andere Sprachen haben einen im Sprachkonzept vorgesehenen Mengentyp (Kapi-
tel 2.2.2). Eine Deklaration der Form

TYPE TMenge = SET OF typ;

erwartet, dass typ einen Ordinaltyp bezeichnet. Die tiblichen Mengenoperationen lassen sich
mit den definierten Operatoren realisieren. Sind beispielsweise die Variablen

VAR amenge : TMenge;
bmenge : TMenge;
cmenge : TMenge;
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deklariert, so erfolgt die Initialisierung der Menge amenge als leere Menge durch
amenge = [1;

Die Mengenoperationen v, m und \ lauten

cmenge := amenge + bmenge; { Vereinigung }
cmenge := amenge * bmenge; { Schnitt }
cmenge := amenge - bmenge; { Differenz }

Ist x eine Variable vom Typ der Elemente in amenge, etwa

VAR X : typ;

so realisiert

X IN amenge

die elementweise Enthaltenseinrelation € ; die Teilmengenrelation < ist durch
bmenge <= cmenge

erklart.

Viele Anwendungen erfordern Definitionsmdglichkeiten, in denen Mengen aus Objekten ei-
nes (allgemeinen) Objekttyps bestehen. Es ist daher ein Objekttyp TMenge erforderlich, der
die in Abbildung 5-2 beschriebenen Mengen mit entsprechenden Mengenoperationen zul&sst.
Eine Mdoglichkeit besteht darin, Mengen in Form von Listen wie in Kapitel 5.1.1 zu imple-
mentieren, d.h. als lineare Datenstruktur.

Im vorliegenden Kapitel wird eine Datenstruktur beschrieben, in der disjunkte Teilmengen
einer Grundmenge mit speziellen Mengenoperationen implementiert wird: Bei der Initiali-
sierung wird eine Teilmenge als leere Menge oder als Menge erzeugt, die genau ein Element
enthélt. Eine Grundoperation vereinigt zwei disjunkte Teilmengen zu einer weiteren Menge.
Typische Anwendungen fiihren auf eine als Union-Find-Struktur bezeichnete Datenstruktur.
Dazu gehdéren Algorithmen, die Mengenpartitionen gemaR einer Aquivalenzrelation manipu-
lieren, oder Algorithmen auf Graphen, z.B. bei der Suche von minimalen aufspannenden
Baumen in Kommunikationsnetzen.

Eine Union-Find-Struktur besteht aus einem Objekt, das disjunkte Teilmengen einer Grund-
menge enthalt; jede dieser Teilmengen enthélt als Elemente Objekte vom Typ Tentry (Ab-
bildung 5.1.3-1). Eine Union-Find-Struktur ist also ein Mengensystem.
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Die Implementierung erfolgt durch die Implementierung der im Mengensystem enthaltenen
Teilmengen als dynamisch erzeugt Objekte. Die Organisation der Teilmengen im Mengensys-
tem kann z.B. als Liste erfolgen; sie soll hier nicht weiter betrachtet werden. Vielmehr geht es
um eine flr die speziellen Operationen der Union-Find-Struktur geeignete Implementierung
der Teilmengen, fur die ein Objekttyp TUnion_Find deklariert wird.

Aus der Tatsache, dass mit disjunkten Teilmengen einer Grundmenge hantiert wird, eriibrigt
sich fir TUnion_Find die Operation m, da diese immer die leere Menge ergibt. Die init-
Operation initialisiert eine Teilmenge als leere Menge oder als einelementige Teilmenge der
Grundmenge; es muss ihr also als Parameter das eventuelle ,,Initialisierungselement” mitge-
geben werden, d.h. sie hat zur Erzeugung der Teilmenge das Aufrufformat init (a;). Dabei soll
vorausgesetzt werden, dass stets alle Initialisierungselemente neue, bisher noch nicht verwen-
dete Elemente der Grundmenge sind. Die init-Operation vergibt implizit auch eine Identifika-
tion fur die Teilmenge, indem ein Element représentativ fur die Teilmenge genommen wird.
Zunéchst wird als Identifikation der Teilmenge das Element genommen, das bei Initialisie-
rung als einelementige Menge in ihr enthalten ist (die leere Menge bekommt keine explizite
Identifikation, siehe Implementierung der Operationen). Das Element a; in einer Teilmenge
der Form T ={a,} dient also auch als Identifikation von T. Im Laufe der Lebensdauer einer

Teilmenge, wenn sie ndmlich mit anderen Teilmengen vereinigt wird und dann mehrere Ele-
mente enthalt, kann sich ihre Identifikation andern (siehe unten).
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{ Element
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) Element B
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Obj.éI;t Teilmeng
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i Element

Objekt Mengensystem

Abbildung 5.1.3-1: Union-Find-Struktur

In den Anwendungen ist es wichtig, fiir ein Element x die gegenwartige Identifikation derje-
nigen Teilmenge zu ermitteln, die x enthélt (diese ist eindeutig, da hier ja nur disjunkte Teil-
mengen der Grundmenge vorkommen). Dazu dient die Operation find (x). Zwei Elemente x
und y liegen bei find (x) = find (y) in derselben Teilmenge. Fir eine effiziente Implementie-
rung der find-Operation wird in die init-Operation ein Ruckgabewert eingebaut: init gibt ei-
nen Pointer auf die Représentation des Initialisierungselements in T zurtick, der vom Anwen-
der nicht geandert werden darf. Mit Hilfe dieses Pointers durchsucht ein Aufruf find (x) die
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Teilmenge nach deren Identifikation; der Pointer verweist auf die Reprasentation von x, da er
bei der Initialisierung der Teilmenge { x }, die x zum ersten Mal enthielt, so erzeugt wurde.

Als weitere Mengenoperation ist die Vereinigung T U S zweier Teilmengen T und S mdglich.
Durch die Annahmen (ber die init-Operation werden Vereinigungsoperationen nur mit dis-
junkten Mengen durchgeftuihrt. Die Operation union (T, S) bewirkt entweder T :=T US oder
S:=T uUS, je nachdem, ob T bzw. S mindestens so viele Elemente wie die andere Menge hat.
Gleichzeitig bekommt die Vereinigungsmenge die Identifikation von T bzw. von S, und die
andere Menge wird aus dem Mengensystem entfernt.

Auf eine Operation show, die die Elemente einer Teilmenge anzeigt, soll hier verzichtet wer-
den, da Teilmengen im Folgenden als nichtlinerare Datenstrukturen implementiert werden
und im Kapitel 5.2 entsprechende Implementierungen von show gezeigt werden.

Eine Teilmenge T = {al, an} der Grundmenge M kann konzeptionell als gerichteter Baum
mit durch Elemente markierten Knoten angesehen werden, wobei die Wurzel des Baums mit
einem der Elemente a; und die tbrigen Knoten mit a; mit j=i markiert sind. Von jedem
Knoten, der mit a; markiert ist, fuhrt ein Pfad Gber eine oder mehrere Kante zu dem mit a;
markierten Knoten. Das Element a; an der Wurzel stellt die Identifikation von T dar. Abbil-
dung 5.1.3-2 zeigt im oberen Teil Beispiele von Teilmengen S; ={ 1,7, 8,9}, S, ={ 2, 5, 10}
und Sz ={ 3, 4, 6} der Grundmenge M ={ 1, 2, ..., 10} und zwei prinzipielle Mdglichkeiten,
S, US, darzustellen. In diesem Beispiel sind die Elemente als Objekte natlrliche Zahlen. Die
oben beschriebene Operation union (S;, S;) zur Vereinigung zweier Teilmengen S; und S; bil-
det die linke Alternative in Abbildung 5.1.3-2 nach: Es wird diejenige Teilmenge S; an S; als
Unterbaum angehangt, die weniger Elemente enthalt.

In Abbildung 5.1.3-2 ist find (9) auf der Teilmenge S; das Element 1 und find (10) auf der
(linken Alternative) von S, US, das Element 1, ebenso wie find (2) oder find (8).

Die Annahmen fiihren auf folgende UNIT Unionfd zur Implementierung einer Union-Find-
Struktur auf einer Grundmenge aus Objekten vom Objekttyp Tentry. Die Teilmengen haben
den Objekttyp TUnion_Find. Wieder werden in einem Objekt vom Typ TUnion_Find die
in ihr enthaltenen Objekte nicht selbst, sondern Verweise auf die jeweiligen Objekte festge-
halten: Der untere Teil von Abbildung 5.1.3-2 zeigt die Implementierung fir eine einelemen-
tige Teilmenge und fur S, US,. Die Erzeugung der Elemente liegt wieder in der Kontrolle

der Anwendung. Alle weiteren Details konnen dem folgenden Code entnommen werden.

Die Implementierung des Destruktors TUnion_Find.done ist aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit nicht ausgefihrt; hierfr empfiehlt es sich namlich, die Eintrdge im Baum, die eine
Teilmenge ausmachen, zusatzlich vorwaérts zu verketten, damit sie von der Wurzel aus er-
reicht werden konnen.
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Objekt T : TUnion_Find

Abbildung 5.1.3-2: Teilmengen einer Grundmenge (Beispiel)




5.1 Lineare Datenstrukturen 195

UNIT Unionfd;
INTERFACE

USES Element;

TYPE PMengensystem = ~TMengensystem;
TMengensystem = OBJECT
{---}
END;
PUnion_Find = ~TUnion_Find;
TUnion_Find = OBJECT
PRIVATE

root_ptr : Pointer;
{ Verweis auf das Element,
das die Menge identifiziert }
anz : INTEGER;
{ Anzahl der Elemente der Menge}
PUBLIC
CONSTRUCTOR init (entry_ptr : Pentry;
VAR strukt _ptr : Pointer);
FUNCTION count : INTEGER;
DESTRUCTOR done; VIRTUAL;
END;

FUNCTION find (element _ptr : Pointer) : Pentry;

PROCEDURE Union (VAR T : PUnion_Find;
VAR S : PUnion_Find);
{ Bildet die Vereinigung von T und S in der Teilmenge, die
mindestens so viele Elemente wie die andere Teillmenge
enthalt, die dann entfernt wird }

{ ECE AR R R R R R R R R R R R R R AR AR S R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R S e e e e e e e e e }
IMPLEMENTATION

TYPE PUnion_Findentry = ~TUnion_Findentry;

TUnion_Findentry RECORD
entry_ptr : Pentry;
pred : PUnion_Findentry;
END;

CONSTRUCTOR TUnion_Find.init (entry_ptr > Pentry;
VAR strukt_ptr : Pointer);

BEGIN { TUnion_Find.init };
IF entry ptr = NIL

THEN BEGIN
root ptr = NIL;
anz = 0;
strukt_ptr := NIL;

END
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ELSE BEGIN
New (PUnion_Findentry(root_ptr));

PUnion_Findentry(root_ptr)”~.entry ptr := entry ptr;
PUnion_Findentry(root_ptr)”~.pred = NIL;
anz = 1;
strukt_ptr := root ptr;
END;

END { TUnion_Find.init };

FUNCTION TUnion_Find.count : INTEGER;

BEGIN { TUnion_Find.count }
count := anz;
END  { TUnion_Find.count };

DESTRUCTOR TUnion_Find.done;

BEGIN { TUnion_Find.done }

{---}
END { TUnion_Find.done };

FUNCTION find (element_ptr : Pointer) : Pentry;

VAR p : PUnion_Findentry;
g : PUnion_Findentry;

BEGIN { find }
p := element ptr;
WHILE p~.pred <> NIL DO
p = p~.pred;

find :

= p~.entry_ptr;
END { fin

.e
d}

PROCEDURE Union (VAR T : PUnion_Find;
VAR S : PUnion_Find);

VAR U : PUnion_Find;
V : PUnion_Find;

BEGIN { Union }

IF TM.anz >= S~_anz THEN BEGIN
U :
VvV :

END
ELSE BEGIN
U :
VvV :

END;

UN.anz = UN.anz + V™.anz;

PUnion_Findentry(V~.root_ptr)~.pred := UN.root ptr;

-
S

S
T
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Dispose (V, done);
V = NIL;

END  { Union };

END.

Die folgende Tabelle beschreibt die Benutzerschnittstelle von UNIT Unionfd.

Methode Bedeutung
CONSTRUCTOR Bei entry_ptr # NIL wird eine Teilmenge mit genau einem
TUnion_Find.init Element eingerichtet; bei entry_ptr = NIL wird die leere Menge
(entry_ptr : Pentry; erzeugt

VAR strukt_ptr
: Pointer);
Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das Element der erzeugten Teilmenge (bei entry_ptr #
NIL)
strukt_ptr  Verweis auf die Reprasentation der erzeugten Teilmenge (gestrichelte Li-
nie in Abbildung 5.1.3-2); der Wert darf vom Anwender nicht geéndert

werden
FUNCTION Die Funktion liefert die Anzahl der Eintrage, die sich gegenwartig
TUnion_Find.count: in der Teilmenge befinden.
INTEGER;
DESTRUCTOR Die Teilmenge wird aus dem System entfernt.
TUnion_Find.done;
FUNCTION find Die Funktion ermittelt einen Verweis auf das Element, das die
(element_ptr : Pointer) |Teilmenge identifiziert, die das durch element_ptr adressierte
- Pentry; Element enthalt.

Bedeutung des Parameters:
element_ptr Verweis auf ein Element

PROCEDURE Union Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls das durch entry ptr

(VAR T: PUnion_Find; | adressierte Element im beschrankten Puffer vorkommt, ansonsten
VAR S: PUnion_Find); den Wert FALSE

Bedeutung des Parameters:
T bzw. S Verweise auf die zu vereinigenden Teilmengen

Es soll nun der Aufwand einer Folge von union- und find-Operationen, wie sie hier imple-
mentiert sind, abgeschétzt werden.

Die Eintrdge (vom Typ TUnion_Findentry) in einer Union-Find-Struktur, die eine Teil-
menge T représentiert, sind in Form eines Baums verkniipft, dessen Kantenrichtungen von
den Blattern eventuell Gber Zwischenknoten auf das Element verlaufen, das die Menge T
identifiziert; siehe Abbildung 5.1.3-2. Der Inhalt von root_ptr zeigt auf den Knoten, der
das die Menge T identifizierende Element verwaltet. Im Folgenden soll root_ptr nicht be-
ricksichtigt werden, wenn die H6he der Union-Find-Struktur zu einer Teilmenge T behandelt
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wird. Die Baume zu den Mengen S,, S,, S; bzw. S, US, in Abbildung 5.1.3-2 haben bei-
spielsweise dann die Hohen 2, 2, 2 bzw. 3. Es gilt die Aussage:

Bei der oben angegebenen Implementierung der Operation union (T, S) bleibt folgende Ei-
genschaft von Baumen erhalten: Hat eine Union-Find-Struktur zu einer Teilmenge T, die
durch eine Folge von Aufrufen der Methode init bzw. der Prozedur Union entstanden, die

Hohe h>1, so enthalt T mindestens 2" viele Elemente.

Fur h =1 stimmt die Aussage; die H6he h =1 entsteht nur bei der Initialisierung einer Union-
Find-Struktur mit einer einelementigen Menge.

Die Menge T sei durch die T :=T, UT, entstanden. Die zu T, gehdrende Union-Find-Struktur
habe die HOhe h,, die zu T, gehoérende Union-Find-Struktur die Hohe h,. T, habe mindestens
so viele Elemente wie T, . Fur T, und T,, die vorher erzeugt wurden, gelte die Aussage. Dann
gibt es drei Moglichkeiten:

Fall 1: Fur die H6he h der Union-Find-Struktur zu T gilt h=h, .
Dann ist [T| =[T,|+[T,| >[T,| > 2" * = 2",

Fall 2: Fir die Hohe h der Union-Find-Struktur zu T gilt h=h, .
Dann ist [T| = [T +[T,| > [T,|> 2" " = 2",

Fall 3: Fiir die Hohe h der Union-Find-Struktur zu T gilt h=max{h,h, }+1.
Da die Union-Find-Struktur zu T, unter die Wurzel der Union-Find-Struktur zu T, ge-
hangt wurde, ist h=h, +1. Damit ist wegen [T|>[T,|

T|=[T|+[T,|22:[T,|2 2. 2% = 2™ = 2",

Hieraus folgt umgekehrt: Beginnt man mit n Union-Find-Strukturen, die mit jeweils einem
Element a fur i=1,...,n initialisiert werden, und fiihrt anschlie3end eine Folge von union-

Operationen aus, bis die n-elementige Menge T :{ai, a } entsteht, so haben alle zwi-

ey Ay

schenzeitlich entstehenden Union-Find-Strukturen eine Hohe h mit h < Llogz(n)j+1, so dass

eine find-Operation mit einem Objekt dieser Union-Find-Struktur dann héchstens O(log(n))
Schritte bendétigt.

Eine alternative Mdoglichkeit zur Entscheidung, welche Teilmenge als Ergebnismenge der
union-Operation genommen wird, ist nicht die Anzahl der Elemente in den Teilmengen, son-
dern die HOohen der Bédume, die die Teilmengen darstellen. Dadurch gilt ebenfalls die obige
Komplexitatsabschétzung.
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Eine Verbesserung besteht darin, einen Baum bei der find-Operation zu reorganisieren, da er
ja sowieso durchlaufen werden muss, mit dem Ziel, seine Hohe zu reduzieren, damit spatere
find-Operationen weniger aufwendig ablaufen. Daher wird in die Methode zur find-Operation
eine Pfadkompression eingebaut. Drei Ansétze sind in Abbildung 5.1.3-3 zu sehen. Die Ob-
jekte in einer Union-Find-Struktur werden wieder durch Knoten dargestellt, die mit dem Ob-
jekt bezeichnet sind. Das Objekt in der Wurzel ist die Identifikation einer Teilmenge. Es wer-
de find (x) aufgerufen, so dass der ,,Einstieg” in den Baum beim Objekt x erfolgt und ein Pfad
bis zur Wurzel (mit dem Objekt) v durchlaufen wird. Abbildung 5.1.3-3 zeigt das Beispiel ei-
ner Ausgangssituation, bei der auf dem Pfad von x nach v die Objekt y, z, w und u liegen.
Weitere mogliche Teilbdume unter den Objekten sind durch Dreiecke angedeutet.

Ansétze zur Pfadkompression in Abbildung 5.1.3-3 sind:

e Kollapsregel: Es werden alle Knoten auf dem Pfad von x zur Wurzel direkt unter die
Wurzel gehdngt. Da man die Wurzel erst finden muss, wird der Baum dabei zweimal
durchlaufen

e Pfad-Splitting: Wahrend des Durchlaufens des Pfads von x nach v wird jeder Knoten
(und der darunter hédngende Teilbaum) unter seinen tiberndchsten Nachfolger gehangt

e Pfad-Halbierung: Wahrend des Durchlaufens des Pfads von x nach v wird der i-te Kno-
ten bei ungeradem i (und der darunter hdngende Teilbaum) unter seinen lberndchsten
Nachfolger gehéngt; die Position innerhalb des Baum des i-te Knotens bei geradem i (und
der darunter hédngende Teilbaum) bleibt unverandert.

Die Bedeutung der Kollapsregel lasst sich in folgender Aussage zusammenfassen (siehe
[O/W], [AHU]):

Werden n init-Operationen zur Erzeugung einelementiger Teilmengen und anschlielend
hochstens n—1 union-Operationen, gemischt mit einer Reihe von find-Operationen durchge-
fuhrt, in der die Kollapsregel eingebaut ist, und ist die Gesamtanzahl der union- und find-
Operationen m>n, so erfordern alle Operationen zusammen einen Gesamtaufwand von
O(m-a(m, n)) Rechenschritten. Hierbei ist a(m, n) die (extrem langsam wachsende) inverse
Funktion zur Ackermann-Funktion. Es ist z.B. a(m,n)<3 fir n<2'®=65536 und
a(m,n)<4 fir alle praktisch auftretenden Werte von m und n, so dass «(m,n) als praktisch
konstant angesehen werden kann.

Bemerkung: Die Ackermannfunktion A(i, j) ist fur i >0 und j >0 definiert durch
AL, j)=2'fur j>0,
Ai,1)= Ai—1,2)firi>1,
A, j)=Ai—1, A, j—1))furi>1und j>1.
Die inverse Funktion zu A(i, j) lautet fir m>n>0:
a(m,n)=min{i|i>0und A(i,[m/n ) > log, (n)}.
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Die find-Operation mit Kollapsregel lautet:
FUNCTION find (element_ptr : Pointer) : Pentry;

VAR p : PUnion_Findentry;
g : PUnion_Findentry;
u : PUnion_Findentry;

BEGIN { find }
p := element ptr;
WHILE p~.pred <> NIL DO
p = p~.pred;

{ Kollapsregel }
q := element_ptr;
WHILE q <> p DO
BEGIN
u
g’ -pred
q
END;

N _pred

1
C T QO

find = p~.entry_ptr;
END  { find };
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Abbildung 5.1.3-3: Pfadkompression
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5.2 Nichtlineare Datenstrukturen

Unter einer nichtlinearen Datenstruktur werden alle Ubrigen Datenstrukturen zusammenge-
fasst. Dazu gehdren insbesondere diejenigen, auf denen Operationen definiert sind, die davon
Gebrauch machen, dass auf den Elementen der Datenstruktur eine Ordnungsrelation < mittels
eines Ordnungskriteriums bzw. Sortierkriteriums in den Elementen erkléart ist. Die genaue De-
finition der Ordnungsrelation wird in der Implementation des Objekttyps Tentry verborgen.
Zum Vergleich zweier Objekte wird der Objekttyp Tentry im Interfaceteil der

UNIT Element um Methoden kleiner, gleich und groesser erweitert, deren Imple-
mentierung im Implementationteil der Unit element liegt:

FUNCTION { Tentry. } kleiner (obj : Tentry) : BOOLEAN;

{ liefert den Wert TRUE, falls der Wert des eigenen
Ordnungskriteriums kleiner als der Wert des
Ordnungskriteriums im Objekts obj ist; andernfalls
wird FALSE zurickgegeben }

FUNCTION { Tentry. } gleich (obj : Tentry) : BOOLEAN;

{ liefert den Wert TRUE, falls der Wert des eilgenen
Ordnungskriteriums gleich dem Wert des
Ordnungskriteriums im Objekts obj ist; andernfalls
wird FALSE zurickgegeben }

FUNCTION { Tentry. } groesser (obj : Tentry) : BOOLEAN;

{ liefert den Wert TRUE, falls der Wert des eigenen
Sortierkriteriums groBRer als der Wert des
Sortierkriteriums im Objekts obj ist; andernfalls
wird FALSE zurickgegeben }

5.2.1  Prioritatsschlangen

Auf einer Prioritatsschlange sind die Operationen init, insert, delete, count, is_member und
min definiert (vgl. Abbildung 5-2).

Typische Anwendungen einer Prioritatsschlange sind das Fiihren einer Symboltabelle in ei-
nem Compiler (das Ordnungskriterium ist die lexikographische Reihenfolge der Namen), die
Verwaltung von Datensatzen in einer Datei, die durch einen Primérschlissel (Ordnungskrite-
rium) identifizierbar sind oder die Verwaltung prioritdtengesteuerter Warteschlangen in einem
Betriebssystem (das Ordnungskriterium ist die Prioritéat).

Bei der Realisierung einer Prioritatsschlange kann man die Ordnungsrelation auf den einzel-
nen Elementen nutzen. Beispielsweise bietet sich an, die Prioritatsschlange als geordnete (lU-
ckenlose) Tabelle mit aufsteigendem Ordnungskriterium in den Elementen zu implementie-
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ren, vorausgesetzt, die maximale Anzahl an Elementen ist von vornherein bekannt. Die Reali-
sierung der Operation min greift dann gerade auf den ersten Tabelleneintrag zu. Die Metho-
den, die die Operationen insert und delete implementieren, mussen sicherstellen, dass auch
nach ihrer Ausfuhrung alle Tabelleneintrage lickenlos in der Tabelle stehen und dass die
Ordnung der Elemente in der Tabelle erhalten bleibt. Die Methode fiir die Operation insert
muss also das neu einzutragende Element an die richtige Position innerhalb der bereits in der
Prioritatsschlange vorhandenen Elemente einfiigen. Daher werden eventuell eine Reihe von
Tabelleneintragen, namlich diejenigen, die einen groReren Ordnungswert aufweisen als das
hinzuzufligende Element, auf die jeweils néchste Position verschoben. Eine Verschiebung von
Tabelleneintrégen, jetzt um eine Position nach vorn, ist in der Regel auch bei der zur Operati-
on delete gehdrenden Methode erforderlich. Die Methode zur Realisierung der Operation
iIs_member kann von der Ordnung der Tabelleneintrage Gebrauch machen, indem eine Binér-
suche auf der Tabelle durchgefuhrt wird.

Wegen des zeitlichen Aufwands bei der Durchfuhrung mehrerer insert- und delete-
Operationen in dieser Realisierung, der sich durch die Verschiebung der Tabelleneintrage
ergibt, sind jedoch andere Implementationen einer Prioritatsschlange vorzuziehen. Im Fol-
genden soll eine Prioritatsschlange als bindrer Suchbaum realisiert werden. Hierbei findet ein
Ausgleich zwischen dem Aufwand aller Operationen statt, die fiir eine Prioritatsschlange de-
finiert sind. Andere Methoden werden in der angegebenen Literatur beschrieben.

Ein binarer Suchbaum besteht aus einem Bindrbaum mit durch Werte des Ordnungskriteri-
ums markierten Knoten und gerichteten Kanten. Die Struktur des Baums berlcksichtigt die
Ordnungsrelation < der Elemente. Es gilt fir die Knotenmarkierung m jedes Knotens K: Alle
Knotenmarkierungen m; im linken Teilbaum unterhalb von K (das ist der Teilbaum, dessen
Wourzel der linke Nachfolger von K ist) erflillen die Bedingung m, <m, und alle Knotenmar-

Kierungen m, im rechten Teilbaum unterhalb von K (das ist der Teilbaum, dessen Wurzel der
rechte Nachfolger von K ist) erfullen die Bedingung m_>m.

Abbildung 5.2.1-1 zeigt einen bindren Suchbaum. Die Knotenmarkierungen sind hier Elemen-
te vom Typ INTEGER. Die Pfeile stellen die Kanten dar. Ihre Positionierung an den Knoten
beschreibt die Nachfolgerrelation der Knoten (linker Nachfolger, rechter Nachfolger).
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Abbildung 5.2.1-1: Binérer Suchbaum

Um eine Prioritatsschlange als bindren Suchbaum zu realisieren, wird der Objekttyp TPrio
deklariert. Ein Objekt dieses Typs bildet eine dynamisch erzeugte Verweisstruktur in Form
eines bindaren Suchbaums, wobei die Knotenmarkierungen nicht die in ihr enthaltenen Ele-
mente selbst, sondern (wie beim Objekttyp TListe) Verweise auf die entsprechenden Objek-
te sind. Mit der Bezeichnung Element eines Knotens K ist im Folgenden das Element gemeint,
auf das die Markierung im Knoten K verweist. Die Ordnungsrelation der Elemente wird dann
offensichtlich auf die Knoten des bindren Suchbaums Ubertragen, der zur Implementierung
einer Prioritatsschlange aufgebaut wird.

Abbildung 5.2.1-2 zeigt ein Objekt vom Typ TPrio zur Implementierung der Elemente im
bindaren Suchbaum von Abbildung 5.2.1-1. Das Ordnungskriterium der Elemente (Objekte) ist
hier wieder vom Typ INTEGER und in den jeweiligen Objekten vermerkt.
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Abbildung 5.2.1-2: Prioritatsschlange (Beispiel)

Die folgende UNIT Prio implementiert den Datentyp TPrio. Erlduterungen zu Details der
Implementierung werden im Anschluss an den Code gegeben.

UNIT Prio;
INTERFACE
USES Element;

TYPE PPrio
TPrio

ATPrio;
OBJECT
PRIVATE
root ptr : Pointer;
anz - INTEGER;
PUBLIC
CONSTRUCTOR 1init;
PROCEDURE insert (entry_ptr : Pentry);
PROCEDURE delete (entry_ptr : Pentry);
FUNCTION count : INTEGER;
FUNCTION is_member (entry_ptr : Pentry) :
BOOLEAN;

FUNCTION min : Pentry;
DESTRUCTOR done; VIRTUAL;
END;

{ B R R R R R e R o S R R AR A e S S S S e S S R R R R R S e e S e }
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IMPLEMENTATION

TYPE PPrioentry = ~TPrioentry;
TPrioentry = RECORD
left : PPrioentry;
marker : Pentry;
right : PPrioentry;
END;

CONSTRUCTOR TPrio.init;

BEGIN { TPrio.init }
root_ptr := NIL;
anz = 0;

END { TPrio.init };

PROCEDURE TPrio.insert (entry ptr : Pentry);

PROCEDURE insert_ext (entry_ptr : Pentry;
VAR tree ptr : PPrioentry);
{ fugt das Element, auf das entry_ptr zeigt, in den
bindren Suchbaum ein, der bei tree ptr”™ beginnt }

BEGIN { insert_ext }
IF tree_ptr = NIL
THEN BEGIN { einen neuen Knoten erzeugen und einfigen
New (tree_ ptr);
tree ptri.left
tree_ptr~.marker :
tree_ptr~.right
END
ELSE { Teilbaum suchen, in den der neue Knoten
eingefiugt werden soll }
IF tree_ptr~.marker”_kleiner (entry_ptr”?)
THEN insert_ext (entry_ptr, tree_ptr~.right)
ELSE insert_ext (entry_ptr, tree_ptr~.left);
END { insert_ext };

NIL;
entry_ptr;
NIL;

BEGIN { TPrio.insert }
insert_ext (entry_ptr, PPrioentry(root ptr));
Inc(anz);

END { TPrio.insert };

PROCEDURE TPrio.delete (entry_ptr : Pentry);

PROCEDURE delete_ext (entry_ptr : Pentry;
tree_ptr : PPrioentry);
{ entfernt das Element, auf das entry ptr zeigt, aus dem
binaren Suchbaum, der bei tree ptr” beginnt

VAR mem_ptr : PPrioentry;
pred _ptr : PPrioentry;
next_ptr : PPrioentry;
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BEGIN { delete_ext }
{ Knoten suchen, dessen Markierung auf das zu
entfernende Element verweist, und dessen Vorganger: }
IF tree_ptr = NIL
THEN { leerer Baum }
mem_ptr = NIL
ELSE BEGIN
mem_ptr := tree_ptr;
pred ptr := NIL;
WHILE (mem_ptr <> NIL)
AND (mem_ptr~.marker <> entry_ptr) DO
BEGIN
pred_ptr := mem_ptr;
IF NOT entry_ptr~.groesser (mem_ptr~_marker”?)
THEN { im linken Teilbaum weitersuchen }

mem_ptr = mem_ptr~.left
ELSE { im rechten Teilbaum weitersuchen }
mem_ptr = mem_ptr~.right;
END;
END;

IF mem_ptr <> NIL
THEN BEGIN { mem_ptr zeigt auf den Knoten des zu entfernenden
Elements, pred_ptr auf dessen Vorganger bzw. hat
den Wert NIL, wenn das Element der Wurzel zu
entfernen ist
IF (mem_ptr~_left = NIL) OR (mem_ptr~.right = NIL)
THEN BEGIN { 1. Fall oder 2. Fall }
IF mem ptr~.right <> NIL
THEN next_ptr := mem_ptr~.right
ELSE next_ptr := mem_ptr~.left;
IF pred_ptr = NIL
THEN { Das Element der Wurzel ist zu entfernen }
tree_ptr := next_ptr
ELSE BEGIN
IF mem_ptr = pred_ptr~_left

THEN pred_ptr~.left := next_ptr
ELSE pred_ptr~.right := next_ptr;
END;
Dec (anz);

{ Speicherplatz freigeben }

Dispose (mem_ptr);

END  { 1. Fall oder 2. Fall }
ELSE BEGIN { 3. Fall }

{ Ermittlung des Knotens im rechten Teilbaum
unterhalb mem_ptr mit dem kleinsten Wert des
Ordnungskriteriums (Verweis in next_ptr) }

next_ptr := mem_ptr~.right;

WHILE next_ptr~.left <> NIL DO
next_ptr := next_ptr~.left;

{ Ubernahme der dortigen Knotenmarkierung }

mem_ptr~.marker := next_ptr~.marker;

{ Entfernung des uUberfllUssigen Knotens aus dem
rechten Teilbaum unterhalb mem_ptr }

delete_ext (next_ptr~.marker, mem ptr~.right);

END { 3. Fall };
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END;
END { delete_ext };

BEGIN { TPrio.delete }

delete_ext (entry_ptr, PPrioentry(root_ptr));

END { TPrio.delete };

FUNCTION TPrio.count : INTEGER;

BEGIN { TPrio.count }
count := anz;
END { TPrio.count };
FUNCTION TPrio.is_member (entry ptr

FUNCTION is_member_ext (entry_ptr
tree_ptr

: Pentry) : BOOLEAN;

: Pentry;
: PPrioentry) : BOOLEAN;

{ sucht das Element entry in dem bindren Suchbaum,

der bei tree ptr”™ beginnt

}

BEGIN { is_member_ext }
IF tree_ptr <> NIL
THEN BEGIN
IF tree_ptr~.marker = entry_ptr
THEN is_member_ext := TRUE
ELSE IF tree_ptr~.marker.kleiner (entry_ptr”?)
THEN is_member_ext
= 1s_member_ext (entry_ptr, tree ptr™.right)
ELSE is_member_ext
= Is_member_ext (entry_ptr, tree ptr™.left);
END
ELSE is_member_ext := FALSE;
END { is_member_ext };
BEGIN { is_member }

is_member := is_member_ext (entry_ptr, PPrioentry(root_ptr));
END  { is_member };

FUNCTION TPrio.min : Pentry;

VAR p : PPrioentry;

BEGIN { TPrio.min }
IF root_ptr = NIL
THEN { leerer Baum } min :-= NIL
ELSE BEGIN { im linken Teilbaum weitersuchen, bis es keinen

linken Nachfolger mehr gibt }
p = root_ptr;
WHILE p~.left <> NIL DO
p := pN.left;
min = p~.marker
END;

END  { TPrio.min };
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DESTRUCTOR TPrio.done;
BEGIN { TPrio.done }
WHILE root_ptr <> NIL

DO delete (PPriocentry(root_ptr)~._.marker);
END { TPrio.done };

{ AEEEAEAAEAEATAXETAAAAAAAXAEAAAATAAAXAXAAXAATXAXAAXAXAXAAXAXAITXAXAXAXAXAXAIAXAXAAXAXAAXAIAXAXAXAXX }

END { prio }.

Die Benutzerschnittstelle des Datentyps TPrio lautet:

Methode Bedeutung
CONSTRUCTOR Die Prioritatsschlange wird als leer initialisiert.
TPrio.init;
PROCEDURE Ein neues Element wird in die Prioritatsschlange aufgenommen.
TPrio.insert
(entry_ptr : Pentry);

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das einzutragende Element

PROCEDURE Das adressierte Element wird aus der Prioritatsschlange entfernt.
TPrio.delete

(entry_ptr : Pentry);
Bedeutung des Parameters:

entry_ptr Verweis auf das zu entfernende Element

FUNCTION Die Funktion liefert die Anzahl der Eintrage, die gegenwartig in der
TPrio.count: INTEGER; | prigritatsschlange stehen.
FUNCTION Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls das durch entry ptr
TPrio.is_member adressierte Element in der Prioritatsschlange vorkommt, ansonsten
(entry_ptr : Pentry) : den Wert FALSE.
BOOLEAN;

Bedeutung des Parameters:
entry_ptr Verweis auf das zu tberprufende Element

FUNCTION Die Funktion liefert einen Verweis auf das kleinste Element, das zur
TPrio.min - Pentry; Zeit in der Prioritétsschlange vorkommt.
DESTRUCTOR Die Prioritatsschlange wird aus dem System entfernt.
TPrio.done;

Die Methode TPrio.insert zur Realisierung der insert-Operation durchlduft den bindren
Suchbaum bei der Wurzel beginnend. Dabei wird bei jedem Knoten K geprift, ob der Wert
des Ordnungskriteriums im neu aufzunehmenden Element kleiner oder gleich dem Wert des
Ordnungskriteriums des Elements des Knotens K ist oder nicht. Im ersten Fall wird zum lin-
ken Nachfolger von K verzweigt, im zweiten Fall zum rechten, bis ein Knoten gefunden ist,
der an der betreffenden Nachfolgerstelle keinen Nachfolger besitzt. Hier wird ein neuer Kno-
ten angehéngt und mit einem Verweis auf das neu aufzunehmende Element markiert. Die
Struktur des bindren Suchbaums, der durch mehrere hintereinander ausgefiihrte
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TPrio. insert-Aufrufe entsteht, hdngt wesentlich von der Reihenfolge der auftretenden
Elemente und ihrer Ordnungskriterien ab.

1. Fall:  Der Knoten K, dessen Markierung auf das zu entfernende Element zeigt,
ist ein Blatt.

delete|———

Entferne den Knoten K und
die Kante vom Vorgéanger
auf den Knoten K

2. Fall:  Der Knoten K, dessen Markierung auf das zu entfernende Element zeigt,
hat genau einen Nachfolger, z.B. einen rechten Nachfolger.

/ i B

Ersetze die Kante vom Vorgéanger ;'
von K (nach K) durch eine Karjite

auf den Nachfolger von K
und entferne den Knoten K.

3. Fall: Der Knoten K, dessen Markierung auf das zu entfernende Element zeigt,
hat zwei Nachfolger.

Suche den Knoten M im rechten Teilbaum
unterhalb von K, dessen Markierung dort
auf das kleinste Objekt zeigt, und ersetze
die Markierung im Knoten K durch die
Markierung im Knoten M. Entferne
anschlieBend den Knoten M.

Abbildung 5.2.1-3: Methode TPrio.delete

In der Methode TPrio.delete zur Realisierung der delete-Operation wird zundchst der
Knoten gesucht, dessen Markierung auf das zu entfernende Element verweist. Falls ein derar-
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tiger Knoten existiert, wird gepriift, welche der drei mdglichen Situationen, die in Abbildung
5.2.1-3 dargestellt sind, an diesem Knoten herrscht. Entsprechend wird anschlielend ein Kno-
ten aus dem bindren Suchbaum geldscht.

Abbildung 5.2.1-4 zeigt die Prioritatsschlange aus Abbildung 5.2.1-3 nach einem Aufruf von
TPrio.delete mit dem Element mit Ordnungskriteriums-Wert 120. Hier liegt der 3. Fall
vor: Nachdem der Knoten K des zu entfernenden Elements gefunden worden ist, wird der
Knoten M, dessen Markierung auf das kleinste Objekt im rechten Teilbaum unterhalb K zeigt,
gesucht; die im Knoten M stehende Markierung ersetzt die Markierung in K. AnschlieRend
wird M entfernt. Offensichtlich wird durch TPrio.delete nicht notwendigerweise der Kno-
ten entfernt, dessen Markierung auf das bezeichnete Element zeigt.

root_ptr

T 120

-
/ Temil
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Abbildung 5.2.1-4: Ergebnis eines Aufrufs der Methode TPrio.delete (Beispiel)

Die zur is_member-Operation gehdrende Methode TPrio. is_member durchlduft den bina-
ren Suchbaum an der Wurzel beginnend &hnlich wie die Methode TPrio.delete. Dabei
wird bei jedem Knoten geprift, ob die dortige Markierung auf das im Aufruf der Methode
TPrio.is_member spezifizierte Element zeigt oder nicht. Im ersten Fall wird das Vorhan-
densein des Elements festgestellt, im zweiten Fall wird zum linken Nachfolger verzweigt,
wenn der Wert des Ordnungskriteriums des zu findenden Elements kleiner als das Ordnungs-
kriterium im Element des gerade betrachteten Knotens ist, bzw. zum rechten Nachbarn, wenn
er groRer ist. Trifft man auf einen Knoten, der an der aufzusuchenden Nachfolgerstelle keinen
Nachfolger besitzt, so ist das zu findende Element in der Prioritatsschlange nicht vorhanden.
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Fur die Realisierung der min-Operation wird die Beobachtung genutzt, dass der Knoten, des-
sen Markierung auf das Element mit minimalem Wert des Ordnungskriteriums verweist, der-
jenige Knoten ist, der keinen linken Nachfolger hat, wenn man den Baum bei der Wurzel be-
ginnend jeweils zum linken Nachfolger verzweigend durchlauft.

Eine Methode zur Realisierung der Operation show ist zunachst nicht implementiert; sie wird
allgemein fur Binarbaume in Kapitel 5.2.2 behandelt.

Der Vorteil der Implementation einer Prioritatsschlange durch einen bindren Suchbaum liegt
in der Einfachheit der Methoden. Bei gleichverteilten Werten des Ordnungskriteriums der
Elemente (siehe unten) ist zu erwarten, dass die Struktur des bindren Suchbaums ausgeglichen
ist, d.h. dass méglichst viele Knoten auch zwei Nachfolger besitzen. Das kann naturlich nicht
immer garantiert werden. Werden beispielsweise Elemente mit aufsteigenden bzw. absteigen-
den Werten des Ordnungskriteriums nacheinander in den bindren Suchbaum aufgenommen,
so entsteht eine lineare Kette von Knoten. Nachfolgende Operationen haben dann eine Lauf-
zeit der Ordnung O(n), falls n Elemente in der Struktur sind. Weiterhin wird bei der hier be-

handelten Implementierung angenommen, dass die Elemente selbst im Arbeitsspeicher liegen,
dass also der Zugriff Gber den Verweis in einem Knoten ,,schnell” erfolgt. Liegen jedoch die
Elemente in einem Peripheriespeicher, so sind Plattenzugriffe erforderlich, und die Adress-
vergleiche zur Feststellung der Gleichheit zweier Elemente erscheint problematisch. Daher
eignet sich ein bindrer Suchbaum nur gut zur Implementierung ,.interner* Prioritatsschlangen.

Die Komplexitat der Operationen auf einer Prioritatsschlange héngt von der Anzahl der Kno-
ten ab, die durchlaufen werden mussen, um die richtige Position eines Elements in der Priori-
tatsschlange zu finden. Bei n Knoten liegt diese Anzahl je nach Reihenfolge, in der die Ele-
mente in die Prioritatsschlange aufgenommen wurden, zwischen [log,(n+1)] und n (siehe

Kapitel 4.6). Die in Kapitel 4.6 angegebene mittlere Pfadlange von der Wurzel zu einem Kno-
ten in einem Bindrbaum gilt fur Prioritatsschlangen naturlich nicht, da hier nicht tber die
Pfadléangen in allen Bindrbaumen, sondern nur in Binarbdumen mit der speziellen Struktur ei-
ner Prioritatsschlange gemittelt werden darf. Daher wird ein anderer Ansatz gewahlt, um die
mittlere Anzahl der zu durchlaufenden Knoten zu bestimmen:

Folgende Annahmen?? werden getroffen:

1. Die Prioritatsschlange ist nur durch insert-Operationen, also nicht durch eine gemischte
Folge von insert- und delete-Operationen, entstanden.

2. In Bezug auf die Einftigereihenfolge seien alle Permutationen der Menge des Sortierkrite-
riums der einzufiigenden Elemente gleichwahrscheinlich.

3. Alle eingefligten Elemente sind verschieden.

13 Die im Folgenden hergeleitete Abschatzung gilt nicht, wenn sehr lange gemischte Folgen von in-
sert- und delete-Operationen ausgefiihrt werden (siehe [G/D].
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Die mittlere Pfadléange in der Prioritatsschlange ist dann ein MaR fir die mittlere Anzahl der
zu durchlaufenden Knoten.

Die mittlere Pfadlange in einer Prioritatsschlange mit n Elementen werde mit PL, (n) be-

zeichnet. Es werde eine Prioritatsschlange PS betrachtet, die das Ergebnis von n insert-
Operationen ist. Das zuerst eingefiigte Element sei das (i +1)-k|einste Element in der Einga-
befolge. Es markiert die Wurzel r von PS, da immer nur an Blattpositionen eingeftigt wird.
Dann sind in PS i Element Kkleiner als das erste eingefligte Element und befinden sich in einer
Prioritatsschlange, deren Wurzel w, der linke Nachfolger von r ist. Entsprechend sind

n—i—1 Elemente grofer als das erste eingefligte Element und befinden sich in einer Priori-
tatsschlange, deren Wurzel w, der rechte Nachfolger von r ist. Die mittlere Pfadlange in der

bei w, beginnenden Prioritatsschlange ist gleich

o1 .
PL,,(i))=>- > (Lénge eines Pfades von w, zum Knoten K).

K ist ein Knoten
unterhalb von w;

Entsprechend ist die mittlere Pfadlange in der bei w. beginnenden Prioritatsschlange gleich
1

PL,,(n—i-1)= > (Lénge eines Pfades von w, zum Knoten K).

K ist ein Knoten
unterhalb von w,

In PS ist die Summe aller Pfadlange dann gleich
S= > (L+Léngeeines Pfades von w, zu einem Knoten K )

K ist ein Knoten
unterhalb von w,

+ Y (1+Langeeines Pfades von w, zu einem Knoten K)

K ist ein Knoten
unterhalb von w,

+1.
Der letzte Term steht fur die Pfadlange zur Wurzel r von PS. Alle anderen Pfade gehen ent-
weder von r zu w, und dann zu einem Knoten unterhalb w, oder von r zu w, und dann zu ei-

nem Knoten unterhalb w, .
Damit ist
S= > (Langeeines Pfades von w, zu einem Knoten K )+i

K ist ein Knoten
unterhalb von w,

+ Lange eines Pfades von w. zu einem Knoten K )+(n—i—-1
> (Léng r )+ ( )

K ist ein Knoten
unterhalb von w,

+1
=i-PL,(i)+i+(n-i-1)-PL,,(n—i-1)+(n-i-1)+1

avg

=i-PL,,(i)+(n—i-1)-PL,,(n—i-1)+n.

Die mittlere Pfadlange in PS ist gleich
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n—-i-1

1 i .
H-S=H~PLavg(|)+

Wegen Annahme 2. ist die Wahrscheinlichkeit, dass das zuerst eingefiigte Element das (i +1)-

‘PL,(n—i-1)+1.

kleinste Element in der Eingabefolge ist, gleich 1/n. Damit folgt

1

n-i-1 .
Loyg ( Z( Loy ( T-PLavg(n—|—1)+1j

P(das (i +1)- gréRte Element wurde zuerst eingefiigt)

;( PLy i)+ (n—i-1)-PL,,(n- 1)+n)

Mit Standardmethoden der Mathematik lasst sich diese Rekursion 16sen:

Man bildet
n?-PL,,(n)=2- Zu PL,,(i)+n? und
n-2
(n-1)-PL,,(n-1)=2- ZI PL,,(i)+(n—1)" und subtrahiert die zweite von der ersten Glei-

chung mit dem Ergebnis

n?-PL,,(n)-(n-1f - PL,,(n-1)=2-(n-1)- PL, (N -1)+n* - (n-1),
n?.PL,(n)=(n?-1)-PL,,,(n—1)+2-n—1 fiir n>1.

Diese Gleichung hat die Form

a,-PL,,(n)=b,-PL,,(n-1)+c, mit a,=n?* b,=n’-1und c,=2-n-1.

Es wird eine Folge (s, )., definiert, die die Eigenschaften s, -b, =s, ,-a,, und s, =1 besitzt.

Mit dieser Folge gilt dann
s, -, PL,,(n)=s, b, -PL,,(n-1)+s

avg n’ Cn

n n

=S, @, Pl (n-1)+s,-C

=Sy @ PLavg(n_|)+ S -G
i=n—(1-1)
mit I =1,...,n-1.

Fir I=n-1ist s, -a,-PL,,(n)= sl~a1-PLan(1)+Zn:si~ci:1+Zn:si-ci.

i=2 i=2

Die Eigenschaften s, -b, =s, ,-a, , und s, =1 implizieren
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Sn:an—l snil_an—l Ay "'al.sl:an—l'an—z a1:
b, b,-b, ,-...-b, Y PRI o X
 (n-17(n-2f...1
(n2-1)-(n-27 -2)-..- (22 -1)
~(n-1)-(n-2)-...-1
~ (n+1)n-..-3
2
n-(n+1)
Damit ergibt sich
1 n
PL,,(n)= sn-an(“izz“si'CJ
:n_H.Zn:Si C|
SLLI=
n+1 n,o2-i-1
— 2
2-n iz_l:i-(i+l)
Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung ist
n+1 (3 1
PL — Y =-=
RURES e
n+1 51 51 1
= — 2 _— —
n ( Il|+1+,:1i+1 ,ZI:I]
=”_+1.(2.H a3 b
n n+1
mit H _anl
|1I
n n n-1 n
Esist H, -1= 1<J‘}dtzln(n) und Hn—lz 1>I1dtzln(n),also
i=2 | 1t n =1 1t

In(n)+£< H, <In(n)+1. Weitere zahlentheoretische Uberlegungen ergeben die Abschat-
n

zung H,=In(n)+y + C S it O<eg, <1 und der Eulerschen Konstanten

2.n 12-n®> 120-n*
y =0,57722156649....

Fir groBe Werte von n gilt also fur die mittlere Pfadldnge in einer Prioritatsschlange mit n
Elementen lim nPL,,(n)~2:In(n+1)-1.
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5.2.2 Durchlaufen von Binarbaumen

Der in Kapitel 5.2.1 definierte bindre Suchbaum (Objekttyp TPrio) ist ein Spezialfall eines
Binarbaums, der im vorliegenden Abschnitt jetzt allgemeiner in UNIT tree definiert wird.
Da im vorliegenden Kapitel das Durchlaufen eines Bindrbaums behandelt wird, sind nur die
bezlglich dieser Operation relevanten Methoden angegeben. Hinzu kommt die Methoden zur
Initialisierung der Struktur. Methoden zum Einfugen weiterer Knoten in die Struktur, zum
Entfernen von Knoten aus der Struktur und der Destruktor zu Entfernung der gesamten Struk-
tur werden im Folgenden nicht weiter betrachtet; sie knnen analog zur Implementierung ei-
ner Prioritatsschlange erfolgen (vgl. Kapitel 5.2.1). Der Schwerpunkt der Darstellung liegt auf
Methoden zur Realisierung des Durchlaufens eines Baums und der Operation show. Hierbei
werden unterschiedliche Vorgehensweisen zum Durchlaufen des Baums betrachtet, die durch
einen zusétzlichen Parameter in der zur show-Operation gehdrenden Implementierung identi-
fiziert werden.

Details von UNIT tree werden im Anschluss an den Programmcode erldutert.
UNIT tree;
INTERFACE

USES Element;

TYPE show_typ = (praefix, symmetric, postfix, br_search);

TYPE PTree
TTree

Tree;
OBJECT
PRIVATE
root ptr : Pointer;
anz - INTEGER;
PUBLIC
CONSTRUCTOR init;

PROCEDURE show (typ : show_typ); VIRTUAL;

END;
{ EACE R R R R R R o R R AR AR R R S R R S S R R R AR AR R R R R R R R AR R R R }
IMPLEMENTATION

USES Listenstrukturen;
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TYPE PTree_entry
TTree_entry

~TTree_entry;

RECORD
left : PTree_entry;
marker : Pentry;
right : PTree_entry;

END;

PROCEDURE show_praefix (ptr : PTree_entry);

{ Anzeigen aller Knoten in Prafixordnung, die im Baum stehen,
auf dessen Wurzel ptr zeigt }

BEGIN { show_praefix }

IF ptr <> NIL

THEN BEGIN
ptr~.marker”.display;
show_praefix (ptr~.left);
show_praefix (ptr.right);

END;
END  { show_praefix };

PROCEDURE show_symmetric (ptr : PTree_entry);

{ Anzeigen aller Knoten in symmetrischer Ordnung,
die im Baum stehen, auf dessen Wurzel ptr zeigt }

BEGIN { show_symmetric }

IF ptr <> NIL

THEN BEGIN
show_symmetric (ptr~.left);
ptr~_marker”.display;
show_symmetric (ptr~.right);

END;
END  { show_symmetric };

PROCEDURE show_postfix (ptr : PTree_entry);

{ Anzeigen aller Knoten in Postfixordnung, die im Baum stehen,
auf dessen Wurzel ptr zeigt }

BEGIN { show_postfix }
IF ptr <> NIL
THEN BEGIN
show_postfix (ptrr.left);
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show_postfix (ptr.right);
ptr~_marker”.display;
END;
END  { show_postfix };

PROCEDURE show_br_search (ptr : PTree_entry);

VAR agenda_ ptr : PFIFO;
node_ptr : PTree_entry;

BEGIN { show_br_search }
IF ptr <> NIL
THEN BEGIN
{ Agenda einrichten }
New (agenda ptr, init);
{ Wurzel des Baums bearbeiten und Verweise auf
weiltere Knoten in die Agenda stellen; dann die
Agenda abarbeiten }
node_ptr := ptr;

WHILE node_ptr <> NIL DO
BEGIN
{ Element des Knotens anzeigen }
node_ptr~.marker”.display;
{ Nachfolgerknoten in die Agenda stellen }
IF node ptr~.left <> NIL
THEN agenda_ptr~.insert (Pentry(node_ptr~.left));
IF node_ptr~.right <> NIL
THEN agenda_ptr~.insert (Pentry(node ptr~.right));
{ einen weiteren Knoten aus der Agenda holen }
agenda_ptr~.delete (Pentry(node ptr));
END;
{ Agenda wieder entfernen }
Dispose (agenda_ptr, done);
END;
END { show_br_search };

CONSTRUCTOR TTree.init;

BEGIN { TTree.init }
root ptr := NIL;
anz = 0;

END { TTree.init };



5.2 Nichtlineare Datenstrukturen 219

PROCEDURE TTree.show (typ : show_typ);

BEGIN { TTree.show }

CASE typ OF

praefix : show_praefix (root ptr);
symmetric : show_symmetric (root ptr);
postfix : show_postfix (root_ptr);
br_search : show_br_search (root_ptr);
END;

END { TTree.show };

END { tree }.

Der Objekttyp eines Bindrbaums ist der Typ TTree im Interfaceteil von UNIT tree. Ein in-
nerer Knoten des Binarbaums wird durch den Typ TTree_entry im Implementierungsteil
von UNIT Tree beschrieben. Er hat einen Verweis auf zwei Nachfolger (einen linken in der
Komponente left und einen rechten Nachfolger in der Komponente right), auf einen
Nachfolger (einen linken oder einen rechten Nachfolger, der jeweils andere Verweis ist dann
gleich NIL) oder keinen Nachfolger (beide Komponenten enthalten den Wert NIL. In der
Komponente marker steht ein Verweis auf ein Element, das zu diesem Knoten gehort (vgl.
Abbildung 5.2.1-2). Die Wurzel des Baums ist tiber eine Pointervariable root_ptr erreich-
bar. Weitere Bedingungen tber die Knotenmarkierungen (wie die Ordnungsrelation der Ele-
mente, die zu den Knoten im linken bzw. rechten Teilbaum unterhalb eines Knotens gehéren,
wie bei einem bindren Suchbaum) werden nicht berticksichtigt.

Eine Methode zur show-Operation muss den gesamten Baum durchlaufen, wobei der Weg nur
uber die gerichteten Kanten erfolgen kann. Bei jedem Knoten wird das Element angezeigt, auf
das die jeweilige Knotenmarkierung verweist. Dabei kann die ,,rekursive® Struktur eines
Baums genutzt werden: Ein nicht-leerer Baum besteht ja entweder nur aus der Wurzel W oder
aus der Wurzel W und einem linken oder rechten Teilbaum, dessen Wurzel der linke bzw.
rechte Nachfolger von W ist. Dabei kann einer dieser Teilbdume auch leer sein. Entsprechend
wird man bei der Methode die Wurzel aufsuchen und die Methode dann (rekursiv) auf den
linken bzw. rechten Teilbaum unterhalb der Wurzel anwenden. Je nachdem, in welcher Rei-
henfolge man in die Teilbdume unterhalb eines Knotens W geht und das Element von W an-
zeigt, ergibt sich eine andere Reihenfolge aller angezeigten Elemente. In UNIT tree sind
vier mogliche Realisierungen der Operation show angegeben. Man bezeichnet die Arbeits-
weisen als Durchlaufen des Baums in Préafixordnung, symmetrischer Ordnung, Post-
fixordnung bzw. in Breitensuche. Entsprechende Prozeduren sind mit show_praefix,
show_symmetric, show_postfix bzw. show_br_search bezeichnet und im Implemen-
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tationsteil von UNIT tree definiert. Die ersten drei Methoden fiihren auf dem Bindrbaum ei-
ne Tiefensuche (depth-first-search) durch, die vierte Breitensuche.

Die Ergebnisse der Methodenaufrufe TTree.show mit den fir die Tiefensuche zu verwen-
denden Parametern praefix, symmetric bzw. postfix ist in Abbildung 5.2.2-1 wiederge-
geben.

root_ptr

700
T 100
A g0
\\
ANt
\
.
N
\\
A a0

A7 400

\200‘

Objekt Prioritdtsschlange

Der Aufruf von TTree.show (praefix) bzw. dann show_praefix (root_ptr)fihrt
auf die Reihenfolge der angezeigten Knotenmarkierungen des bindaren Suchbaums:
500, 120, 100, 110, 300, 220, 200, 210, 400, 700

Der Aufruf von TTree.show (symmetric) bzw. dann show_symmetric
(root_ptr)fihrt auf die Reihenfolge der angezeigten Knotenmarkierungen des binéren
Suchbaums: 100, 110, 120, 200, 210, 220, 300, 400, 500, 700

Der Aufruf von TTree.show (postfix) bzw. dann show_postfix (root_ptr)fihrt
auf die Reihenfolge der angezeigten Knotenmarkierungen des bindren Suchbaums:
110, 100, 210, 200, 220, 400, 300, 120, 700, 500

Abbildung 5.2.2-1: Tiefensuche auf einem Bindrbaum

Die Breitensuche (breadth first search) zum Anzeigen der Knotenmarkierungen spiegelt die
Hierarchie im Baum wider: Zuerst wird das Element der Wurzel (Rang 0) angezeigt, an-
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schlielend die Elemente aller Nachfolger der Wurzel, d.h. aller Knoten mit Rang 1. Allge-
mein wird zu den Knoten des Rangs i Ubergegangen, nachdem alle Knoten des Rangs i — 1
besucht wurden (1<i < Hoéhe des Baums). Die Implementierung der Breitensuche auf einem
Bindrbaum erfolgt durch die Prozedur show_br_search im Implementierungsteil der Unit

Tree und wird von auBen durch einen Aufruf der Methode TTree.show (br_search)
angestofien.

Das Durchlaufen eines Baums gemaR Breitensuche kann die Verweisstruktur zwischen den
Knoten nicht direkt nutzen, da es keine Verweise zu den Nachbarknoten auf gleichem Niveau
gibt. Wahrend des Ablaufs der Breitensuche werden sukzessive Verweise auf Knoten des
Baums in eine Agenda, ein Objekt vom Objekttyp FIFO-Warteschlange (TYPE TFIFO), ein-
gefligt und entfernt:

Es wird die Wurzel bearbeitet und Verweise auf den oder die Nachfolger der Wurzel in die
Agenda eingetragen. Solange die Agenda nicht leer ist, werden die folgenden drei Schritte
durchgefunhrt:

1. ein Verweis auf einen Knoten K wird der Agenda entnommen;

2. der Knoten K wird bearbeitet, d.h. das zu K gehdrende Element wird angezeigt

3. falls K einen oder zwei Nachfolger besitzt, werden Verweise auf den bzw. die Nachfolger
von K in die Agenda eingetragen.

Denkt man sich die Knoten des Baums bei der Wurzel beginnend nach aufsteigenden Niveaus
und auf jedem Niveau von links nach rechts durchnummeriert (Startnummer ist die Nummer
1), so enthalt die Agenda (zwischen last und first und falls sie nicht bereits leer ist) zu je-
dem Zeitpunkt Verweise auf Knoten mit ltickenlos aufsteigenden Nummerni, i +1, ..., i + K
(Abbildung 5.2.2-2).
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: last
l:l as Agenda

El first (zu Beginn der Bearbeitung)

last
;
T st

/
;

’ Agenda
(nach Besuch und Bearbeitung
des 5. Knotens)

________
--------

Abbildung 5.2.2-2: Breitensuche auf einem Bindrbaum

Tiefensuche und Breitensuche konnen in ein einheitliches Konzept gefasst werden. Ersetzt
man beispielswiese in der Prozedur show_br_search die Typdeklaration der Agenda durch

VAR agenda_ptr : PStack;

so liefert ein Aufruf von show_br_search (root_ptr) die Knotenmarkierungen in in-
verser Postfixordnung (im Beispiel der Abbildung 5.2.2-1 in der Reihenfolge 500, 700, 120,
300, 400, 220, 200, 210, 100, 110).

Je nachdem, ob fiir die Agenda eine FIFO-Warteschlange oder ein Stack eingesetzt wird, er-
halt man also Breitensuche bzw. Tiefensuche.

5.2.3 Graphen

Zwei iibliche Darstellungsformen eines gewichteten gerichteten Graphen G = (V,E,w) mit
der Knotenmenge V ={v,,...,v,}, bestehend aus n Knoten, der Kantenmenge E cV xV

und der Gewichtsfunktion w:E — R, die jeder Kante e e E ein Gewicht zuordnet, sind
seine
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e Adjanzenzmatrix
e Adjazenzliste (Knoten/Kantenliste).

Die Adjazenzmatrix A(G) ist definiert durch A(G):[ai’j]nxn mit

_ wilvi,vy)) fr (v, v;)e E
o

a fir 1<i<n,1<j<n.
: 0 sonst

Bei einem ungewichteten Graphen sind die Eintrédge der Adjazenzmatrix durch

_{1 fUr(vi,vj)eE

= fir 1<i<n,1<j<n
0 sonst

i

definiert.

Die Adjazenzliste (Knoten/Kantenliste) verwaltet fir jeden Knoten v, eine Liste, die die di-
rekten Nachfolgerknoten von v, zusammen mit dem jeweiligen Gewicht der verbindenden
Kante enthalt.

Bei der Darstellung eines Graphen in Form seiner Adjazenzmatrix kann man in einer Laufzeit
der Ordnung O(1) feststellen, ob er eine Kante (vi,vj) enthélt. Der Nachteil dieser Darstel-
lung ist ihr Speicherplatzbedarf der Ordnung O(nz), vor allem dann, wenn die Anzahl der
Kanten im Verhaltnis zu n? sehr klein ist. Die Initialisierung der Adjazenzmatrix erfordert in
jedem Fall mindestens n* viele Schritte. Das Auffinden aller k Nachfolger eines Knotens v,
benétigt O(n) viele Schritte, d.h. eine Schrittzahl, die ungiinstig ist, falls ein Knoten nur we-
nige Nachfolger besitzt.

Enthélt der Graph n Knoten und e Kanten, dann ist der Platzbedarf der Darstellung mittels ei-
ner Adjazenzliste von der Ordnung O(n +e). Das Auffinden aller k Nachfolger eines Knotens

v, bendtigt O(k) viele Schritte. Man kann jedoch nicht mehr in konstanter Zeit priifen, ob

zwei Knoten v; und v; durch eine Kante (vi,vj) verbunden sind.

Je nach durchzufuhrenden Operationen in der Anwendung ist eine der Darstellungsformen
(Adjazenzmatrix oder Adjazenzliste) vorzuziehen.

Abbildung 5.2.3-1 zeigt ein Beispiel.
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entspricht Knoten v,

Die Adjazenzmatrix lautet:

© 28 2 o 1 w o o
w o oo 9 o 10 o oo
0w o o o o 24 oo 27
©w o o o 5 «wo 8§ 7
A(G) =
o 8 o w o 26 o oo
©w o o o o oo 8 1
o o o o o o o [
(0 0 © © © 0 © o]

Die Adjazenzliste lautet:
Vo [v,, 28], Vs, 2], [ve.1]
v, [v,,9], [vs,10]

vy vy, 24], [vg, 27]

V,: [Ve,5], [v5,8], [Vs, 7]
Vs o [v,,8], [v,, 26]

Ve: [v5,8], Ve, 1]

v, [vg, 7]

Vg

Abbildung 5.2.3-1: Gewichteter gerichteter Graph (Beispiel)

Bei einem ungerichteten Graphen ist keine Richtung der Kanten festgelegt. Eine Kante hat
also die Form {vi,vj } Im Folgenden wird jedoch auch bei einem ungerichteten Graphen eine
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Kante meist mit (v;,v;) bezeichnet. Die Adjazenzmatrix ist bei einem ungerichteten Graphen
symmetrisch zur Hauptdiagonalen und enthalt mit einem Eintrag zur Kante (v;,v;) auch einen

Eintrag zur Kante (vj : vi) (mit demselben Gewicht).

Im Folgenden wird eine exemplarische Implementierung eines Graphen in einer UNIT Graph
vorgestellt. Zunachst werden einige grundlegende Methoden wie das Durchlaufen eines Gra-
phen nach unterschiedlichen VVorgehensweisen behandelt. In den spéteren Kapiteln wird diese
Unit durch weitere Methoden erganzt. Aullerdem erfolgt eine Beschrankung der Kantenge-
wichte auf INTEGER-Werte.

Die Adjazenzmatrix wird als dynamisch vereinbarte zweidimensionale Matrix (siehe Kapitel
5.1.2) vereinbart. Dabei ist zu beachten, dass die Anzahl n der Knoten den Wert der Konstan-
ten max_dimension nicht Uberschreitet.

Erlauterungen zum Programmcode werden im Anschluss gegeben.
UNIT Graph;
INTERFACE

USES ARRAY basierte_Liste;

TYPE show_typ = (tiefensuche, breitensuche);
Knotenbereich = 1._max_dimension;
PGraph = ~TGraph;
TGraph = OBJECT
PRIVATE
n > INTEGER;
{ Anzahl der Knoten ¥
Adjazenzmatrix : PMatrix;
{ Adjazenzmatrix }

Adjazenzliste : PHashtab;
{ Adjazenzliste (Knoten/Kantenliste }
PROCEDURE t_suche (v : Knotenbereich);

{ Tiefensuche vom Knoten v aus }
PROCEDURE b_suche (v : Knotenbereich);
{ Breitensuche vom Knoten v aus }

PUBLIC
CONSTRUCTOR init (anz_knoten : INTEGER;
anz_kanten : INTEGER;
VAR OK : BOOLEAN);

PROCEDURE show (typ : show_typ); VIRTUAL;
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DESTRUCTOR done; VIRTUAL;
END;

{ B R R R S R o R R e S R R R R AR AR R R R R R R R R R R R R R R R R R R R e e e e e e e e e }

IMPLEMENTATION

USES SysUtils,
Listenstrukturen,
Kante,

Element;

CONST unendlich = MaxInt;
leer : PChar = *"";

VAR besucht : PChar;

FUNCTION Hashfunktion (entry_ptr : Pentry) : INTEGER; FAR;
{ Die Funktion ermittelt den Wert der Hashfunktion
flr das durch entry ptr adressierte Objekt }
BEGIN { Hashfunktion }
Hashfunktion := PKante(entry_ptr)~.Startknoten - 1;
{ Nummerierung in der Hashtabelle: 0, ..., m-1 }
END  { Hashfunktion };

CONSTRUCTOR TGraph.init (anz_knoten : INTEGER;
anz_kanten : INTEGER;

VAR OK : BOOLEAN);
VAR 1 - Knotenbereich;
j : Knotenbereich;
p : PKante;
v_1 : Knotenbereich;
V_]J : Knotenbereich;
w - INTEGER;

BEGIN { TGraph.init }

OK := TRUE;
Adjazenzmatrix := NIL;
Adjazenzliste = NIL;

IF anz_knoten <= max_dimension
THEN BEGIN
n = anz_knoten;
New (Adjazenzliste, init(anz_knoten, Hashfunktion, OK));
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IF OK
THEN New (Adjazenzmatrix, init (n, n, OK))
ELSE Adjazenzmatrix := NIL;
IF OK
THEN BEGIN
{ Hier wird der Code zur Initialisierung der
Adjazenzliste bzw. der Adjazenzmatrix
eingefugt, z.B. (Pseudocode) }
FOR 1 =1 TO n DO
FOR j =1 TO n DO
Adjazenzmatrix”~.setze (i, J, unendlich);
FOR j := 1 TO anz_kanten DO
BEGIN

Vi =V ;
V_J = V;;
W == \Nﬁh,vj);
New (p, init (v_i, V_j, wW));
Adjazenzliste™.insert (p);
Adjazenzmatrix”.setze (v_i, V_j, W);
END;
END;
END

ELSE OK := FALSE;
END { TGraph.init };

PROCEDURE TGraph.show (typ : show_typ);
VAR 1 : Knotenbereich;

BEGIN { TGraph.show }
besucht := StrAlloc (n + 1);
StrCopy (besucht, leer);
FOR 1 =1 TO n DO
StrCat (besucht, "F");

CASE typ OF

tiefensuche : FOR i1 := 1 TO n DO
t_suche (i);

breitensuche : FOR i = 1 TO n DO
b_suche (i);

END;

StrDispose (besucht);

END { TGraph.show };
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PROCEDURE TGraph.t suche (v : Knotenbereich);

VAR ptr
start_ptr

PKante;
PKante;

BEGIN { TGraph.t_suche }

New (start_ptr, init (v, 0, 0));

IF besucht[v - 1] = “F*

THEN BEGIN
-- Bearbeiten des Knotens, z.B. Anzeigen der Knotennummer;
besucht[v - 1] = *T";
ptr := PKante(Adjazenzliste”.choose (start ptr, c_first));
WHILE ptr <> NIL DO

BEGIN
t_suche (ptr~.Endknoten);
ptr = PKante(Adjazenzliste”.choose
(start_ptr, c_next));
END;
END;

Dispose (start_ptr, done);
END { TGraph.t_suche };

PROCEDURE TGraph.b_suche (v : Knotenbereich);

VAR agenda_ptr : PFIFO;

edge_ptr : PKante;
dummy ptr : PKante;
continue - BOOLEAN;

BEGIN { TGraph.b_suche }
{ Agenda einrichten }
New (agenda ptr, init);
New (dummy_ptr, init (v, 0, 0));
edge ptr := dummy_ptr;
WHILE edge ptr <> NIL DO
BEGIN
IF besucht[v - 1] = "F*
THEN BEGIN
-- Bearbeiten des Knotens, z.B. Anzeigen der Knotennummer;
besucht[v - 1] = *T";
edge_ptr := PKante(Adjazenzliste”._choose
(edge_ptr, c_first));
WHILE edge ptr <> NIL DO
BEGIN
IF besucht[edge ptr~._Endknoten - 1] = "F*
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THEN agenda_ptr~.insert (edge ptr);
edge_ptr := PKante(Adjazenzliste”.choose
(edge_ptr, c_next));
END;
END;
agenda_ptr~.delete (Pentry(edge_ptr));
IF edge_ptr <> NIL
THEN BEGIN
v = edge_ptr~.Endknoten;
Dispose (dummy_ ptr, done);
New (dummy_ ptr, init (v, 0, 0));
edge_ptr := dummy_ptr;
END;
END;

Dispose (dummy ptr, done);
Dispose (agenda_ptr, done);
END  { TGraph.b_suche };

PROCEDURE Alle_Kanten_entfernen (entry ptr : Pentry); FAR;

BEGIN { Alle_Kanten_entfernen }
Dispose (PKante(entry_ptr), done);
END { Alle _Kanten_entfernen };

DESTRUCTOR TGraph.done;

BEGIN { TGraph.done }
IF Adjazenzmatrix <> NIL
THEN Dispose (Adjazenzmatrix, done);
IF Adjazenzliste <> NIL

THEN BEGIN
Adjazenzliste~.for_all (Alle_Kanten_entfernen);

Dispose (Adjazenzliste, done);
END;
END  { TGraph.done };

{ B R o S S R A R AR A A S R S S S S S e R A R AR AR A R S R R S e S e S e e e e e R R R AR }

END { Graph }.
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Die Benutzerschnittstelle des Objekttyps TGraph lautet:

Methode Bedeutung

CONSTRUCTOR TGraph.init |Der Graph wird mit der angegebenen Anzahl an Knoten und Kanten

(anz_knoten : INTEGER; |jnitjalisiert und in das System eingelesen.
anz_kanten : INTEGER;

VAR OK > BOOLEAN);

Bedeutung der Parameter:
anz_knoten  Anzahl der Knoten des Graphen
anz_kanten  Anzahl der Kanten des Graphen

OK = TRUE steht fir die erfolgreiche Initialisierung

PROCEDURE TGraph.show Alle Knoten des Graphen werden angezeigt.
(typ : show_typ);

VIRTUAL;

Bedeutung des Parameters:
typ Der Graph wird in Tiefensuche bzw. Breitensuche verarbeitet (siehe un-

ten).

DESTRUCTOR TGraph.done; ‘ Der Graph wird aus dem System entfernt.

Die Adjazenzmatrix wird mit Hilfe des Objekttyps TMatrix als dynamisches Feld deklariert
und ihre Adresse in der Komponente Adjazenzmatrix abgelegt. Die Adjazenzliste ist vom
Typ PHashtab. Alle von einem Knoten v; ausgehenden Kanten (vi,vil), (v. v; )Werden

mit Start- und Endknoten und dem jeweiligen Gewicht in der Hashtabelle mit Hashwert i—1
abgelegt. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Knoten von 1 bis n durchnummeriert sind. Als
Hasfunktion flr die Hashtabelle wird daher die oben angegebene Hashfunktion verwendet (zu
beachten ist, dass die Hashtabelle intern die Nummerierung O, ..., n—1 verwendet).

Der Objekttyp einer Kante lautet TKante und ist in der folgenden Unit deklariert:
UNIT Kante;
INTERFACE
USES Element;
{ Objekttypdeklarationen (Bezeichner, Methoden) einer Kante: }

TYPE PKante = ~TKante;
TKante = OBJECT (Tentry)

PRIVATE
V_i - INTEGER;
V_] - INTEGER;
w - INTEGER;
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PUBLIC
CONSTRUCTOR init (i : INTEGER;
J - INTEGER;
v : INTEGER);

FUNCTION Startknoten : INTEGER;

FUNCTION Endknoten : INTEGER;

FUNCTION Gewicht : INTEGER;

PROCEDURE display; VIRTUAL;
END;

IMPLEMENTATION

{ AAEAAAAAAAAAAAAAAAAXAAXAAXAAXAAXAXAAXAXAXAAXAXAXTXAXAXAXAXAXAXAXAXXAXFTXAIAIIIIIIddddxx }

CONSTRUCTOR TKante.init (i : INTEGER;
J : INTEGER;
v o INTEGER);

BEGIN { TKante.init }
INHERITED init;

Vi :=1i;
Vi = s
w 1= Vv;

END { TKante.init };

FUNCTION TKante.Startknoten : INTEGER;

BEGIN { TKante.Startknoten }
Startknoten := v_1i;
END { TKante.Startknoten };

FUNCTION TKante.Endknoten : INTEGER;
BEGIN { TKante.Endknoten }
Endknoten = v_j;
END { TKante.Endknoten };
FUNCTION TKante.Gewicht : INTEGER;
BEGIN { TKante.Gewicht }

Gewicht = w;
END { TKante.Gewicht };
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PROCEDURE TKante.display;
BEGIN { TKante.display }

END { TKante.display };

{ AEA A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A XA AAAXAAXAAAXAXAAXAAXAAXAAXAAXAXAXAAXAXAX XXX AXXdXKxX }

END.

Die Benutzerschnittstelle des Objekttyps TKante lautet:

Methode Bedeutung

CONSTRUCTOR TKante.init |Dije Kante wird initialisiert.
(i - INTEGER;
J - INTEGER;
v : INTEGER);

Bedeutung der Parameter:

i Startknoten der Kante
J Endknoten der Kante
\% Kantengewicht
FUNCTION Die Funktion liefert den Startknoten der Kante.
TKante.Startknoten :
INTEGER;
FUNCTION Die Funktion liefert den Endknoten der Kante.
TKante.Endknoten :
INTEGER;
FUNCTION Die Funktion liefert das Gewicht der Kante.
TKante.Gewicht :
INTEGER;
PROCEDURE Die Prozedur zeigt die Kante an (Start- und Endknoten, Gewicht);
TKante.display;

Eine der wichtigsten Grundoperationen auf einem Graphen ist das systematische Durchlau-
fen des Graphen entlang seiner Kanten, beispielsweise um die Knoten (-nummern) anzuzei-
gen oder die Gewichte der durchlaufenen Kanten aufzusummieren. In Kapitel 5.2.2 wurde die
Operation show fur einen Bindrbaum angegeben, die nacheinander die Knotenmarkierungen
des Baums anzeigt. Im Folgenden werden Prinzipien vorgestellt, nach denen (allgemeine)
Graphen durchlaufen werden kénnen.

Zunachst sollen Graphen betrachtet werden, in denen alle Knoten von einem definierten Kno-
ten aus, der Wurzel, erreichbar sind. Derartige Graphen bezeichnet man als Wurzelgraphen.
Ein Beispiel zeigt Abbildung 5.2.2-1 mit der durch 1 markierten Wurzel. Auch hier unter-
scheidet man wieder Tiefensuche und Breitensuche. Beide Methoden lassen sich mit Hilfe ei-
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nes Baums erklaren, der jedoch nicht explizit konstruiert wird, sondern nur als Gedankenmo-
dell dient.

Der Graph G = (V,E) besitze die Knotenmenge V = {v,, ..., v, }, bestehend aus n Knoten, und

die Kantenmenge E <V xV . Seine Wurzel sei r. Auf eine Gewichtung der Kanten sei hier
verzichtet, da nur das systematische Durchlaufen aller Knoten beschrieben werden soll. Die
Expansion X(v) von G in einem Knoten v ist der Baum, der wie folgt definiert wird:

(i)  Hatv keinen Nachfolger, so ist X(v) der Baum, der nur aus dem Knoten v besteht
(i)  Sind v,,...,v, alle Nachfolger des Knotens v, so ist X(v) der Baum mit Wurzel v, an die

die Expansionen X(v,),..., X(v, ) angehangt sind.

Die Expansion X(1) im Beispiel des Graphen aus Abbildung 5.2.3-1 ist in Abbildung 5.2.3-2
zu sehen.

Abbildung 5.2.3-2: Expansion X(1) des Graphen aus Abbildung 5.2.3-1

Die Expansion X(r) stellt also die Menge aller von der Wurzel r ausgehenden Pfade in G dar.
Sie ist ein unendlicher Baum, falls G Zyklen enthélt. Die Tiefensuche in G ist das Durchlau-
fen der Expansion X(r) in Prafixordnung, wobei jeweils in einem bereits besuchten Knoten
von G abgebrochen wird. Die Breitensuche in G ist das Durchlaufen der Expansion X(r) in
Breitensuche, wobei ebenfalls jeweils in einem bereits besuchten Knoten von G abgebrochen
wird.
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Im Graphen der Abbildung 5.2.3-1 liefert Tiefensuche die Knotenreihenfolge 1, 2, 4, 5, 6, 7,
8, 3. Breitensuche liefert die Knotenreihenfolge 1, 2, 3,5, 4, 6, 8, 7.

In einem allgemeinen Graphen (ohne Bedingung, dass alle Knoten von einer Wurzel aus er-
reichbar sind), kdnnen bei einem Durchlaufen unbesuchte Knoten tbrig bleiben. Bei diesen ist
dann jeweils ein neuer Durchlauf zu beginnen.

Tiefen- bzw. Breitensuche sind in den Methoden

PROCEDURE TGraph.t_suche (v : Knotenbereich);

bzw.

PROCEDURE TGraph.b_suche (v : Knotenbereich);

implementiert. Dabei wird vom Knoten v ausgegangen, d.h. die Expansion X(v) verfolgt.
Damit ein Knoten nicht mehrmals besucht wird, kontrolliert die Komponente
TGraph.besucht (hier als nullterminierte Zeichenkette mit n Eintrdgen mit jeweiligem
Wert "F* initialisiert), ob der Knoten mit der Nummer i bereits bearbeitet wurde; in diesem
Fall wird TGraph.besucht[i-17] auf den Wert "T" gesetzt. Tiefen- und Breitensuche ori-
entieren sich am Vorgehen bei Bindrbdumen (Kapitel 5.2.2). Bei der Tiefensuche wird wie
dort eine als Agenda bezeichnete FIFO-Warteschlange eingesetzt, die Informationen tber die
spater noch zu besuchenden Knoten aufnimmt. In der vorliegenden Implementierung werden
jedoch nicht die Knotennummern der unmittelbaren Nachfolger eines zu bearbeitenden Kno-
tens in die Agenda eingetragen, sondern Verweise auf die verbindenden Kanten (falls der
Endknoten noch nicht besucht worden ist); der (technische) Grund liegt in der Tatsache, dass
in der Adjazenzliste komplette Kanten verwaltet werden.



6.1 Sortierverfahren 235

6 Anwendungsorientierte Basisalgorithmen

Im vorliegenden Kapitel werden grundlegende Verfahren zum Sortieren und Suchen behan-
delt.

6.1 Sortierverfahren

Zu den wichtigsten anwendungsorientierten Basisalgorithmen zahlen Verfahren zur Sortie-
rung einer ungeordneten Menge von Elementen, auf denen eine Ordnungsrelation < (Sor-
tierkriterium) erklart ist. Die Elemente haben mindestens zwei Komponenten: einen Primér-
schliissel und einen Informationsteil, so dass ein Element in der Form a = (key, info) darstell-

bar ist; die key-Komponente ist der Primarschliissel, d.h. es gilt fiir a, = (key,,info,) und

a; :(keyj,infoj) die Beziehung a; <a, genau dann, wenn key; <key; ist.

Die Sortieraufgabe besteht im Entwurf eines Verfahrens, das bei Eingabe einer Folge
(a,,...,a,) von n Elementen der Form a, = (key,, info,) eine Umordnung 7 :[L:n]—[1:n]

. a,
der Elemente ermittelt, so dass <a”(1),...,aﬂ(n)> nach aufsteigenden Werten der key-

Komponente sortiert ist, d.h. es gilt: a_;, <a_,,, firi=1,..,n-1.

Die Elemente werden in Objekten vom Objekttyp TSortentry abgelegt, die sich in der
UNIT SortElement befindet:

UNIT SortElement;
INTERFACE
USES Element;

TYPE Tkey = { z.B. } INTEGER;
Tinfo :
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PSortentry = ~TSortentry;
TSortentry = OBJECT (Tentry)

PRIVATE
key : Tkey;
info : Tinfo;
PUBLIC
CONSTRUCTOR init (k : Tkey;
i - Tinfo );
FUNCTION kleiner (obj : TSortentry):
BOOLEAN;
FUNCTION gleich (obj : TSortentry) :
BOOLEAN;
FUNCTION groesser (obj : TSortentry) :
BOOLEAN;

FUNCTION getkey : Tkey;
FUNCTION getinfo : Tinfo;
PROCEDURE show;

END;

{ B R R R R S R R R o R R R R AR R R R R AR AR R R R R AR AR e e S R R }

IMPLEMENTATION

CONSTRUCTOR TSortentry.init (k : Tkey;
i - Tinfo);
BEGIN { TSortentry.init }
key := k;
info := i;

END { TSortentry.init };

FUNCTION TSortentry.kleiner (obj : TSortentry) : BOOLEAN;

BEGIN { TSortentry.kleiner }
IF key < obj.key
THEN kleiner := TRUE
ELSE kleiner := FALSE;

END  { TSortentry.kleiner };

FUNCTION TSortentry.gleich (obj : TSortentry) : BOOLEAN;

BEGIN { TSortentry.gleich }
IF key = obj.key
THEN gleich := TRUE
ELSE gleich := FALSE;

END { TSortentry.gleich };
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FUNCTION TSortentry.groesser (obj : TSortentry) : BOOLEAN;

BEGIN { TSortentry.groesser }
IF key > obj.key
THEN groesser := TRUE
ELSE groesser :-= FALSE;

END { TSortentry.groesser };

FUNCTION TSortentry.getkey : Tkey;
BEGIN { TSortentry.getkey }
getkey := key;
END { TSortentry.getkey };
FUNCTION TSortentry.getinfo : Tinfo;
BEGIN { TSortentry.getinfo }
getinfo := info;
END { TSortentry.getinfo };
PROCEDURE TSortentry.show;
BEGIN { TSortentry.show }

{--- 12
END { TSortentry.show };

{ B R R R R R R R R R R R R R R AR R R S R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R e e e e e }

END.
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Die folgende Tabelle beschreibt die Benutzerschnittstelle des Objekttyps TSortentry.

Methode Bedeutung
CONSTRUCTOR Ein Element wird initialisiert.
TSortentry.init
k : Tkey;
i - Tinfo);
Bedeutung der Parameter:
k Primarschlussel
i Infoteil
FUNCTION Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls der Primarschliissel des
TSortentry.kleiner Elements kleiner als der Primarschliissel des im Parameter tberge-
(oby - TSortentry) = |p.nen Elements ist, ansonsten den Wert FALSE.
BOOLEAN;
Bedeutung des Parameters:
obj Vergleichselement
FUNCTION Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls der Priméarschlissel des
TSortentry.gleich Elements gleich dem Primérschliissel des im Parameter (ibergebe-
(obj - Tsortentry) : nen Elements ist, ansonsten den Wert FALSE.
BOOLEAN;
Bedeutung des Parameters:
obj Vergleichselement
FUNCTION Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls der Priméarschlissel des
TSortentry.groesser Elements groBer als der Primarschliissel des im Parameter iiberge-
(oby = TSortentry) = |p.nen Elements ist, ansonsten den Wert FALSE.
BOOLEAN;
Bedeutung des Parameters:
obj Vergleichselement
PROCEDURE Die Komponten des Elements werden angezeigt.

TSortentry.show;

FUNCTION getkey : Tkey; |Die Funktion liefert den Priméarschliisselwert eines Elements.

FUNCTION getinfo : Die Funktion liefert den Informationsteil eines Elements.
Tinfo;

Die zu sortierenden Elemente werden durch eine Anwendung erzeugt und an ein Objekt vom
Objekttyp TSortierfeld (beispielsweise mit Hilfe des Konstruktors bei der Initialisierung
des Objekts) tbergeben. Ein derartiges Objekt wird im Folgenden als Sortierfeld bezeichnet.
Dieses verwaltet Verweise auf die zu sortierenden Elemente in einem ARRAY, das dynamisch
wéhrend der Initialisierung erzeugt wird und tber einen Pointer angesprochen wird, der sich
im PRIVATE-Teil des Objekts befindet (ahnlich wie bei einer Hashtabelle, siehe Kapitel
5.1.2). Zusétzlich wird dort die Anzahl zu sortierender Elemente festgehalten. Ein Objekt vom
Objekttyp TSortierfeld stellt Giber eine Typdeklaration

TYPE TSortiere = (bubble, quick, quick2, insertion,
heap, bottum _up_heap);
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und eine Methode

PROCEDURE sortieren (typ : TSortiere);

eine Reihe wichtiger Sortierverfahren zur Verfiigung, die in den folgenden Unterkapiteln be-
sprochen werden.

Abbildung 6.1-1 zeigt ein Objekt vom Objekttyp TSortierfeld, mit dessen Hilfe n = 7
Elemente sortiert werden kénnen; die Elemente sind bereits dem Objekt tibergeben worden,
aber noch nicht sortiert (die Elemente sind hier als Quadrate wiedergegeben, die den jeweili-
gen Primarschlusselwert beinhalten).

Objekte vom Typ TSortelement

Objekt Sortierfeld

Abbildung 6.1-1: Sortierfeld

Im Folgenden ist die UNIT Sortiere in Ausschnitten aufgeftiihrt, die den Objekttyp
TSortierfeld bereitstellt.
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Die Benutzerschnittstelle lautet:

Methode Bedeutung
CONSTRUCTOR Das Sortierfeld wird initialisiert.
Tsortierfeld.init
(anz
INTEGER;
VAR OK :
BOOLEAN) ;
Bedeutung der Parameter:
anz Anzahl zu sortierender Elemente
OK = TRUE, falls die Initialisierung erfolgreich verlaufen ist
PROCEDURE Die Elemente werden sortiert. Dabei sind mehrere Sortierverfahren

Tsortierfeld.sortieren |jmplementiert (siche folgende Unterkapitel).
(typ : TSortiere);

Bedeutung des Parameters:

typ anzuwendendes Sortierverfahren
FUNCTION Die Funktion liefert die Anzahl zu sortierender Elemente
TSortierfeld.count :
INTEGER;
PROCEDURE Die Methode zeigt ein Element an, das tber das Sortierfeld verwal-
TSortierfeld.show tet wird.
(i : INTEGER);

Bedeutung des Parameters:

1 Nummer des Elements innerhalb des Sortierfelds

DENSTRUCTOR Das Sortierfeld wird aus dem System entfernt.
TSortierfeld.done;

UNIT Sortiere;
INTERFACE

TYPE TSortiere = (bubble, quick, quick2, insertion,
heap, bottum_up_heap);

TYPE PSortierfeld = ~TSortierfeld;
TSortierfeld = OBJECT
PRIVATE
n - INTEGER;

{ Anzahl zu sortierender Elemente }
a - Pointer;
{ Verweis auf das ARRAY mit den
Verweisen auf die Elemente }
PROCEDURE exchange (i : INTEGER;
J - INTEGER);
{ die Verweise an den Positionen 1 und j
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werden miteinander vertauscht 3}
PROCEDURE reconstruct_heap
(i : INTEGER;
J - INTEGER);
PROCEDURE reconstruct_bottomup_heap
(i : INTEGER;
Jj - INTEGER);
{ Sortierverfahren: }
PROCEDURE bubblesort (lower : INTEGER;
upper : INTEGER);
PROCEDURE insertionsort
(lower : INTEGER;
upper : INTEGER);
PROCEDURE quicksort (lower : INTEGER;
upper : INTEGER);
PROCEDURE quicksort2 (lower : INTEGER;
upper : INTEGER);
PROCEDURE heapsort (typ : TSortiere;
lower : INTEGER;
upper : INTEGER);
PUBLIC
CONSTRUCTOR init (anz - INTEGER;
VAR OK : BOOLEAN);
PROCEDURE sortieren (typ : TSortiere);
FUNCTION count : INTEGER;
PROCEDURE show (i : INTEGER);
DENSTRUCTOR done; VIRTUAL;
END;

{ EA AR R R o R R R A EAR A R S R S S S S R R AR A A e R R e R e S e e e S R e R e S e e R }
IMPLEMENTATION

USES SortElement,

Sysutils;
CONST n_max = ...; { max. Anzahl zu sortierender Elemente }
TYPE Pfeld = ~"Tfeld;

Tfeld = ARRAY [1..n_max] OF PSortentry;

Trec_proc = PROCEDURE (i : INTEGER;

j : INTEGER);



242 6 Anwendungsorientierte Basisalgorithmen

CONSTRUCTOR TSortierfeld.init (anz - INTEGER;
VAR OK : BOOLEAN);

VAR 1dx : INTEGER;

BEGIN { TSortierfeld.init }
OK := TRUE;
IF anz <= n_max
THEN BEGIN
n = anz;
TRY GetMem (a, SizeOfF(Pointer) * n);
EXCEPT ON EOutOfMemory DO BEGIN

a = NIL;
OK := FALSE;
END;
END;
IF OK
THEN BEGIN
{ Hier wird der Code zur Initialisierung des
Felds zu Verwaltung des Sortiervorgangs
eingefugt, etwa die Ubergabe aller
Elemente an das Sortierfeld
END;
END

ELSE OK := FALSE;
END  { TSortierfeld.init };

PROCEDURE TSortierfeld.exchange (i INTEGER;

INTEGER) ;

()

VAR ptr : PSortentry;

BEGIN { TSortierfeld.exchange }
IF (i >> 1) AND (i <= n) AND (J >= 1) AND (g <= n)

THEN BEGIN
ptr = Tfeld(@™)[i];
Tfeld(@M)[i] := Tfeld@)[il;
Tfeld(@™)[j] := ptr;
END;

END { TSortierfeld.exchange };
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PROCEDURE TSortierfeld.bubblesort (lower
upper

BEGIN { TSortierfeld.bubblesort }

END { TSortierfeld.bubblesort };

PROCEDURE TSortierfeld. insertionsort (lower :
upper :

éEéIN { TSortierfeld.insertionsort }

éNb { TSortierfeld.insertionsort };

PROCEDURE TSortierfeld.quicksort (lower
upper

ééélN { TSortierfeld.quicksort }

éNb { TSortierfeld.quicksort };

PROCEDURE TSortierfeld.quicksort2 (lower
upper

BEGIN { TSortierfeld.quicksort2 }

END { TSortierfeld.quicksort2 };

PROCEDURE TSortierfeld.reconstruct_heap (i

i

BEGIN { TSortierfeld.reconstruct_heap }

END { TSortierfeld.reconstruct_heap };

PROCEDURE TSortierfeld.reconstruct _bottomup _heap (i : INTEGER;
J : INTEGER);

INTEGER;
INTEGER) ;

INTEGER;
INTEGER) ;

INTEGER;
INTEGER) ;

INTEGER;
INTEGER) ;

INTEGER;
INTEGER) ;

BEGIN { TSortierfeld.reconstruct_bottomup_heap }

END { TSortierfeld.reconstruct_bottomup_heap };
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PROCEDURE TSortierfeld.heapsort (typ : TSortiere;
lower : INTEGER;
upper : INTEGER);

BEGIN { TSortierfeld.heapsort }
CASE typ OF
heap :
bottum_up_heap :
ELSE Exit;

END;

END { TSortierfeld.heapsort };

PROCEDURE TSortierfeld.sortieren (typ : TSortiere);

BEGIN { TSortierfeld.sortieren }

CASE typ OF
bubble : bubblesort (1, n);
quick,
quick2 : BEGIN

Randomize;

{ Zufallszahlengenerator fir den
Quicksort initialisieren
IF typ = quick THEN quicksort (1, n)
ELSE quicksort2 (1, n);
END;

insertion : Insertionsort (1, n);
heap,
bottum_up_heap : heapsort (typ, 1, n);
END;

END { TSortierfeld.sortieren };

FUNCTION TSortierfeld.count : INTEGER;

BEGIN { TSortierfeld.count }
count := n;
END { TSortierfeld.count };

PROCEDURE TSortierfeld.show (i : INTEGER);
BEGIN { TSortierfeld.show }

IF 1 <= n THEN Tfeld(@™)[i]"-show
END { TSortierfeld.show };
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DENSTRUCTOR TSortierfeld.done;
VAR 1dx : INTEGER;

BEGIN { TSortierfeld.done }

IF a <> NIL

THEN FreeMem (a, SizeOf(Pointer) * n);
END { TSortierfeld.done };

{ EAEAE R R R S R e R S S e S R S R AR A S S e S S S S S e S S S R R S S e e e }

END.

Die implementierten Sortierverfahren zeigen unterschiedliches Laufzeitverhalten, sind ande-
rerseits aber auch unterschiedlich komplex bezuglich ihres im Programmcode niedergelegten
Vorgehens. Das Laufzeitverhalten wird hierbei in Abhéngigkeit von der Anzahl n der zu sor-
tierenden Elemente gemessen, und zwar wird als Malistab die Anzahl der Vergleiche von
Elementen genommen, die wéhrend des Sortiervorgangs ausgefuhrt werden.

Eine wichtige Randbedingung aller in den folgenden Unterkapiteln behandelten Methoden ist
die Forderung nach einem internen Sortierverfahren, d.h. die Sortierung soll innerhalb des
Sortierfelds erfolgen, eventuell unter zu Hilfenahme weiterer Variablen, deren Anzahl jedoch
konstant ist und keinesfalls in der GroéfRenordnung n der zu sortierenden Elemente liegt. Daher
scheiden Verfahren wie der Mergesort ([O/W]) aus.

Untere Schranken fur das worst-case-Verhalten von Sortieralgorithmen und das mittlere
Laufzeitverhalten lassen sich wie folgt bestimmen:

Es sei <a1, an> eine Folge von n zu sortierenden Elementen. Ein Sortierverfahren muss alle
Elemente paarweise vergleichen. Man kann es daher als einen Entscheidungsbaum (Binar-
baum) darstellen, dessen innere Knoten die jeweiligen Elementvergleiche und die Blatter die
gefundenen Anordnungen représentieren. Beispielsweise entspricht dem Verfahren zur Sortie-
rung der Folge (a, b, c) paarweise verschiedener Elemente
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IFa<bh
THEN IF b < ¢

THEN Anordnung (a, b, )
ELSE IF a < ¢
THEN Anordnung (a, ¢, b)
ELSE Anordnung (c,a,b)
ELSE IF a < ¢
THEN Anordnung (b, a, )

ELSE IF b < ¢
THEN Anordnung (b, ¢, a)

ELSE Anordnung (c,b, a)

der in Abbildung 6.1-2 gezeigte Entscheidungsbaum.

< > < >

Orcnung 5 Ordnung

g9 LY .
a< < @ b<a<ce

A
v
~
Y

Ordnung Ordnung Ordnung Ordnung
a<c<h c<a<h L<c<a c<hb<a

Abbildung 6.1-2: Entscheidungsbaum eines Sortierverfahrens

Da es n! viele Anordnungen der Elemente in der Folge (al,...,an> gibt, hat der Entschei-

dungsbaum n! viele Blatter. Die Anzahl der inneren Knoten eines Pfades von der Wurzel zu
einem Blatt, d.h. der Rang des Blatts, entspricht der Anzahl bendétigter Vergleiche des Sor-
tierverfahrens bei einer gegebenen Eingabe <a1, an>. Der Algorithmus ist besonders effek-

tiv, wenn die Hohe des Entscheidungsbaums, d.h. der maximale Rang eines Blatts, minimal
ist. Das ist dann der Fall, wenn alle Niveaus (eventuell bis auf das Niveau der Bléatter) voll-
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standig gefullt sind. Dieser maximale Rang r. entspricht der Mindestanzahl bendtigter Ver-

ax

gleiche jedes Sortierverfahrens. Fur diese Hohe h gilt
h>[log,(n!)+1] bzw. r_ >[log,(n!)+1]-1=[log,(n!)].

Wegen ni>n-(n-1)-....[n/2]|>(n/2)"* ist r >n/2-log,(n/2). Fir n>4 ist n/2>n"? und
damit r__ >n/4-log,(n).

max —

Insgesamt folgt:

Jeder Algorithmus, der zur Sortierung von Elementen auf Vergleichen beruht, benétigt zur
Sortierung von n Elementen im ungunstigsten Fall mindestens C-n-log(n) viele Vergleiche

(mit einer Konstanten C > 0).

Ein &hnliches Ergebnis ergibt sich flr die mittlere Anzahl bendtigter Vergleiche eines Sortier-
verfahrens:

Jede Permutation der n zu sortierenden Elemente erscheine mit gleicher Wahrscheinlichkeit

als Eingabe eines Sortierverfahrens. Dieses kann wieder wie oben als Entscheidungsbaum mit
n! vielen Blattern dargestellt werden. Jedem Blatt wird die Wahrscheinlichkeit 1/n! zugeord-

net. Es bezeichne r(B) den Rang eines Blatts. Dann ist die mittlere Anzahl an inneren Kno-

ten, entsprechend der mittleren Anzahl an Vergleichen des Sortierverfahrens gleich
Zl/n!- r(B). Es sei D(T) die Summe aller Rénge der Bléatter eines Entscheidungsbaums T
it

und

D(m)= min{ D(I')| T ist ein Entscheidungsbaum mit m Blattern } Damit gilt:

> Ynt-r(B)=1/n!-D(nt).

B istein
Blatt

Durch vollstandige Induktion Gber m lasst sich D(m)>m-log,(m) zeigen:

Fir m=1 stimmt die Behauptung, und sie gelte fir k <m-1.

Es sei T ein Entscheidungsbaum mit m Blattern. Dieser besteht an der Wurzel aus einem lin-
ken Unterbaum T, mit i Blattern und einem rechten Unterbaum T_ . mit m—i vielen Blattern

(1<i<m). Da jeder Pfad von der Wurzel von T zu einem Blatt um 1 groRer ist als der ent-
sprechende Pfad von der Wurzel von T, zu diesem Blatt, gilt

D(T)=i+D(T)+(m-i)+D(T, ,)=D(T,)+ D(T, ) +m
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und
D(m)=min{ D(i) + D(m—i)+m|1<i<m |
>m+ min{ i-log, (i) +(m—i)-log,(m—i) | 1<i<m } (nach Induktionsvoraussetzung).

Es l&sst sich leicht nachrechnen, dass das Minimum der Funktion
f (x) =x-log,(x)+(m—x)-log,(m—x) bei x=m/2 liegt:
f (x) =x-log,(x) +(m—x)-log,(m—Xx)
=1/In(2) - (x-In(x) + (M =x) - In(m—x)) und
£(x) :]/In(Z)(In(x) +§+(—1)- In(m - x)- "= Xj

m-—X

X

=1/In(2)- In( x] =0 ergibt

m

X
m-—X

=1 bzw. x=m/2.

Daher ist D(m)>m+2-m/2-log,(m/2)=m-(1+log,(m/2))=m-log,(m).
Damit ist (wie oben fur n>4)

> Ynt-r(B) 21/nt- D(nt) > 1/n!-nklog, (n!) > n/4-log, (n).

Bistein
Blatt

Insgesamt ergibt sich:

Jede Permutation der n zu sortierenden Elemente erscheine mit gleicher Wahrscheinlichkeit
als Eingabe eines Sortieralgorithmus. Dann benétigt dieser im Mittel mindestens C-n-log(n)

viele Vergleiche (mit einer Konstanten C > 0).

Obere Schranken fir das Laufzeitverhalten werden durch die angegebenen Algorithmen
festgelegt.

Bei der Beschreibung der Verfahren in den folgenden Unterkapiteln wird wiederholt die For-
mulierung verwendet, dass das Sortierfeld (in einer dort angegebenen Reihenfolge) durchlau-
fen werde. Gemeint ist damit, dass die Verweise im Sortierfeld (d.h. die ARRAY-Eintrége
Tfeld(@™)[1], ..., Tfeld(a™)[n]) durchlaufen werden; meist werden dabei die Elemente
Tfeld(a™)[i]” vom Objekttyp TSortentry mit anderen Elementen mit Hilfe der Metho-
den TSortentry.kleiner, TSortentry.gleich bzw. TSortentry.groesser vergli-
chen. Entsprechend bedeutet die Formulierung, ein Element werde an die Position i im Sor-
tierfeld gebracht, dass im Sortierfeld an Position i, d.h. in Tfeld(a™)[i], ein Verweis auf
das Objekt mit dem Element eingetragen wird.
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6.1.1 Bubblesort und Insertionsort

Im vorliegenden Kapitel werden zwei einfache Sortierverfahren beschrieben, der Bubblesort
und der Insertionsort, die &hnliche Strategien verfolgen.

Beim Bubblesort wird das Sortierfeld mehrmals sequentiell durchlaufen. Beim ersten Durch-
lauf wird das grofite Element an die hochste Position im Sortierfeld geschoben. Im zweiten
Durchlauf wird das grofite Element unter den verbleibenden Elementen an die zweithdchste
Position geschoben usw. Das Verfahren ist in der Methode TSortierfeld.bubblesort
(im Implementierungsteil der UNIT Sortiere) niedergelegt. Die Parameter lower und
upper bestimmen den Abschnitt im Sortierfeld, der durchmustert werden soll.

PROCEDURE TSortierfeld.bubblesort (lower : INTEGER;
upper : INTEGER);

VAR idx : INTEGER;
J : INTEGER;

BEGIN { TSortierfeld.bubblesort }
idx := upper;
WHILE 1dx > lower DO
BEGIN
FOR j := lower TO idx - 1 DO
IF Tfeld(@™)[j]"-groesser (Tfeld(a™)[idx]?)
THEN { austauschen } exchange (idx, j);
idx = idx - 1;
END { WHILE }
END { TSortierfeld.bubblesort };

Die Korrektheit des Verfahrens lasst sich formal mit Hilfe der Schleifeninvariante der WH1LE-
Schleife beweisen: Unmittelbar vor Eintritt in die Schleife und unmittelbar am Ende der
Schleife gilt:

Die Folge < Tfeld(@™) [idx+1]", ..., TfFeld(a™) [upper]” > ist aufsteigend sortiert, und
die Objekte Tfeld(a™)[lower]”, .., Tfeld(@™)[idx]”™ sind kleiner oder gleich
Tfeld(a®) [idx+1]".

Diese Aussage gilt anfangs fur idx = upper (dann ist die angegebene Folge leer); am Ende
des ersten Schleifendurchlaufs ist idx = upper - 1, und die Aussage gilt, da das groRte
Objekt an die Position upper gebracht wurde. Ist die Aussage fiir einen Wert von idx bei
Eintritt in die Schleife erfullt, so gilt sie auch bei Verlassen der Schleife, weil innerhalb der
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Schleife das grofte Element unter den Elementen Tfeld(a™)[lower]”™ , ..,
Tfeld(a™) [1dx]” an die Position idx gebracht wird.

Die WHILE-Schleife wird nicht mehr durchlaufen, wenn idx = lower ist. Das bedeutet:
Die Folge < Tfeld(a™)[lower+1]", ..., Tfeld(a™) [upper]” > ist aufsteigend sortiert
und das Objekt Tfeld(a™) [lower]” ist kleiner oder gleich Tfeld(a™) [lower+1]". Die
Folge ist also insgesamt aufsteigend sortiert.

Ist der Parameter lower = | und der Parameter upper = u, so werden u—1I Durchlaufe der
WHILE-Schleife durchgefuhrt. Im i-ten Durchlauf hat die Variable idx den Wert idx =
u—i+21. Imi-ten durchlauft die Variable j die Werte I, ..., u—i, d.h. im i-ten Durchlauf wer-
den u—i-I+1 viele Vergleiche ausgefuhrt. Der Bubblesort wird mit den Parametern lower
= 1 und upper = n gestartet, so dass die Gesamtzahl der Vergleiche

E(n—i):ii:y

betragt, also von der Ordnung O(nz) ist.

Auch im Mittel ergibt sich diese GroRenordnung der Laufzeit, da die Anzahl der Vergleiche
nicht von den Primarschliusselwerten der Elemente abhédngt, die zu sortieren sind. Der
Bubblesort ist also weit von der optimalen Worst-case-Schranke und der Schranke fiir die
mittlere Laufzeit entfernt und daher nur zur Sortierung weniger Elemente geeignet.

Im Insertionsort wird schrittweise eine sortierte Anfangsfolge < Tfeld(a”)[lower]”, ...,
Tfeld(a™) [idx]” > aufgebaut (der Index idx lauft dabei von lower + 1 bis upper).
Fur jeden neuen Wert von idx wird gepriift, an welche Position Tfeld(a™) [idx]” in die
bereits sortierte Anfangsfolge (mit kleineren Indexwerten) einzusortieren ist, und gegebenen-
falls ,,sinkt“ Tfeld(a™) [idx]”" ,,an die richtige Position“ in der bereits sortierten Anfangs-
folge.

PROCEDURE TSortierfeld.insertionsort (lower : INTEGER;
upper - INTEGER);

VAR idx : INTEGER;
J : INTEGER;

BEGIN { TSortierfeld.insertionsort }
FOR idx := lower + 1 TO upper DO
BEGIN
J = idx;
WHILE (j > lower)
AND (Tfeld(a™)[J-1]".groesser (Tfeld(@™)[i]1™)) DO
BEGIN
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exchange (J, j-1);

3 =73-1;
END;
END { FOR };

END { TSortierfeld.insertionsort };

Die Korrektheit des Verfahrens sieht man wie folgt:

Ist der Feldabschnitt < Tfeld(a”™)[lower]”, ..., Tfeld(a®) [idx-1]”" > bereits aufstei-
gend sortiert, dann wird das Element Tfeld(a”)[idx]” in diesen bereits sortierten Ab-
schnitt an der richtigen Position eingefiigt. Es ,,fallt“ also von der Position idx an die Position
herab, an der es in der sortierten Folge stehen wird; dann bricht die WHILE-Schleife ab.

Ist der Parameter lower = | und der Parameter upper = u, so werden u—1I Durchlaufe der
FOR-Schleife durchgefuhrt. Im i-ten Durchlauf hat die Variable idx den Wert idx = | +i.Im
i-ten durchl&uft die Variable j in der WHILE-Schleife maximal die (absteigenden) Werte | +1,
wry 2, d.h. im i-ten Durchlauf werden hochstens | +i—1 viele Vergleiche ausgefihrt. Der In-
sertionsort wird mit den Parametern lower =1 und upper = n gestartet, so dass die Gesamt-
zahl der Vergleiche héchstens

Zn:i: n~(n+l)_1

2 2

betragt. Ist die Eingabefolge absteigend sortiert, wird dieser Wert erreicht, so dass der Inserti-
onsort im ungunstigsten Fall wie der Bubblesort eine Anzahl an Vergleichen der Ordnung
0(n?) ausfihrt.

6.1.2  Quicksort und Quicksort-Varianten
Der Quicksort realisert die Idee der Divide-and-Conquer-Methode (siehe Kapitel 7.1).

Besteht die Folge x =<a1, ...,an> der zu sortierenden Elemente nur aus einem einzigen Ele-
ment, dann ist nichts zu tun. Sind mehr als nur ein Element zu sortieren, dann wird ein Ele-
ment a:(key, info) zuféllig ausgewdhlt und an diejenige Position verschoben, an der es in
der endgiltigen Sortierung stehen wird. Diese Position wird dadurch bestimmt, dass die Folge
x=(a,,..,a,) in drei Teilfolgen (b,,...,b, ), (a) und (b b,) aufgeteilt wird, die alle

m+11***1 Mn
aus den urspringlichen Elementen a,, ..., a, in einer eventuell anderen Reihenfolge bestehen.

n

Das Element a wird also an die Position m gebracht. Dabei gilt:

b<aflri=1,..,m-1und b >a firi=m+1,..,n.
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Uber die GroBenverhaltnisse der Elemente b,...,b,, und b

YR

., b, untereinander wird

m+l?*

nichts gesagt. Das Problem der Sortierung der erzeugten kleineren Teilfolgen <b1,. b > und

o o
<bm+l, bn> wird (rekursiv) nach dem gleichen Prinzip geltst. Zu beachten ist dabei, dass die

Sortierung einer Teilfolge stets innerhalb des Folgenabschnitts erfolgt und nicht auf Teilfol-
gen zugreift, die aul3erhalb liegen.

Das Verfahren ist in der Methode TSortierfeld.quicksort (im Implementierungsteil der
UNIT Sortiere) niedergelegt. Dabei wird vorausgesetzt, dass die zu sortierenden Elemente
bereits an das Sortierfeld in der in Kapitel 6.1 beschriebenen Weise tUbergeben wurden. Au-
Rerdem wurde der eingesetzte Zufallszahlengenerator bereits initialisiert. Die Parameter 1o-
wer und upper bestimmen den Abschnitt im Sortierfeld, der durchmustert werden soll.

PROCEDURE TSortierfeld.quicksort (lower : INTEGER;
upper : INTEGER);

VAR t : PSortentry;
m - INTEGER;
idx - INTEGER;

zufalls _idx : INTEGER;

BEGIN { TSortierfeld.quicksort }

IF lower < upper

THEN BEGIN
{ ein Feldelement zufallig aussuchen und mit

Tfeld(@™)[lower]” austauschen }
zufalls_idx
:= lower + Trunc(Random * (upper - lower + 1));

exchange (lower, zufalls_idx);

t:
m :

Tfeld(@™)[lower];
lower;

FOR idx = lower + 1 TO upper DO
IF Tfeld(@M)[idx]"-kleiner (™)
THEN BEGIN
m = m+l;
{ vertauschen von Tfeld(@™)[m]"
und Tfeld(@™) [1dx]" }
exchange (m, idx);
END;

{ Tfeld(@™)[lower]”™ und Tfeld(@™)[m]”® vertauschen }
exchange (lower, m);



6.1 Sortierverfahren 253

quicksort (lower, m-1);
quicksort (m+1, upper);

END { IF }
END { TSortierfeld.quicksort };

Abbildung 6.1.2-1 zeigt schematisch den Ablauf des Verfahrens.

Der Algorithmus stoppt, da in jedem quicksort-Aufruf ein Element an die endgultige Posi-
tion geschoben wird und die Anzahl der Elemente in den beiden rekursiven quicksort-
Aufrufen zusammen um 1 verringert ist.
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quicksort (a, lower, upper)

lower

zufalls_idx upper

N

t 1= a[zufalls_idx]

austauschen

lower

lower upper
f :
o m }—w (nach Bedarf)
©
s idx | - (FOR-Schleife)
@D
o
@]
[T

lower upper

t <t >=t /’?/
m idx
lower upper
<t t >=1
m
upper

quicksort (a, lower, m-1)

quicksort (&, m+1, upper)

1. Schritt

Start der
FOR-Schleife

Invariante der
FOR-Schleife

letzter Schritt

Abbildung 6.1.2-1: Quicksort
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Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus der Invariante der FOR-Schleife, die nur aus dem

Statement
IF Tfeld(@™)[idx]~-kleiner (t~) THEN BEGIN ... END;

besteht.
Unmittelbar vor Eintritt in die FOR-Schleife gilt:

Die Elemente der Folge < Tfeld(a™) [lower+1]", ..., Tfeld(a™)[m]” > sind kleiner als
t~, und die Elemente der Folge < Tfeld(a™) [m+1]", ..., Tfeld(@™) [idx-1]" > sind
groRer oder gleich €/,

Vor dem ersten Eintritt in die FOR-Schleife mit idx = lower+1 gilt die Aussage, da dann
beide Folgen leer sind. Wird beim ersten Durchlauf festgestellt, dass Tfeld(a®) [idx]"
Kleiner als €~ ist, wird lediglich m um 1 erhoht; denn der nachfolgende Austausch vertauscht
wegenm = lower+1l = idx das Objekt Tfeld(a™)[lower+1]” mit sich selbst; die Fol-
ge < Tfeld(a™) [lower+1]", ..., Tfeld(@™)[m]” > besteht also nur aus dem Element
Tfeld(@a™) [lower+1]", und dieses ist kleiner als t; die zweite Folge ist weiterhin leer.
Beim zweiten Eintritt in die FOR-Schleife, jetzt mit idx = lower+2, gilt daher die Invarian-
te. Wird im ersten Durchlauf festgestellt, dass Tfeld(a”™) [idx]” groler oder gleich t~ ist,
wird m nicht erhoht; beim zweiten Eintritt in die FOR-Schleife, jetzt mit idx = lower+2, ist
die erste Folge leer, die Folge < Tfeld(a”™) [m+1]", ..., Tfeld(a”™) [idx-1]" > besteht nur
aus dem Element Tfeld(a™) [lower+1]", und dieses ist groRer oder gleich t~. Daher gilt
auch jetzt die Invariante.

Fur die folgenden Schleifendurchlaufen wird &hnlich argumentiert. Zu beachten ist, dass im
Fall eines erforderlichen Austauschs die Folge < Tfeld(a®)[lower+1]”®, ..,
Tfeld(a™)[m]” > zundchst um das Element Tfeld(a™) [m+1]" erweitert wird, das nicht
in diese Folge gehdrt, weil Tfeld(a™) [m+1]~ groler oder gleich t~ ist; dieses Element
wird mit Tfeld(a”) [idx]” ausgetauscht, das kleiner als t~ ist. Da zusatzlich m inkremen-
tiert wurde, gilt die Aussage der Invarianten wieder.

Unmittelbar nach Abarbeitung der FOR-Schleife gilt:

Die Elemente der Folge < Tfeld(a™) [lower+1]", ..., Tfeld(a™)[m]” > sind kleiner als
t~, und die Elemente der Folge < Tfeld(a™)[m+1]", ..., Tfeld(a™) [upper]” > sind
groRer oder gleich t~. Wird das Element an Position lower, nadmlich t~, mit
Tfeld(a™)[m]” ausgetauscht, so ergibt sich:

Die Elemente der Folge < Tfeld(a™)[lower]”, ..., Tfeld(a™)[m-1]" > sind kleiner als
t~, und die Elemente der Folge < Tfeld(a™)[m+1]%, ..., Tfeld(a”™) [upper]” > sind
groRer oder gleich /.
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Zur Ermittlung des Laufzeitverhaltens, gemessen in der Anzahl der durchgefiihrten Verglei-
che bei Eingabe von n Elementen, wird zundchst der Spezialfall betrachtet, dass bei der Auf-
teilung der zu sortierenden (Teil-) Folge das Teilungselement nach der Verschiebung der (b-
rigen Elemente stets in die Mitte der Folge gelangt, d.h. wird der Quicksort auf die Folge

x=(a,,..,a,) angewendet und entstehen dabei die drei Teilfolgen (b,,...b, ), (a) und

(bmﬂ,..., bn>, so enthalten die erste und dritte Teilfolge ,,nahezu® gleich viele Elemente, ge-

nauer: bei ungeradem n, etwa n=2-1+1, jeweils | :nT—lng viele Elemente; bei gera-

dem n, etwa n = 2.1, enthalt die erste Folge | —1= EJ—1< EJ viele Elemente und die drit-

te Folge I:EJ viele Elemente (oder umgekehrt). Wird der Quicksort nun rekursiv auf
(by, ... b, ;) bzw. (b

Teilungselement moglichst genau in die Mitte kommen. Diese Annahme soll fur alle rekursiv
untergeordneten Sortiervorgénge gelten. Dann gilt fiir die Anzahl QS(n) der Anzahl der Ver-
gleiche zur Sortierung von n Elementen mit Quicksort:

b ) angewendet, so soll auch dort wieder das zuféllig ausgewahlte

m+1? " "1 ~n

QS(1) =0 und
QS(n) < 2-QS(EB+n—1.

Mit den am Ende von Kapitel 4.4 durchgefiihrten Uberlegungen zu Rekursionsgleichungen
der Form

T(n < a firn=1
(m) < b-T(n/c))+ f(n) firn>1

folgtmita=0,b=c=2und f(n)=n-1
QS(n) e O(n-log(n)) und daher optimales Laufzeitverhalten.

Dieser Spezialfall kann als ,,glinstige” Auswahl der Teilungselemente angesehen werden. Im
Allgemeinen kann man nicht erwarten, dass bei der Auswahl der Teilungselemente durchgén-
gig zwei gleichlange Teilfolgen entstehen, da das Teilungselement genau in die Mitte zwi-
schen beide Teilfolgen kommt. Die allgemeinere Abschéatzung von QS(n) lautet:

QS(0) =QS(1) =0 und
QS(n) <n-1+max{QS(n,)+QS(n,)|n, +n, =n—-1}
=n-1+max{QS(n,)+QS(n—1-n,)|n, =0,...,n -1}
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Vollstandige Induktion liefert die Abschétzung
n-1

QS(n)< i
i=1

Fur n=0 oder n =1 stimmt die Aussage. Fur n> 2 ist

QS(n)<n-1+max{QS(n)+QS(n-1-n,)|n, =0,...,n—1}

n -1 n-1-n, -1
<n-1+ max{ Yi+ >liln=0,..,n —1} (nach Induktionsvoraussetzung).
i=1 i=1
n-1  niln-l n-2
Fur n, =0 oder fir n, =n—1istder Term > i+ Y i gleich > i ;
i=1 i=1 i=1

fur 0<n, <n-1 folgt

n-1  nln-1
i+ Dli=1+2+..+(n-1)+1+2+..+(n-n-2)

i=1 i=1
<(h-n-2+D)+(-n-2+2)+..+(n—n—-2+n,-1)
+1+2+...+(n-n-2)

Das Maximum wird also fur n, =0 bzw. fir n,=n-1 angenommen, und es gilt
n-2 n-1

QS(n)<n-1+>i=>i.
i=0 0

Damit ergibt sich QS(n) e O(n?).

Man kann sich leicht davon Uberzeugen, dass diese Anzahl an Vergleichen auch erreicht wird,
namlich dann, wenn bei der Aufteilung einer (Teil-) Folge stets eine der beiden entstehenden

Teilfolgen leer ist, und die andere Teilfolge alle verbleibenden Elemente enthalt (es ist dann
n-1

QS(n) =n-1+QS(n-1) =(n-1)+(n-2)+QS(n-2) =...= D_i).

i=1

Im Mittel verhalt sich Quicksort weitaus glinstiger:
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Zur Abschétzung des mittleren Laufzeitverhaltens des Quicksorts werde ber die Verteilung
der Eingabe <a yeens n> angenommen, dass alle Werte paarweise verschieden sind und dass

die Wahrscheinlichkeit, dass das Eingabeelement a, fir i =1,...,n das k-kleinste Element der

Eingabe ist, fir alle a gleich, namlich gleich 1/n ist.

Mit QS,,,(n) werde die mittlere Anzahl an Vergleichen des Quicksorts bei Eingabe von n

avg

Elementen bezeichnet. Bei Eingabe von <a1, an> wird zuféllig ein Teilungselement ausge-

sucht, das das k-kleinste Element der Eingabe ist. Dann sind k —1 Elemente kleiner und n—k
Elemente groRer als das Teilungselement. Damit ergibt sich

QS (0) =QS,, (1) =0 und fir n>2

QS,,(N)=n-1+>" (QSavg (k-1 +QS,,(n- k))- P(das Teilungselement ist das k - kleinste)
k=1

n-1+1/n- 3 (QS, (K—1) + QS (k)

k=1

=n-1+ 2/n~niQSavg(k).
k=0

Wie in Kapitel 5.2.1 lasst sich diese Rekursion 16sen: Man bildet

n-QS,,(n)=n-(n-1)+2- niQSElvg (k) und

n-2
(n-1)-QS,,(n-1)=(n-1)-(n—2)+2->.QS,,, (k) und subtrahiert die zweite von der ersten

k=0
Gleichung mit dem Ergebnis

n-QS,,(N)—(1-1)-QS,,(N-1) =2-(n-1)+2-QS,, (n-1),
n-QS,,(n)=(n+1)-QS,,(n-1)+2-(n-1) fiirn>1.

Die letzte Gleichung hat die Form

a,-QS,,(N)=b, QS (n-D+c, mit a,=n, b,=n+1und ¢, =2-(n-1).

. an -a_ a1 _(n-1)2 2 .
Mit s =" 2 = d S,.,1)=0
= (n+1) n(nsp) VAWeoen Qe ()
1
Qsavg(n)_s (l ai Qsavg(l)+zs C]
N+l (< . . ' 51
_ne 23— 1)- je2ne) X
2 (i_zl-(l+l) ( J (n+ ,lel- (n+1) ~i+1

n+1

Es gilt Y ——< [ Zdx=In(0]" " = In(n+1).
iz 1+l 5 X
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Insgesamt ist QS (n) < 2~(n +1)~In(n +1) d.h. die mittlere Anzahl an Vergleichen zur Sor-

avg

tierung einer Zahlenfolge aus n Elementen mit Quicksort ist von der Ordnung O(n-log(n)).

Der Quicksort verhélt sich also im Mittel optimal. Dass das Verfahren mit der Methode
TSortierfeld.quicksort in der Praxis ein Laufzeitverhalten zeigt, das fast alle anderen
Sortierverfahren schlagt, liegt daran, dass die Wahrscheinlichkeit, eine ,,ungunstige Folge
von Teilungselementen im Quicksort zu bekommen, &ulerst gering ist gegentber der Wahr-
scheinlichkeit, eine ,,guinstige* Folge von Teilungselementen auszuwéhlen. Das Laufzeitver-
halten in der vorgestellten Implementierung tendiert durch die zuféallige Auswahl des Tei-
lungselements eher zum mittleren Laufzeitverhalten des Quicksorts.

Das Laufzeitverhalten des Quicksorts kann an mehreren Stellen tendenziell verbessert wer-
den. Zwei Varianten werden hier vorgestellt.

Der Quicksort, wie er hier beschrieben wird, wéhlt aus der Folge x =(ay,...,a,) der zu sortie-
renden Elemente ein Objekt a = (key, info) aus und schiebt es an diejenige Position m, an der
es in der endgiiltigen Sortierung stehen wird. Es werden also drei Teilfolgen (b,,....b, ), (a)
und (b

tuell anderen Reihenfolge bestehen und fiir die b, <a furi=1,..,m-1und b, >a fir

b > gebildet, die alle aus den urspriinglichen Elementen a,, ..., a, in einer even-

m+17°**1 Mn

i=m+1, .., ngilt. Zur Sortierung jeder der beiden Teilfolgen (b;,...,b, ;) und (b,.;,....b,)
b,) k>0 viele Objek-

m+17 ***1 Mn

wird Quicksort (rekursiv) verwendet. Gibt es in der Teilfolge (b

te, die dasselbe Ordnungskriterium wie a aufweisen, d.h. die bezuglich der Ordnung gleich a

sind, so ware nach Auswahl von a die Aufteilung (b;,....b, ), <a, a,...,a>, (Covstaicr -+ Co)
—

k-mal

€y t=1{b|belb b, jundb>a } giinstiger, denn alle Elemente a stehen

m+1? "1 ~n

mit {c

m+1+k?
an ihrer richtigen Position. Quicksort musste jetzt flr die linke Teilfolge <b1, bm_1> und fur
die rechte Teilfolge <cm+1+k, cn> mit n—-m-k<n-m, d.h. bei k>0 weniger Elementen,

aufgerufen werden. Die Rekursionstiefe verringert sich also.

Zur Realisierung dieser Idee wird fir die Aufteilungsphase die Indexgrenze m in der Quick-
sort-Implementierung durch zwei Indexgrenzen r und s ersetzt, die die Eingabefolge

r

(a,...a,) in die drei Teilfolgen (b,...b_,), ( a,..,a ), (c,..c,) mit b <a fir

mindestens
einmal a

i=1..,s-1lund c;>a furj=r, .. n aufteilen. AnschlieBend wird das Verfahren (rekur-

siv) auf (b, ...,b,_;)und auf (c,,...,c,) angewendet. Die Idee wird in der folgenden Prozedur
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TSortierfeld.quicksort2 umgesetzt. Diese sortiert den Feldabschnitt in den Indexgren-
zen von lower bis upper.

PROCEDURE TSortierfeld.quicksort2 (lower : INTEGER;
upper : INTEGER);
VAR t : PSortentry;
r : INTEGER;
S - INTEGER;
1dx - INTEGER;
zufalls_idx : INTEGER;
BEGIN { TSortierfeld.quicksort2 }
IF lower < upper
THEN BEGIN
{ ein Feldelement zufallig aussuchen und mit
Tfeld(@™)[lower]” austauschen }

zufalls_idx
:= lower + Trunc(Random * (upper - lower + 1));
exchange (lower, zufalls_idx);

t = Tfeld(@™)[lower];
r := lower;
S I= upper +1;

WHILE r <= s DO

BEGIN
r 1= r+l;
WHILE (r <= upper) AND (Tfeld(@™)[r]".kleiner (t*)) DO
r = r+l1;
S I= s-1;
WHILE (s >= lower) AND (Tfeld(a™)[s]”"-groesser (t™)) DO
s = s-1;

IF r <= s THEN exchange (r, s);
END { WHILE }%;
{*1}

{ Tfeld(@™)[lower]” und Tfeld(a™)[s]” vertauschen }
exchange (lower, s);

idx := s-1;
WHILE idx >= lower DO
BEGIN

IF Tfeld(a®)[idx]*.gleich (t?)
THEN BEGIN
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s = s-1;
exchange (idx, s);
END;
idx := idx-1;
END;
{13
idx = r;
WHILE 1dx <= upper DO
BEGIN
IF Tfeld(@™)[1dx]~.gleich (™)
THEN BEGIN
exchange (idx, r);
r = r+l;
END;
1dx = 1dx+1;
END;
{***}

quicksort2 (lower, s-1);
quicksort2 (r, upper);

END { IF }

END { TSortierfeld.quicksort2 };

Die Aufteilungsphase in die drei Teilfolgen bleibt linear in der Anzahl der zu sortierenden
Elemente, so dass sich an der asymptotischen Zeitkomplexitat nichts andert.

Die Korrektheit des Verfahrens sieht man wie folgt:

Am Ende der ersten WHILE-Schleife (das ist die durch { * } markierte Stelle) gilt:

1)
)

©)

(4)

()

s<r-1
der letzte Elementaustausch innerhalb der WHILE-Schleife hat nicht mehr stattgefunden,
d.h. TFeld(a™)[s]", ist kleiner oder gleich t~
die Elemente der Folge < Tfeld(a®)[s+1]", ..., Tfeld(@™) [upper]” > sind groRer
oder gleich £~ (Gleichheit kann vorkommen)
die Elemente der Folge < Tfeld(a™)[lower+1]", ..., Tfeld(a™) [r-1]" > sind klei-
ner oder gleich t~ (Gleichheit kann vorkommen)
Tfeld(a™)[r]~ist groler oder gleich /.

Aus (4) und (1) folgt:

Tfeld(a™)[s]” > sind kleiner oder gleich t;
aus (3) und (5) folgt: die Elemente der Folge < Tfeld(a®) [s+1]%, ..., Tfeld(@™) [r]" >
sind groler oder gleich 7

die Elemente der Folge < Tfeld(a™)[lower+1]", ...,
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aus (4) folgt: die Elemente der Folge < Tfeld(a™)[s+1]", ..., Tfeld(@™)[r-1]" > sind
Kleiner oder gleich t.

Insgesamt gilt daher:

Die Elemente der Folge < Tfeld(a®)[s+1]", ..., Tfeld(@™)[r-1]» > sind gleich t~,
Nach dem Austausch von Tfeld(a™) [lower]” und Tfeld(a”™)[s]” ergibt sich dann:
die Elemente der Folge < Tfeld(a™) [lower+1]", ..., Tfeld(@a™)[s-1]" > sind kleiner
oder gleich t~; die Elemente der Folge < Tfeld(a™) [s]", ..., Tfeld(@™) [r-1]" > enthélt
mindestens ein Element, und die Elemente sind gleich t~; die Elemente der Folge <
Tfeld(@™)[r]", ..., Tfeld(@™) [upper]” > sind grofer oder gleich €.

Die nachfolgende WHILE-Schleife, die an der durch { ** } markierten Stelle endet, schiebt
alle Elemente in der Folge < Tfeld(a™) [lower]", ..., Tfeld(@™)[s-1]" >, die gleich t/
sind, nach rechts. Die WHILE-Schleife, die an der durch { *** 3} markierten Stelle endet,
schiebt alle Elemente in der Folge < Tfeld(@™)[r]”, ..., Tfeld(a™)[upper]” >, die
gleich t~ sind, nach links. Die Werte s und r werden entsprechend angepasst.

Eine weitere Quicksort-Variante entsteht aus der Beobachtung, dass sich Quicksort bei Feld-
abschnitten mit nur wenigen Elementen schlecht verhélt, da ein groRer zeitlicher Overhead
durch die Verwaltung der rekursiven Prozeduraufrufe entsteht. Ersetzt man in der urspringli-

chen Quicksort-Implementierung die Anweisung
IF lower < upper THEN ..

durch
IF lower < upper - cutoff

mit einem benutzerdefinierten Wert cutoff, der groRer oder gleich 1 ist, so ist das Ergebnis
dieser Quicksort-Variante ein Feldabschnitt, der aus Blocken B, ..., B, mit jeweils hochstens

cutoff+1 vielen Elementen besteht, die innerhalb eines Blocks B; wohl noch nicht sortiert

sind, fur die aber qgilt, dass alle Elemente in B, kleiner oder gleich den Elementen in B, sind.

i+1
Uber die Blocke B, ..., B, der so ,,vorsortierten* Feldabschnitte lasst man nun einen einfachen
Sortieralgorithmus laufen, der in vorliegenden Spezialfall linearen Aufwand aufweist, etwa

das Verfahren TSortierfeld. insertionsort (siehe Kapitel 6.1.1).

Im vorliegenden Fall fallt ein Element hochstens cutoff viele Positionen herab, ndmlich nur
innerhalb seines Blocks B,. Daher ergibt sich ein zusétzlicher Aufwand der Ordnung

O(cutoff-n).

Praktische Versuche zeigen, das cutoff-Werte zwischen 10 und 20 in den meisten Féllen ei-
ne Laufzeitverbesserungen bringen.
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6.1.3  Heapsort und Bottom-up-Heapsort

Ein Sortierverfahren, das im schlechtesten Fall und im Mittel die minimale Zeitkomplexitat
der Ordnung O(n-log(n)) hat, ist die Sortierung gemaR Heapsort. Dieses Verfahren beruht

auf der Manipulation einer fir das Sortierproblem geeigneten Datenstruktur, einem Sortier-
feld bzw. Binarbaum mit ,,Heap-Eigenschaft”.

Im vorliegenden Kapitel werden zwei Varianten des Heapsorts behandelt, namlich der ,klas-
sische* Heapsort, der theoretisch dem Quicksort in der Laufzeit Gberlegen ist, jedoch nicht in
den praktischen Implementierungen, und der Bottom-up-Heapsort. Die mangelnde Uberle-
genheit des klassischen Heapsorts Gber den Quicksort (im worst-case-Verhalten) l&sst sich mit
den Argumenten am Ende von Kapitel 6.1.2 begriinden. Das mittlere Laufzeitverhalten, zu
dem der Quicksort in der vorgestellten Implementierung tendiert, und das worst-case-
Laufzeitverhalten des klassischen Heapsorts sind von der gleichen GrélRenordnung
O(n-log(n)), jedoch sind hierbei die beteiligten Konstanten sehr unterschiedlich. Dieses

Manko wird im Bottom-up-Heapsort auszugleichen versucht. Der Bottom-up-Heapsort als ei-
ne Variante des klassischen Heapsorts versucht hierbei einige Vorteile der zugrundeliegenden
Datenstruktur optimal zu nutzen und verzichtet auf eine rekursive Implementierung des Ver-
fahrens. Praktische Versuche zeigen, dass der Bottom-up-Heapsort nicht nur beweisbar theo-
retisch dem Quicksort Uberlegen ist, sondern auch praktisch (jedenfalls bei groRen Eingabe-
folgen).

Zum Verstandnis des Heapsorts sind einige grundsatzliche Bemerkungen angebracht:

Die zu sortierende Eingabefolge <a1,..., an> kann in einem ARRAY abgelegt bzw. wie in der

vorliegenden Implementierung uber Verweise angesprochen werden, die in einem ARRAY rea-
lisiert sind, hier im Sortierfeld TFeld(a”). Man kann die zu sortierende Folge auch als Kno-
tenmarkierungen eines vollstdndigen Binarbaums betrachten. Ein vollstandiger Bindrbaum
ist ein Bindrbaum, dessen Niveaus vollstandig gefullt sind, eventuell mit Ausnahme des
hochsten Niveaus; in diesem Fall sind alle Knoten (auf dem hochsten Niveau) méglichst weit
links angeordnet. Man nummeriert die Knoten des vollstandigen Bindrbaums beginnend bei
der Wurzel nach aufsteigenden Niveaus und auf jedem Niveau von links nach rechts (diese
Nummerierung entspricht dem Durchlaufen des Bindrbaums in Breitensuche, siehe Kapitel
5.2.2). Das Element a, wird dann entweder im Feldelement mit Index i abgelegt bzw. tber

Tfeld(a™)[ i] adressiert, oder es befindet sich als Knotenmarkierung im Knoten mit der
Nummer i. Abbildung 6.1.3-1 zeigt ein Beispiel mit 10 Elementen.



264 6 Anwendungsorientierte Basisalgorithmen

‘16‘11‘9‘10‘5‘6‘8‘1‘2‘4‘

Feld a[1], ..., a[10]

1

4/\\5 6 7
\_/
]

Y */
U w w [ Knotennummer

@ “#%------ Knotenmarkierung

8

Abbildung 6.1.3-1: Korrespondenz zwischen einem ARRAY und einem vollstdndigen Bindrbaum

Es besteht eine bijektive Beziehung zwischen den Indizes des ARRAYS und den so erzeugten
Knotennummer im Bindrbaum:

Der Bindrbaum habe die Hohe h. Das maximale Niveau ist dann m=h-1.

Jeder Index i im ARRAY mit 1<i<n hat die Form i=2'+1 mit 0< j<m und 0<l<2’,
Dann befindet sich das Element a, im Knoten mit der Nummer i, der auf dem Niveau j und
dort genau | Positionen von links (Zahlung beginnend bei 0) steht.

Aus dem Index eines Elements im ARRAY l&sst sich also bijektiv umkehrbar das Niveau und
die Position des Knotens innerhalb dieses Niveaus im Bindrbaum bestimmen, der mit dem
Element markiert ist. Daher kann die VVorgehensweise des Heapsorts entweder durch seine
Wirkung auf das ARRAY oder auf den Binarbaum beschrieben werden. Die erste Beschrei-
bungsweise eignet sich besser fir eine algorithmische Umsetzung, die zweite flr eine Visuali-
sierung.

Hat ein Knoten im Binarbaum die Nummer i=2’ +1mit 0< j<m und 0<1<2! d.h. befin-

det er sich auf Niveau j an Position | von links, und hat er zwei direkte Nachfolger, so stehen
diese auf Niveau j+1 und dort an den Positionen (Zahlung beginnend bei 0) 2-1 und

2-1+1. Daher haben die beiden Nachfolger die Nummern (und damit die Indizes im ARRAY)
27" 4+2.01=2-i und 2" +2-1+1=2-i+1.

Die Folge (a,...,a,) erfullt die Heap-Eigenschaft, wenn gilt:

a >a,; fir1<i<n/2 und a >a,,,, fir 1<i<n/2.




6.1 Sortierverfahren 265

Wird auf die Folge (ber ein Sortierfeld vom Datentyp TSortierfeld zugegriffen, so bedeu-
tet die Heap-Eigenschaft

Tfeld(a™M) [ i]".kleiner(Tfeld(a™)[2*i]™) = FALSE
und
Tfeld(a™M) [ i]".kleiner(Tfeld(a™)[2*i + 1]™) = FALSE.

Im zugehdrigen Bindrbaum bedeutet die Heap-Eigenschaft, dass die Markierung eines Kno-
tens (bis zum zweithdchsten Niveau) groRer als die Markierungen der beiden Nachfolger bzw.
des direkten Nachfolgers ist.

Der Heapsort arbeitet folgendermalien:

Geht man davon aus, dass die zu sortierende Eingabefolge (al, an> die Heap-Eigenschaft

erfillt und wird auf die Folge Uber ein Sortierfeld zugegriffen (gedanklich tber einen voll-
stdndigen Bindrbaum), so steht das in der Sortierung groRte Element im Objekt
Tfeld(@™)[1]” (bzw. in der Wurzel des Baums). Der Heapsort bringt dieses Element an die
letzte Position der Folge, d.h. er tauscht Tfeld(a”) [1]" mit Tfeld(a@™)[n]" aus (bzw.
vertauscht die Markierung der Wurzel mit der Markierung des Blattes mit der hdchsten
Nummer). Ab sofort wird das nun n-te Folgenglied nicht mehr bertcksichtigt, da es an der
korrekten Position steht (im Bindrbaum wird das Blatt ,,abgeschnitten*). Durch den Austausch
ist eventuell an Position 1 (bzw. an der Baumwurzel) die Heap-Eigenschaft verletzt. Durch
Aufruf  einer Prozedur reconstruct_heap im klassischen Heapsort bzw.
reconstruct_bottomup_heap im Bottom-up-Heapsort wird die Heap-Eigenschaft im
Feld wieder hergestellt. Durch Austausch des ersten Elements mit dem Element an der hdchs-
ten berticksichtigten Position (bzw. der Markierung der Wurzel mit der Markierung im Blatt
mit der nun héchsten Nummer) wird das zweitgrélite Element der Eingabefolge an die in der
Sortierfolge korrekte Position geschoben und dann von der weiteren Betrachtung ausge-
schlossen (aus dem Bindarbaum ,abgeschnitten®). Das Verfahren wird wiederholt, bis nur
noch ein zu beriicksichtigendes Element (im Bindrbaum die Wurzel) tbrig bleibt.

Im Allgemeinen muss man davon ausgehen, dass die urspringliche Eingabefolge die Heap-
Eigenschaft nicht erfullt. Daher wird die Eingabefolge zunéchst so umsortiert, dass sie zum
ersten Mal die Heap-Eigenschaft erfllt. Der Vorgang lasst sich am besten im Bild des Bi-
narbaums erkléaren: Beginnend beim Knoten mit der héchsten Nummer im hochsten komplett
ausgefullte Niveau wird in Richtung absteigender Knotennummerierung an jedem Knoten die
Heap-Eigenschaft hergestellt, bis die Wurzel erreicht ist. Dazu werden die Prozeduren
reconstruct_heap im Kklassischen Heapsort bzw. reconstruct_bottomup_heap im
Bottom-up-Heapsort verwendet.

Nachdem die Heap-Eigenschaft das erste Mal hergestellt ist, steht das grote Element an der
Position lower. Es wird mit dem Element an der Position upper ausgetauscht. Dadurch
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kann an der Position lower die Heap-Eigenschaft verletzt werden, so dass sie bezogen auf
den Feldabschnitt < Tfeld(a™) [lower]”, ..., Tfeld(a™) [upper-1]~ > durch Aufruf der
Prozedur reconstruct_heap bzw. reconstruct_bottomup_heap wiederhergestellt
wird. Alle Elemente im Feldabschnitt < Tfeld(a™)[lower]” , ..., Tfeld(a®)[upper-
17~ > sind kleiner oder gleich dem Element Tfeld(a”™)[upper]. Das Verfahren (Aus-
tausch des ersten mit dem letzten Element im Feldabschnitt, Rekonstruktion der Heap-
Eigenschaft, Verkleinerung des Feldabschnitts am hochsten Index) wird nun fur den Feldab-
schnitt < Tfeld(a™) [lower]”?, ..., Tfeld(a™) [upper-1]~ > fortgesetzt.

Der gesamte Ablauf ist in Abbildung 6.1.3-2 zusammengefasst.

Das Verfahren ist in der Methode TSortierfeld.heapsort (im Implementierungsteil der
UNIT Sortiere) niedergelegt. Dabei wird vorausgesetzt, dass die zu sortierenden Elemente
bereits an das Sortierfeld in der in Kapitel 6.1 beschriebenen Weise tibergeben wurden. Die
Parameter lower und upper bestimmen den Abschnitt im Sortierfeld, der durchmustert wer-
den soll. Der Parameter typ unterscheidet den klassischen Heapsort vom Bottom-up-
Heapsort.
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Abbildung 6.1.3-2: Heapsort
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PROCEDURE TSortierfeld.heapsort (typ : TSortiere;
lower : INTEGER;
upper : INTEGER);

VAR i1dx - INTEGER;

reconstruct : Trec_proc;
BEGIN { TSortierfeld.heapsort }
CASE typ OF
heap : reconstruct := reconstruct_heap;
bottom _up_heap : reconstruct := reconstruct_bottomup_ heap;
ELSE Exit;
END;

{ Tfeld(@™)[lower]”™ , ..., Tfeld(@)[upper]”™ iIn einen Heap
umwandeln; dabei wird ausgenutzt, dass die Elemente mit
"hohen™ Indizes keine Nachfolger haben }

FOR 1dx := upper DIV 2 DOWNTO lower DO
reconstruct (idx, upper);

{ Heap sortieren }
idx := upper;
WHILE idx >= 2 DO
BEGIN
{ Tfeld(@™)[lower]® mit Tfeld(aM)[idx]” vertauschen }
exchange (lower, i1dx);
idx = idx - 1;
reconstruct (lower, idx);
END;  { WHILE }

END { TSortierfeld_heapsort };

Zunachst wird der klassische Heapsort beschrieben. Hier wird die Prozedur

PROCEDURE TSortierfeld.reconstruct_heap (i INTEGER;

INTEGER) ;

s

verwendet, um in dem durch a adressierten Sortierfeld, und zwar in dem durch die Indizes i
und j bestimmten Abschnitt einen Heap zu rekonstruieren. Dabei wird vorausgesetzt, dass in
diesem Abschnitt die Heap-Eigenschaft besteht, mit Ausnahme eventuell an der Position, die
durch den Index i bestimmt ist. Das VVorgehen wird wieder anhand des Bilds des Bindrbaums
beschrieben:
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Zuné&chst wird geprft, ob der durch i bestimmte Knoten kein Blatt ist; nur in diesem Fall ist
eventuell etwas zu tun. Dann wird gepruft, ob er zwei Nachfolger besitzt. In die Variable idx
wird die Nummer des Knotens mit der groReren Markierung gesetzt. Falls die Heap-
Eigenschaft mit dem durch idx angesprochenen Knoten verletzt ist, findet ein Austausch mit
dieser Knotenmarkierung statt. Die urspringliche Markierung des Knotens mit der Nummer i
fallt also auf das ndchst hohere Niveau. Durch den Austausch kann natirlich an der Aus-
tauschstelle eine Verletzung der Heap-Eigenschaft eingetreten sein, so dass an dieser Stelle
mit reconstruct_heap rekursiv ,repariert” wird. Auf diese Weise kann die anfangliche
Markierung des Knotens mit der Nummer i bis in eine Blattposition sinken.

PROCEDURE TSortierfeld.reconstruct _heap (i : INTEGER;
: INTEGER);
{ Die Prozedur ordnet die Elemente im Feld
Treld(@™)[i], ---, Tfeld(@™)[J] so um, dass anschliellend die
Heap-Eigenschaft gilt:
Tfeld(@M) [K]"-kleiner(Tfeld(@™)[2*k]™) = FALSE
fiur 1 <= k <= j/2

i

und
Tfeld(@™) [k]".kleiner(Tfeld(a™)[2*k + 1]7) = FALSE
fiur 1 <= k < j/2 }

VAR i1dx : INTEGER;

BEGIN { TSortierfeld.reconstruct_heap }
IF 2*i1 <= j { d.h. Tfeld(a™)[i] ist kein Blatt }
THEN BEGIN
IF 2*1 + 1 <= j
THEN IF Tfeld(@™)[2*i]".kleiner(Tfeld(@™)[2*1 + 1]M)
THEN 1dx := 2*i+1
ELSE 1dx = 2*i;
ELSE 1dx := 2*1i;
IF Tfeld(@M)[i]"-kleiner(Tfeld(a@™) [1dx]")
THEN BEGIN
{ Tfeld@™)[i]" mit Tfeld(@™M)[1dx]?
vertauschen: }
exchange (i, 1dx);
{ die Heap-Eigenschaft im Teilbaum
wiederherstellen: }
reconstruct_heap (idx, j);
END

END
END { TSortierfeld.reconstruct _heap } ;
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Zur Abschatzung der Anzahl von Elementvergleichen bei Eingabe von n zu sortierenden

Elementen werde n=2""—-1=2"+2" -1 angenommen, d.h. der Binirbaum ist auch auf
dem hochsten Niveau m vollstandig ausgefullt. Der Heapsort wird in der Form

heapsort (heap, 1, n)

aufgerufen. Daher erfolgen zur anfanglichen Herstellung der Heap-Eigenschaft
reconstruct_heap-Aufrufe, in denen der Formalparameter i den Wert i mit i=2'+1,
0< j<m und 0<I<2' hat und der Formalparameter j gleich n ist. Eine Knotenmarkierung
(bei i =1) sinkt dabei maximal vom Niveau j auf das Niveau m. Bei jedem Niveauwechsel er-
folgen maximal zwei Elementvergleiche. Daher werden fiir einen Knoten auf dem Niveau j
maximal 2-(m— j) Elementvergleiche ausgefiihrt. Auf dem Niveau j stehen 2/ viele Knoten.

Die Anzahl der Elementvergleiche zur anfanglichen Herstellung der Heap-Eigenschaft ist also
beschrankt durch

riz" 2-(m-j).

Durch Anwendung der Gleichungen Zj 20 =(k-1)-2"*+2 und 22’ 241 —1 ergibt

j=0 j=0
sich

3

-1 m-1 m-1

21.2.(m-j)= Z(m 20— ZJZJJ

j=0 ]

2. (- 1)~ (n-2)-2+2)
2.

( - Iogz(n +1)) )

I
o

i

also ein Wert von der Ordnung O(n +log(n)).

AnschlieRend wird jeweils das Element, das die Wurzel des Bindrbaums markiert, mit der
Markierung des Knotens mit der gegenwartig groRten Nummer ausgetauscht. Diese Markie-
rung befindet sich auf dem Niveau j mit 1< j<m, dem zur Zeit hochsten Niveau. Durch

reconstruct_heap-Aufrufe wird diese Knotenmarkierung eventuell wieder bis zum Ni-
veau j transportiert. Bei jedem in dieser Transportphase durchgefuhrten Niveauwechsel wer-
den maximal zwei Elementvergleiche ausgefihrt. Insgesamt sind dieses fiir eine transportierte

Knotenmarkierung hichstens 2- j viele Elementvergleiche. Da das j-te Niveau 2’ viele Kno-
ten enthalt, ergibt sich eine obere Schranke fur die Gesamtanzahl der Elementvergleiche zu

izi 2 j=2-(2+(m-1)-2m),
=1

also von der Ordnung O(n-log(n)).
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Der klassische Heapsort fuhrt also im unginstigsten Fall eine Anzahl von Elementvergleichen
der Ordnung O(n -log(n)) aus.

Die mittlere Anzahl von Elementvergleichen lasst sich ebenfalls durch die GréRenordnung
O(n- Iog(n)) abschatzen: In der Heap-Sortierphase wird eine Knotenmarkierung zunéchst von
Niveau j in die Wurzel gebracht und kommt anschlie3end in einen ,,Zielknoten®, der auf ei-
nem Niveau t mit 0<t < j steht. In dieser Situation gibt es 2/ —1+1 mit 0<1<2' viele

mogliche Zielknoten (2! —1 Knoten bis zum Niveau j—1 und | viele Knoten auf Niveau j).
Man nimmt an, dass die Wahrscheinlichkeit, in einem der in Frage kommenden Knoten zu
landen, fir alle Knoten gleich ist, d.h. sie betrégt p=1/(21' —1+I)s1/(Zj —1). Die mittlere
Anzahl von Elementvergleichen ist dann beschrénkt durch

j i 1). j+1
z:p2¢.2+2.pgzll_9ii_i§.
t=1 2' -1
Dieser Ausdruck ist von der Ordnung O(j) bzw. O(Iog(n)). Damit ergibt sich die angegebene

Abschéatzung fur den mittleren Aufwand.

Der Bottom-up-Heapsort versucht, die charakteristischen Eigenschaften eines vollstandigen
Bindrbaums mit Heap-Eigenschaft noch besser zu nutzen. Anstelle der reconstruct_heap-
Prozedur wird dazu die reconstruct_bottomup_heap-Prozedur verwendet:

PROCEDURE TSortierfeld.reconstruct bottomup_heap
( 1 : INTEGER;
j : INTEGER);

{ Die Prozedur ordnet die Elemente im Feld
Tfeld(@™)[i], ---., Tfeld(@™)[J] so um, dass anschliellend die
Heap-Eigenschaft gilt:
Tfeld(@™) [k]"-kleiner(Tfeld(@™)[2*k]”™) = FALSE
fir 1 <= k <= j/2

und
Tfeld(@™) [k]".kleiner(Tfeld(a™)[2*k + 1]”) = FALSE
fir 1 <= k < j/2 }

VAR 1dx : INTEGER;
k : INTEGER;
X : Psortentry;

FUNCTION bin (z : INTEGER) : INTEGER;
{ die Funktion liefert die Lange der Binardarstellung der

Zahl z }

VAR 1 : INTEGER;
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BEGIN { bin }

i :=0;
WHILE z <> 0 DO
BEGIN
i =1+ 1;

z =z SHR 1
END { WHILE }%};
bin = i
END  { bin };

BEGIN { TSortierfeld.reconstruct_bottomup_heap }

{ suche das spezielle Blatt }

idx = i;

WHILE 2*idx < j DO
IF NOT Tfeld(a™M)[2*idx]".kleiner(Tfeld(a™M)[2*idx + 1]7M)
THEN idx := 2*idx
ELSE 1dx := 2*idx + 1;

IF 2*1dx = j THEN idx = j;

{ 1dx ist der Index des speziellen Blatts }

WHILE (i < idx) AND
NOT Tfeld(@™)[i]"-kleiner (Tfeld(a™)[1dx]”?) DO
idx := idx SHR 1;

{ zyklischer Tausch auf dem speziellen Weg }

x = Tfeld(@™)[i];

FOR k := bin(idx)-bin(i)-1 DOWNTO O DO
Tfeld(a™)[idx SHR (k+1)] := Tfeld(a™)[idx SHR k];

Tfeld(@™)[idx] := x;

END { TSortierfeld.reconstruct_bottomup_heap } ;

Die Prozedur reconstruct_bottomup_heap verfolgt folgende Strategie (Abbildung 6.1.3-
3), hier nur fir die Sortierphase des Heaps beschrieben, wenn also bereits die Heap-

Eigenschaft zum ersten Mal hergestellt worden ist:
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Niveau t

O Niveau j

spezielles Blatt

Abbildung 6.1.3-3: reconstruct_bottomup_heap

Nachdem ein Element x von Niveau j an die Wurzel des Baum gebracht wurde, wird es durch
reconstruct_heap im klassischen Heapsort wieder auf ein Niveau t mit 0 <t < j transpor-
tiert. Bei jedem Transportschritt werden dabei zwei Elementvergleiche durchgefiihrt. Die Pro-
zedur reconstruct_bottomup_heap sucht zundchst im noch zu sortierenden Teilbaum
ausgehend von der Wurzel und jeweils tbergehend zum Nachfolger mit der groReren Kno-
tenmarkierung den als spezielles Blatt bezeichneten Knoten (der also im noch zu sortierenden
Teilbaum keinen Nachfolger mehr besitzt) auf Niveau j. Der Pfad von der Wurzel zum spezi-
ellen Blatt wird als spezieller Pfad bezeichnet. In dieser Phase wird bei jedem Ubergang auf
das néchst hohere Niveau ein Elementvergleich durchgefihrt. AnschlieBend wird ausgehend
vom speziellen Blatt Giber die jeweiligen Vorgéngerknoten dem speziellen Pfad in Richtung
auf die Wurzel folgend die Position k, gefunden, an die die Markierung der Wurzel zu trans-

portieren ist. Auch hierbei wird jeweils ein Elementvergleich durchgefiihrt. Der VVorganger
eines Knotens mit der Nummer k auf dem speziellen Pfad tragt die Nummer |k/2 |. Da auf

dem speziellen Pfad (bis auf die Position an der Wurzel) die Heap-Eigenschaft gilt, ist die Po-
sition k, dadurch gekennzeichnet, dass hier zum ersten Mal x < a, gilt. In einem zyklischen
Tausch wird x an die Position k, gebracht und alle anderen Element auf dem Anfangsstiick
des speziellen Pfades um eine Position in Richtung auf die Wurzel verschoben.

Zu beachten ist, dass reconstruct_bottomup_heap aus Griinden der Effizienzsteigerung
nicht-rekursiv  ablauft. AuBerdem bestimmen reconstruct_bottomup _heap und
reconstruct_heap denselben Zielknoten fur den Austausch.




274 6 Anwendungsorientierte Basisalgorithmen

In der in Abbildung 6.1.3-3 dargestellten Situation wird die Markierung an der Wurzel von
reconstruct_bottomup_heap und reconstruct_heap auf das Niveau t transportiert.
Die Prozedur reconstruct_heap bendtigt dazu 2-t viele Elementvergleiche,
reconstruct_bottomup_heap bendtigt j+ j—t viele Elementvergleiche und ist damit

effizienter, wenn maoglichst haufig t > % j ist. Da vor dem Austausch von x an die Wurzel

die Heap-Eigenschaft galt und x aus einer Blattposition im noch zu sortierenden Teilbaum
stammt, ist zu erwarten, dass x auch wieder in die N&he des Niveaus zuriick transportiert wird,
d.h. dass t in der Né&he von j liegt. Da auf Niveau j im noch zu sortierenden Teilbaum mehr als

die Halfte aller restlichen Elemente liegt, wird die Bedingung t > % J haufig erfullt sein.

Genauere Analysen zeigen, dass der Bottom-up-Heapsort in der anfanglichen Aufbauphase,
die zum ersten Mal die Heap-Eigenschaft erzeugt, eine Anzahl von Elementvergleichen hat,
die zwischen n— 2Llogz(n)J und n—2 liegt. Bottom-up-Heapsort zeigt insgesamt ein worst-

case-Verhalten und ein mittleres Verhalten der Ordnung O(n . Iog(n)), ist aber insgesamt effi-
zienter als der klassische Heapsort.

6.1.4  Sortierverfahren im Vergleich

Die Tabelle in Abbildung 6.1.4-1 zeigt Rechenzeiten!4 bei der Sortierung von jeweils n
INTEGER-Zahlen, die tber [1 : 16.000] gleichverteilt zufallig erzeugt wurden (Wiederholun-
gen waren erlaubt). Fur jedes n wurden 20 Versuche durchgefiihrt. Jedes Sortierverfahren hat
dieselben Eingabefolgen erhalten. Die angegebenen Werte sind jeweils tiber die Rechenzeiten
der 20 Versuche gemittelt.

Auf die Einbeziehung des Insertionsorts in den Vergleich wurde verzichtet, da er ein ahnli-
ches Verhalten wie der Bubblesort zeigt.

Das gute Abschneiden des Quicksorts und der Quicksort-Varianten erklart sich aus der Tatsa-
che, dass bei der vorgestellten Implementierung eher das mittlere Laufzeitverhalten zu be-
obachten ist und Eingabefolgen, die zu einer unglnstigen Laufzeit fiihren, nicht signifikant
vorkommen.

14 Die Zeiteinheit ist hier ohne Belang. Es wurden jeweils die angefiihrten Prozeduren auf demselben
Rechner verwendet.
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n Bubblesort Heapsort Bottom-up- Quicksort Quicksort2 Quicksort mit
Heapsort cutoff = 6 und

Insertionsort
1000 0,467 0,237 0,022 0,025 0,025 0,006
2000 1,847 0,529 0,054 0,056 0,039 0,024
3000 4,172 0,829 0,093 0,090 0,058 0,051
4000 7,374 1,143 0,129 0,118 0,074 0,059
5000 11,505 1,476 0,160 0,163 0,110 0,077
6000 16,551 1,827 0,192 0,179 0,118 0,096
7000 22,451 2,150 0,236 0,224 0,148 0,112
8000 29,262 2,500 0,272 0,253 0,159 0,129
9000 36,941 2,838 0,306 0,293 0,195 0,143
10.000 45,371 3,197 0,340 0,320 0,213 0,163

Abbildung 6.1.4-1: Sortierverfahren im Vergleich

6.2 Suchverfahren

Im vorliegenden Kapitel werden Beispiele fiir Suchverfahren vorgestellt. Die Grundaufgabe
besteht darin festzustellen, ob ein gegebenes Element a innerhalb einer Menge von n Elemen-
ten vorkommt.

Unterliegen die Elemente keiner Ordnungsrelation oder erfolgt der Zugriff auf die Elemente,
ohne eine Ordnungsrelation auf den Elementen nutzen zu kénnen, mussen eventuell alle n
Elemente mit a verglichen werden, um festzustellen, dass a unter den Elementen nicht vor-
kommt. Beispiele zur Handhabung derartiger Situationen wurden in Kapitel 5.1 und den zu-
gehdrigen Unterkapiteln im Zusammenhang mit der is-member-Operation beschrieben.

Unterliegen die Elemente einer Ordnungsrelation kann man beispielsweise eine Verwaltungs-
struktur in Form eines Bindrbaums zum Zugriff auf die Elemente aufbauen. Ein Beispiel ist
die Prioritatsschlange aus Kapitel 5.2.1 mit ihrer is-member-Operation. Allerdings kann auch
bei einer Prioritatsschlange nicht ausgeschlossen werden, dass das Suchen eines Elements n
Elementvergleiche erfordert, namlich dann, wenn die Prioritétsschlange zu einer linearen Lis-
te ausartet.

In den folgenden Unterkapiteln werden zwei Situationen unterschieden:

e auf die zu durchsuchenden Elemente erfolgt ein direkter Zugriff tiber einen Index (inter-
nes Suchverfahren), und die Elemente sind bereits gemalR eines Ordnungskriteriums sor-
tiert

e die zu durchsuchenden Elemente liegen in externen Dateien und Zugriffsinformationen
auf die Elemente werden ebenfalls in externen Dateien abgelegt (externes Suchverfah-
ren).
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Geht man davon aus, dass extern gespeicherte Elemente und ihre Zugriffsinformationen in-
nerhalb der Dateien physikalisch geblockt werden, ist bei einem externen Suchverfahren die
Anzahl von Zugriffen auf Datenblocke bzw. deren rechnerinterner Transfer von primarem In-
teresse; die Anzahl erforderlicher Elementvergleiche kommt dann noch hinzu. Bei einem in-
ternen Suchverfahren zéhlt allein die Anzahl von Elementvergleichen.

6.2.1 Internes Suchen mittels Binarsuche

Die zu durchsuchenden Elemente sind wieder in Objekten vom Objekttyp TSortentry aus
der UNIT SortElement abgelegt (siehe Kapitel 6.1). Das Element, nach dessen VVorkom-
men im Sortierfeld gesucht werden soll, befindet sich ebenfalls in einem Objekt vom Objekt-
typ TSortentry und wird Uber einen Verweis der Suchmethode tbergeben. Das Element
gilt als ,,gefunden®, wenn unter den Elemente, die Uber das Sortierfeld verwaltet werden, ein
Element mit gleichem Primarschliisselwert (key-Komponente) vorkommt.

Der Objekttyp TSortfeld des Sortierfelds wird im PUBLIC-Teil des Interface-Teils um eine
Methode TSortfeld. is_member erganzt, die die Methode TSortfeld.binsearch auf-
ruft, die im PRIVATE-Teil des Interface-Teils der Deklaration des Objekttyps TSortfeld
hinzugeflgt wird und die Suche implementiert. Es wird vorausgesetzt, dass die Elemente im
Sortierfeld gemall dem Sortierkriterium aufsteigend sortiert sind. Zur Umsetzung von
TSortfeld. is_member wird Binarsuche durchgefihrt.

Die Schnittstelle der Methode TSortfeld. is_member lautet:

Methode Bedeutung
FUNCTION Die Funktion liefert den Wert TRUE, falls unter den Elementen des
Tsortfeld. is_member Sortierfelds ein Element mit gleichem Primérschliisselwert wie das
(entry_ptr durch entry_ptr adressierte Element vorkommt, ansonsten den
- I?sortentry; Wert FALSE.
VAR position
INTEGER) :

BOOLEAN: |Achtung: Die Funktion fihrt eine Binarsuche durch und erwartet,
dass die Elemente des Sortierfelds gemalR dem Ordnungskriterium

aufsteigend sortiert sind.

Bedeutung der Parameter:
entry_ptr Verweis auf das zu tberprifende Element
position Index des Elements im Sortierfeld, falls es vorkommt, ansonsten = -1

Der Code der Methoden TSortfeld. is_member und TSortfeld.binsearch lautet:
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FUNCTION TSortierfeld.is_member (entry_ ptr : PSortentry;
VAR position : INTEGER):
BOOLEAN;

BEGIN { TSortierfeld.is _member }
position := binsearch (entry_ptr, 1, n);
IF position >= 1
THEN is_member := TRUE
ELSE is_member := FALSE;
END  { TSortierfeld.is_member };

FUNCTION TSortierfeld.binsearch (entry_ptr : PSortentry;
lower - INTEGER;
upper : INTEGER) : INTEGER;

VAR middle : INTEGER;

BEGIN { TSortierfeld.binsearch }
binsearch = -1;
IF lower < upper
THEN BEGIN { der Feldausschnitt
Tfeld(@)[lower]” , ... Tfeld(@")[upper]®
enthalt mindestens 2 Elemente }
middle := lower + ((upper - lower + 1) DIV 2);
IF entry ptr~_gleich (Tfeld(@™)[middlie]?)
THEN binsearch := middle
ELSE BEGIN
IF entry ptr~.kleiner (Tfeld(a™)[middle]™)
THEN binsearch
:= binsearch (entry_ptr, lower, middle-1)
ELSE binsearch
:= binsearch (entry_ptr, middle + 1, upper);

END
END
ELSE BEGIN
IF entry ptr~._gleich (Tfeld(a™)[lower]”™)
THEN binsearch := lower;
END;

END { TSortierfeld.binsearch };

Der in der Methode TSortierfeld.binsearch realisierte Algorithmus beruht wieder auf
der Idee der Divide-and-Conquer-Methode: Wenn die sortierte Folge (a,,...,a,) der Elemen-

te leer ist, dann ist das Element a, nach dem gesucht wird, in ihr nicht enthalten, und die Ent-
scheidung lautet binsearch := -1 bzw. is_member := FALSE. Andernfalls wird das

mittlere Element in <al,...,an> daraufhin untersucht, ob die jeweiligen key-Komponenten

Ubereinstimmen (bei einer geraden Anzahl von Elementen wird das erste Element der zweiten
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Hélfte genommen). Falls dieses zutrifft, ist die Suche beendet und die Position von a in
(a,,...,a,) bestimmt. Falls dieses nicht zutrifft, liegt a, wenn es tiberhaupt in (ay,...,a,) vor-
kommt, im vorderen Abschnitt (ndmlich dann, wenn die key-Komponente von a kleiner als
die key-Komponente des Vergleichselements ist) bzw. im hinteren Abschnitt (namlich dann,
wenn die key-Komponente von a groier als die key-Komponente des Vergleichselements ist).
Die Entscheidung, in welchem Abschnitt weiterzusuchen ist, kann jetzt getroffen werden.

Gleichzeitig wird durch diese Entscheidung die Halfte aller potentiell noch auf Ubereinstim-
mung mit a zu Uberprifenden Elemente in (al, an> ausgeschlossen. Im Abschnitt, der wei-

ter zu Uberprifen ist, wird nach dem gleichen Prinzip (rekursiv) verfahren. Unter Umsténden

muss die Suche fortgesetzt werden, bis ein noch zu Uberprifender Abschnitt innerhalb
(a;,...,a,) nurnoch ein Element enthélt.

n

Der Algorithmus stoppt, da in jedem binsearch-Aufruf, der einen Abschnitt der L&nge k

untersucht (k = upper - lower + 1), hochstens ein weiterer binsearch-Aufruf mit \_%J

vielen Elementen erfolgt. Die Korrektheit des Algorithmus ist offensichtlich.

Es bezeichne V(n) die Anzahl erforderlicher Elementvergleiche, falls n Element nach dem
Vorhandensein eines Elements durchsucht werden sollen. Die natirliche Zahl m werde so

gewdhlt, dass 2™ <n<2™ ist. Man erweitert (gedanklich) die Eingabefolge um 2™ —1—n
Elemente, die sémtlich gleich dem gréften Element a, sind. Diese Folge besitzt 2™ —1 Ele-
mente, und die Suche in der Ausgangsfolge ist nicht aufwendiger als die Suche in der so er-
weiterten Folge. Daher kann man gleich n=2" -1, also m=1log,(n+1), annehmen. Es I&sst
sich V(n) wie folgt abschatzen:

Furm=1istn=1und V(1) =1.

Far m>2 ist V(n)=V (2" -1)<2+V(2"* -1)<2-k+V(2"* -1) mit 1<k <m-1. Setzt
man k =m -1, so folgt V(n) <2-(m-1)+V(@1)=2-m-1=2-log,(n+1) -1.

Die Anzahl erforderlicher Elementvergleiche, falls n Element nach dem Vorhandensein eines
Elements durchsucht werden sollen, ist also im unginstigsten Fall von der Ordnung

O(log(n)).

Die Anzahl erforderlicher Elementvergleiche im Mittel Vavg(n) soll wieder fir den Fall

n=2" -1 bestimmt werden. Jedem der n Elemente kann man die Anzahl an Elementverglei-
chen zuordnen, die erforderlich sind, um das Element in der Folge zu finden. Die Summe aller

()=S0

den Elementen zugeordneten Elementvergleiche sei G(n). Dann ist V.
n

avg
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Die Binarsuche lauft in mehreren lterationsstufen ab: In der ersten lterationsstufe wird nach
dem mittleren Element in der Folge <a1, an> , d.h. nach dem Element an der Position 2™,

gesucht. Dazu ist ein Elementvergleich erforderlich. Um die beiden mittleren Elemente in den
verbleibenden Restfolgen links bzw. rechts der Position 2™ zu finden, lauft eine zweite lte-
rationsstufe ab. Die beiden Elemente dieser Stufe stehen an den Positionen 2™* bzw. 3-2™2.
Um diese zu finden, sind jeweils 3 Elementvergleiche erforderlich, ndmlich ein Elementver-

gleich, der feststellt, dass das gesuchte Element nicht an Position 2™ steht, ein Elementver-
gleich, um die linke bzw. rechte Restfolge auszuwéhlen, und ein Elementvergleich, der fest-
stellt, dass das Element in der Mitte der linken bzw. rechten Restfolge gefunden wurde. Die-
sen beiden Elementen werden daher jeweils 3 Elementvergleiche zugeordnet. In der dritten

Iterationsstufe werden die vier Elemente an den Positionen 2™°, 3.2™° 5.2"™° bzw.
72" gefunden; dazu sind jeweils 5 Elementvergleiche notwendig. Allgemein:

In der i-ten lterationsstufe fir i=1,..,m werden die Elemente an den Positionen
(2-j+1)-2"" mit j=0,1,..,2" -1 gefunden, wobei den Elementen jeweils 2-(i—1)+1
Elementvergleiche zugeordnet werden. Daher ist

V,,(n)= 27 (2-(i-1)+1)

1M

: 12‘-(2-i+1) :

3
|

S|k Sk

o

m-1 m-1
Unter Verwendung der Formeln » 2" =2"—1 und > i-2' =(m-2)-2" +2 ergibt sich

i=0 i=0

Voo (n)==-(2" 142 (m-2)-2" +2))

S|k S|

-(n+2-((log,(n+1)-2)-(n+1)+2))

n+1

=1+2 Iogz(n+1)—2)+i

n
:ZonTJrl-logz(n+l)—3

Fir groRe Werte von n ist V,_(n)~ 2-log,(n +1)—3. Es werden also im Mittel nur 2 Element-

avg

vergleiche weniger bendtigt als im schlechtesten Fall.

6.2.2  Externes Suchen mittels hohenbalancierter Baume

Im vorliegenden Kapitel wird exemplarisch ein externes Suchverfahren beschrieben. Die Be-
schreibung erfolgt informell, d.h. ohne Angabe entsprechenden (Pseudo-) Codes; Details
kdnnen in der angegebenen Literatur nachgelesen werden.
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Bei einem externen Suchverfahren sind die Elemente in Form von Dateien auf einem externen
Speichermedium, z.B. einem Plattenspeicher, abgelegt. Zusatzlich werden Zugriffsinformati-
onen erzeugt und gepflegt, die ebenfalls extern verwaltet werden. Die extern gespeicherten
Elemente und ihre Zugriffsinformationen innerhalb der Dateien sind physikalisch geblockt, so
dass bei dem Suchverfahren die Anzahl von Zugriffen auf Datenblécke bzw. deren rechnerin-
terner Transfer (neben der Anzahl erforderlicher Elementvergleiche) von primérem Interesse
ist.

Die Organisation der Zugriffsinformationen in Hinblick auf effiziente Suchverfahren hangt
wesentlich davon ab, in welcher Reihenfolge die Elemente in die Datenstruktur aufgenom-
men. Beispielsweise kann bei Verwendung eines binaren Suchbaums eine lineare Liste oder
auch ein vollstandiger Bindrbaum entstehen. Dabei ergeben sich dann Aufwandabschédtzungen
fiir das einmalige Suchen mit Ordnungen zwischen O(n) und O(Iog(n)), da der Zeitaufwand

einer Such- und Einfligeoperation bei Einsatz eines Bindrbaums zur Organisation der Zu-
griffsinformationen im Wesentlichen von seiner Hohe abhéngt. Insgesamt erfordert bei einem
bindren Suchbaum das Einfligen von n Elementen, ausgehend von einem leeren binaren

Suchbaum, im ungunstigsten Fall O(nz) viele Schritte. Es lasst sich zeigen (JAHU]), dass die
mittlere Anzahl von Schritten, um n Elemente mit zuféalligen Werten des Ordnungskriteri-
ums'® in einen anfangs leeren binaren Suchbaum einzufiigen, von der Ordnung O(n-log(n))
ist. Weiter gilt, dass eine Folge von n insert-, delete-, is_member- (und min-) Operationen mit
einem mittleren Zeitaufwand der Ordnung O(n -log(n)) ausgefiihrt werden kann. Es erscheint

daher erstrebenswert, eine Datenstruktur zur Organisation der Zugriffsinformationen auf die
Elemente als Bindrbaum so zu entwerfen, dass durch die mehrfache Ausfuihrung der fur sie
definierten Operationen jeweils ein hohenbalancierter Baum entsteht, d.h. flr den sich die
Pfadlangen von der Wurzel zu den einzelnen Blattern méglichst wenig unterscheiden. Der
Idealfall ist der vollkommen hoéhenbalancierte Baum, bei dem fiir jeden Knoten die Anzahl
der Knoten in seinem linken Teilbaum um hochstens 1 von der Anzahl der Knoten im rechten
Teilbaum differiert. Als Konsequenz folgt, dass sich bei einem vollkommen hohenbalancier-
ten Baum fir jeden Knoten die Hohen seiner von ihm ausgehenden Teilbdume um hdchstens
1 unterscheiden.

Diese Folgerung liefert eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fir einen voll-
kommen hohenbalancierten Baum. Ein AVL-Baum (benannt nach G.M. Adelson-Velskii und
E.M. Landis) beispielsweise ist dadurch definiert, dass sich fur jeden Knoten die Hohen der
beiden von ihm ausgehenden Teilbdume um hdchstens 1 unterscheiden; er ist aber keineswegs
vollkommen héhenbalanciert, wie das Beispiel in Abbildung 6.2.2-1 zeigt.

15 Eine Folge von Werten ay, ..., a, ist eine zuféllige Folge, wenn jedes a; mit gleicher Wahrschein-
lichkeit 1/n das j-kleinste (1 <j <n) ist.
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20

Abbildung 6.2.2-1: AVL-Baum

Eine genaue Analyse der notwendigen Zugriffe, um bei einem bindren Suchbaum mit n Kno-
ten zu einem Knoten zu gelangen, zeigt die folgende Zusammenfassung (siehe Kapitel 5.2.1
flir den bindren Suchbaum bzw. die angegebene Literatur fiir die anderen Datensstrukturen).

maximale Anzahl M(n) durchschnittliche Anzahl D(n)
bindrer Suchbaum n n+1 [

n

2- Hn+1—3+ij mit
n+1

H, =Y Yi. Fir groBe n gilt

i=1

D(n) ~2-In(n+1)-1

vollkommen héhenbalancierter [log,(n+1) | 1/n- (1+ (n+1)-M(n)—2" (n))'
binarer Suchbaum Fir groRe n gilt

D(n) =log, (n)-1.
AVL-Baum <1,44-log,(n+2) wie beim vollkommen héhen-

balancierten bindren Suchbaum

In praktischen Anwendungsféllen besteht ein Element der Datenstruktur h&ufig aus einem Da-
tensatz, der (ber den Wert eines Primarschliisselfelds eindeutig identifiziert wird und eine
Reihe weiterer meist umfangreicher Komponenten beinhaltet. Die Datenstruktur stellt in die-
sem Fall eine (physikalische) Datei dar. Bei einer groen Anzahl von Datensatzen, die auf ei-
nem externen Speichermedium liegen, ist es im Allgemeinen nicht angebracht, diese Datei in
Form eines bindren Suchbaums zu organisieren. Jeder Zugriff auf einen Datensatz, der dann
in einem Knoten des bindren Suchbaums liegt, erfordert einen Datentransfer zwischen Ar-
beitsspeicher und Peripherie. Der hierbei zu veranschlagende Zeitaufwand ist selbst im Ideal-
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fall des vollkommen héhenbalancierten bindren Suchbaums in der Regel nicht akzeptabel.
Aus den obigen Formeln wird ersichtlich, dass im Idealfall des vollkommen héhenbalancier-
ten bindren Suchbaums bei einer Datei mit beispielsweise 20.000 Datensédtzen im Durch-
schnitt ca. 13,3 und bei 200.000 Datensatzen im Durchschnitt 16,6 (vergleichsweise sehr zeit-
aufwendige) Plattenzugriffe erforderlich sind, um zu einem Datensatz zu gelangen. In der
Praxis ist dieser Wert unakzeptabel. Es sind daher andere Realisierungsformen fur Dateien
angebracht.

Von den in der Literatur (vgl. z.B. [AHU]) beschriebenen Vorschlagen ist das Konzept des
B*-Baums zur Realisierung von Dateien von hoher praktischer Relevanz; es wird zur Spei-
cherung von Datensdtzen in ISAM-Dateien bzw. VSAM-Dateien in GrofRrechner-
Betriebssystemen eingesetzt.

Die satzorientierte Zugriffsmethode ISAM verarbeitet Datensatze, die tber Primarschlis-
selwerte identifiziert werden. Physikalisch werden die Datensatze einer so bearbeiteten Datei
(ISAM-Datei) geblockt, so dass i.a. ein Datenblock mehrere Datensétze enthalt. Es gibt in ei-
ner ISAM-Datei zwei Typen von Blocken (Abbildung 6.2.2-2):

e Datenbldcke enthalten die logischen Datensédtze des Anwenders und Verwaltungsinfor-
mationen zur logischen Verkettung der Datenblécke. Innerhalb eines Datenblocks sind
die enthaltenen Satze nach aufsteigenden Primarschliisselwerten sortiert. Die Datenblo-
cke sind vorwarts bzw. riickwérts miteinander verkettet (Verweise tGber Blocknummern),
und zwar zeigt die Vorwartsverkettung auf den Datenblock, der in der Reihenfolge der
Primarschlusselwerte die nachsten Datensétze enthalt; die Ruckwaértsverkettung zeigt auf
den Datenblock, der in dieser Reihenfolge die vorhergehenden Datensatze enthélt. Bei ei-
nem Einstieg in die Datei in den Datenblock, der den Datensatz mit dem kleinsten Pri-
marschlusselwert enthélt, ist daher eine sequentielle Satzverarbeitung moglich

e Indexblocke enthalten neben Verwaltungsinformationen mégliche Primarschlisselwerte
von Datensétzen und Verweise auf andere Indexblécke bzw. Datenbldcke.
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Wurzel (-block)

/ -

j I indexblocke

Teilbdume aus Indexblécken

Datenblécke

Vorwérts- und Rickwértsverkettungen

Inhalt einer ISAM-Datei (SNI BS2000) bzw. VSAM-Datei (IBM MVS/ESA, IBM VSE)

Abbildung 6.2.2-2: ISAM-Datei

Eine ISAM-Datei ist in Form eines B*-Baums organisiert. Ein B*-Baum ist eine aus Knoten
bestehende Datenstruktur, die miteinander hierarchisch in Form eines Baums verknipft sind.
Hierbei hat ein Knoten meist mehr als 2 Nachfolger.

Im Fall einer ISAM-Datei stellen die Indexbloécke die inneren Knoten und die Datenbldcke
die Blatter des B*-Baums dar. Die Begriffe Knoten und Block werden im Folgenden syno-
nym verwendet.

Ein B*-Baum wird durch zwei Parameter u und v und durch die folgenden Eigenschaften
charakterisiert; die Parameter u und v beschreiben dabei einen Mindestfillungsgrad der In-
dexblocke bzw. der Datenbldcke:

1. Alle Blatter haben denselben Abstand von der Wurzel d.h. die Anzahl der Knoten, die be-
ginnend bei der Wurzel in Richtung der Kanten durchlaufen werden mussen, um ein Blatt
zu erreichen ist fur alle Blatter gleich

2. Die Waurzel ist ein Blatt oder hat mindestens 2 Nachfolger

3. Jeder innere Knoten aufRer der Wurzel hat mindestens u+1 und héchstens 2-u+1 Nach-
folger; falls die Wurzel kein Blatt ist, hat sie mindestens 2 und héchstens 2-u+1 Nach-
folger

4. Jeder innere Knoten mit s + 1 Nachfolgern ist mit s Primarschliisselwerten markiert; diese
Primarschlisselwerte sind aufsteigend sortiert
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5. Jedes Blatt enthélt, wenn es nicht die Wurzel ist, mindestens v und hochstens 2-v Da-
tensatze, die nach aufsteigenden Priméarschliisselwerten sortiert sind; ist die Wurzel ein
Blatt, so enthélt sie hochstens 2-v nach aufsteigenden Primérschliisselwerten sortierte
Datensétze.

Wegen Bedingung 1. ist die Hohe des B*-Baums gleich der Anzahl der Knoten, die begin-
nend bei der Wurzel in Richtung der Kanten durchlaufen werden missen, um ein Blatt zu er-
reichen. Bedingung 1. besagt, dass der Baum vollstéandig hohenbalanciert ist.

Ein innerer Knoten (Indexblock) l&sst sich folgendermalien skizzieren:
[po ki Py Ky o kg p,].

Hierbei sind die Werte p, Verweise (Pointer) auf die Nachfolger des Knotens und k; Primér-
schlisselwerte mit k, <k, <...<k,, und esist u<s<2-u. Jedes p, zeigt auf einen unterge-
ordneten Teilbaum T, , der selbst wieder Primarschlusselwerte enthalt. Zu den obigen Bedin-

gungen 1. - 5. kommt zuséatzlich noch folgende Bedingung:

6. Allein T, vorkommenden Primarschltsselwerte sind kleiner oder gleich k;, und k; ist

selbst kleiner als alle in T, vorkommenden Primarschlisselwerte.

Ein Blatt (Datenblock) hat die Darstellung (hier sind zur vereinfachten Darstellung nur die
Primérschlisselwerte der Datensétze angegeben)

[k ko k]
mit k, <k, <..<k, und v<t<2.v.

Zum schnelleren Navigieren durch den B*-Baum sind je nach Implementierung die Knoten
im Baum vorwarts und rickwarts verkettet, d.h. ein Knoten enthélt neben den (Vorwaérts-)
Verweisen auf seine Nachfolgerknoten einen zusatzlichen (Rickwarts-) Verweis auf seinen
Vorgangerknoten. AuRerdem sind (wieder implementierungsabhéngig) alle Knoten desselben
Rangs als doppelt-verkettete Liste miteinander verkniipft.

Um auf einen Datensatz in einem B*-Baum zugreifen zu kdnnen, muss ein Pfad von der Wur-
zel des Baums bis zu dem Blatt (Datenblock) durchlaufen werden, der den Datensatz enthélt.
In der Regel bewirkt der Besuch eines jeden Knotens einen physikalischen Datentransfer.

Das Aufsuchen des Datenblocks, der einen Datensatz mit vorgegebenem Primarschliissel-
wert k enthalt bzw. bei Nichtvorhandensein in der Datei enthalten wiirde, wenn der Datensatz
in der Datei vorkame, kann folgendermafen ablaufen: Ist die Wurzel ein Blatt, also selbst ein
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Datenblock, so ist damit der Datenblock gefunden. Ist die Wurzel kein Blatt, sondern ein In-
dexblock, so werden die Werte dieses Indexblocks mit k verglichen, bis derjenige Eintrag ge-
funden ist, fr den k; <k <k, gilt (fur k <k, ist j=0, fur k >k, wird nur mit k vergli-
chen und j=s gesetzt). Dann wird im Indexblock, auf den p; verweist, nach der gleichen

Methode weitergesucht, bis man ein Blatt, also einen Datenblock erreicht hat. Dieses ist der
Datenblock, der den Datensatz mit dem Primarschliisselwert k enthélt bzw. enthalten wirde.

Alle Routinen zur Manipulation (Einflgen, Entfernen, Aufsuchen eines Datensatzes,
Durchlaufen eines B*-Baums usw.) mussen sicherstellen, dass durch eine Manipulation im
Baum die definierenden Eigenschaften nicht verletzt werden. Problematisch sind die Operati-
onen zur Aufnahme weiterer Datensédtze und zur Entfernung von Datensatzen aus der Daten-
struktur, da diese Operationen sicherstellen miissen, dass die vollkommene Héhenbalance je-
weils erhalten bleibt. Dabei tritt eventuell eine Situation ein, in der ein weiterer Datensatz in
einen Datenblock einzufiigen ist, der aber bereits vollstandig belegt ist (Uberlauf). Entspre-
chend kann eine Situation entstehen, in der ein Datensatz zu entfernen ist, so dass der betref-
fende Datenblock anschlieRend weniger als v Datensatze enthalt (Unterlauf). Uber- und Un-
terlaufsituationen gibt es auch im Zusammenhang mit Indexblocken.

Die Ublichen in der Literatur besprochenen Verfahren bewirken, dass der B*-Baum in Rich-
tung von den Bléattern zur Wurzel wéchst.

Im folgenden Beispiel (Abbildung 6.2.2-3) werden Datensétze in einen anfangs leeren B*-
Baum eingefugt und aus ihm entfernt. Dargestellt sind nur die Primérschliisselwerte (hier key-
Werte genannt) und die Baumstruktur ohne die zusétzlichen implementierungsabhéngigen
Verweise zur Erleichterung der Navigation durch den Baum. Die Parameter des B*-Baums
lauten u = v = 2. Das Prinzip des Einfiigens, des Entfernens und der Uber- und Unterlaufbe-
handlung wird im wesentlichen Ablauf erldutert:

Um einen neuen Datensatz mit Primarschlisselwert k einzufiigen, wird zunéchst der Daten-
block aufgesucht (siehe oben), der in der Sortierreihenfolge den Datensatz aufnehmen mdsste.
Wenn dieser Datenblock noch nicht vollstandig gefullt ist, also noch nicht 2-v Sétze enthalt,
wird der neue Datensatz an die in der Sortierreihenfolge richtigen Position eingefiigt. Ist der
Datenblock bereits vollstandig belegt, so hat er die Form

[k, K, ... K, K,y oo Ko ]

Da der neue Datensatz in diesen Datenblock gehért, gilt k, <k <k, . Damit der neue Daten-

satz eingefligt werden kann, wird ein neuer leerer Datenblock erzeugt, die Datensédtze mit den
Primarschlisselwerten k., ...,k,, werden in den neuen Datenblock tbertragen und aus dem

v+11

bisherigen Datenblock entfernt. Es sind also zwei Datenblécke
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[k, k, ... k,Jund [k, ... k,,]

entstanden. Der neue Datensatz wird bei k <k, in den ersten bzw. bei k >k, in den zweiten

dieser beiden Datenblécke an der in der Sortierung richtigen Position eingefugt. AuRerdem
wird der grofite Primarschlisselwert im ersten der beiden Datenblécke zusammen mit einem
Verweis auf den zweiten, d.h. neuen Datenblock in den Ubergeordneten Indexblock an die
richtige Position einsortiert, die sich durch die Reihenfolge der Primarschlisselwerte im In-
dexblock ergibt. In Abbildung 6.2.2-3 tritt diese Uberlaufsituation z.B. beim Einfiigen der Da-
tensatze mit Primarschlusselwerten 19 bzw. 12 ein.

Hat dieser Ubergeordnete Indexblock die Form [p0 Lop L, .l ps] mit s<2-u, d.h. erist

noch nicht vollstandig belegt, und lautet der einzufligende Eintrag [k p], so werden drei Félle
unterschieden:

1. Fall: k<l,
Der Indexblock wird zu [p, k p I, p, I, ... I. p.].

2.Fall: I, <k<l;,, flreinjmit1<j<s

Der Indexblock wird zu [po Lopy o lopy kpliy P - s pSJ.

3.Fall: k>I
Der Indexblock wird zu [p, I, p, I, ... I, p, k p].

Ist der Indexblock bereits vollstandig belegt, so hat er die Form [p, I, p, I, ... I, p,,]. ES

wird eine Uberlaufbehandlung durchgefiihrt, wobei sich diese u.U. rekursiv bis zur Aufnahme
einer neuen Wurzel fortsetzt (in Abbildung 6.2.2-3 beispielsweise bei der Aufnahme der Da-
tensatze mit Primarschlussel 5 bzw. 12):

Man kann sich zunéchst [k p] in den vollen Indexblock an die groBenmaBig richtige Stelle

einsortiert denken. Dieser (gedachte) Block enthdlt 2-u +1 Primarschlusselwerte und 2-u + 2
Verweise und kann daher als

[qO jl ql j2 ju qu ju+1 qu+l ju+2 j2~u+1 q2~u+l]

geschrieben werden ({qy, ..., 0yuuy = {Pos-r Po» P} UN {is ey Jpuss )= (L, s,y k). Er wird
in zwei Indexblocke

[qo jl ql j2 ju qu] und [qu+1 ju+2 j2~u+1 q2~u+l]
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aufgeteilt und der Wert j,., zusammen mit einem Verweis auf den zweiten der aufgeteilten

Indexblocke nach dem gleichen Prinzip in den Indexblock eingeordnet, der dem Ubergelaufe-
nen Indexblock im B*-Baum ubergeordnet war (evtl. muss dabei eine neue Wurzel angelegt
werden).

Eine Unterlaufbehandlung eines Datenblocks ist erforderlich, wenn er bei Entfernen eines Da-
tensatzes weniger als v Datensatze enthalten wirde. Er wird dann mit einem Nachbar-
Datenblock zu einem Datenblock verschmolzen. Wenn dabei ein Uberlauf entsteht, wird diese
Situation wie oben behandelt. Aus dem Ubergeordneten Indexblock wird ein entsprechender
Verweis entfernt, wobei auch hierbei ein Unterlauf eintreten kann, dem durch Zusammenle-
gen benachbarter Indexbldcke begegnet wird. Eine eventuelle Uberlaufbehandlung beim Ver-
schmelzen der Indexbldcke wird wie oben behandelt. In Abbildung 6.2.2-3 finden derartige
komplexe Vorgange bei der Entfernung des Datensatzes mit dem Priméarschlisselwert 2 statt.

Die Suchdauer nach einem vorgegebenen Datensatz bzw. das Entfernen oder Einfuigen eines
Datensatzes ist in einem B*-Baum proportional zur Lange eines Pfades von der Wurzel zu ei-
nem Blatt. Alle diese Pfade sind aufgrund der vollstandigen Hohenbalance des Baums gleich-
lang und liefern somit einen MaRstab fur die Zugriffsgeschwindigkeit (Performance) dieser
Datenstruktur. Die Lange eines Pfades bzw. die Zugriffsgeschwindigkeit auf einen Daten-
block hangt nicht vom Primarschlisselwert ab, nach dem gesucht wird, sondern von der An-
zahl an Datensatzen, die sich zurzeit im B*-Baum befinden.
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Ausgangssituation ist ein leerer B*-Baum
Es werden nacheinander Datensatze mit den key-Werten
7,1,3,8 aufgenommen:

(1 [37718]

Aufnahme eines Datensatzes mit key-Wert
3 5

[ 1[3] S[7]8]

Aufnahme von Datenséatzen mit key-Werten
3 6 6,2,19

(1123 [5]6] [7][8]19]

Aufnahme von Datenséatzen mit key-Werten
[3[\[6]]8] 4,29, 11

11218 [4]5[6] [7][8] [11[19]29]

Aufnahme von Datensétzen mit key-Werten
[3 [\ 6148 [19] 44,22

(1 [2[3][4a][5[6] [7][8] [11[19] [22]29[44 ]

Aufnahme von Datenséatzen mit key-Werten

Entfernen der Datensétze mit key-Werten

18 [ 291

P 718 ] 1215 | |17|19|

122144

(415]6]

Aufnahme von Datensétzen mit key-Werten

18 [ 27, 5462

[15[,[19[\[27]]

7 18] [11]12]15] [17]19] [22]27] [44]54 [62]
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Entfernen des Datensatzes mit key-Wert 22

(213 2150 6] [718] (1i[12115] [i714s] 127 44 [54 [62]

Aufnahme von Datenséatzen mit key-Wertet#, 13

8
3 6 L 112 |15|\119|\
[2 ]3] 4] 5]6] [ 78] [11]12] [18]14[15] [17]19] [27 [44 [54 [62 ]

Entfernen des Datensatzes mit key-Wert 19

T8 T

\\\k L1112 ], 115 [\ 27 ]
e \

2 13 ] 4a]s5]16] [7]18] [11]12] |13|14|15 [17]27] [44] 54 [62]

Entfernen des Datensatzes mit key-Wert 11

(213 4156 [718] [12]18[1a]15] [17]27] |24]54]62]

Aufnahme von Datenséatzen mit key-Wertef0, 33, 41, 40

[15 [N 27]~ 41 ][54

213 4]5[6] [ 7]8] [12]13[14[15] [17[27] [33[40[41] [44[54] [62]70 ]

Entfernen des Datensatzes mit key-Wert 2

ENEANEIEE

(31415 ]6] [7]8] [12][13]1a]15] [17]27] [33]40 a1 [44]54] [62]70 ]

Entfernen des Datensatzes mit key-Wert 8

271 {41 \1\54|

(31415 (6] | 7]12] [1311al15 | [17]27] |33[4041] |44 [54] |62 [70]

Abbildung 6.2.2-3: Beispiel eines B*-Baums
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Abbildung 6.2.2-4 zeigt das Mengengerist eines B*-Baums. In dieser Darstellung fuhren
aus einem inneren Knoten nur zwei Kanten heraus, die jedoch alle aus dem Knoten heraus-
fihrenden Kanten reprasentieren. Der Zahlenwert an der linken Kante gibt an, wie viele
Nachfolger der Knoten mindestens hat; der Zahlenwert an der rechten Kante beschreibt die
Maximalzahl an herausfiihrenden Kanten aus diesem Knoten. Bei einem Datenblock beziehen
sich die Zahlenangaben auf die Mindest- bzw. Maximalanzahl an Datensatzen des Daten-
blocks.

Rang 0

Rang 1

<@——  9)0Q|gxepu| —&=

| | Rang h(n)-1
\Y 2v v 2v Vv 2v v 2v v 2v v 2v v 2v v 2V Datenblécke

Indexblock Datenblock
! Mindestanzahl Maximalanzahl
ma
min % der Datenséatze der Datenséatze
Mindestanzahl Maximalanzahl

der Nachfolger der Nachfolger

Abbildung 6.2.2-4: Mengengerst eines B*-Baums

Der B*-Baum mit Parametern u und v enthalte n Datensétze. Mit DB(n) werde die Anzahl der
Datenbldcke bezeichnet, um diese Datensatze im B*-Baum zu speichern. Die Anzahl der da-
bei verwendeten Indexblécke sei IB(n). Die Hohe des B*-Baums sei h(n). Dieser Wert be-
schreibt die Anzahl von Blocktransfers, die nétig sind, um an einen beliebigen Datensatz der
Datei zu gelangen; der Aufwand zum Suchen innerhalb eines Datenblocks nach einem be-
zeichneten Datensatz bzw. eines Primarschlisselwerts innerhalb eines Indexblocks soll hier
unbericksichtigt bleiben. Dann gilt:

Fur 1<n<2-v besteht der Baum nur aus der Wurzel, d.h. h(n) = 1, DB(n) = 1, IB(n) = 0.
Fur n>2-v+1 werden Index- und Datenblocke bendtigt. Die Wurzel wird ein Indexblock,

und der B*-Baum bekommt mindestens die Hohe 2. Die entsprechenden Werte bei Héhe 2
lauten:
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h(n)=2, 2-.v+1<n<2-v-(2-u+1), 2<DB(n)<2-u+1, IB(n) = 1.
Aus Abbildung 6.2.2-4 sieht man, dass bei h(n)=h > 2 gilt:
h(n)=h>2, 2.v-(u+1)"?<n<2.v-(2-u+1)"", 2-(u+1)"*<DB(n) < (2-u+1)""

und bei h(n) =h>3 aullerdem

h-3 h-2
+2:> (u+1) <IB(n) <Y (2-u+1), also
i=0 i=0

—_

u+1)"? - 2-u+1)t-1

2-U

142 <IB(n) <

Enthélt eine Datei, die nach dem hier beschriebenen Prinzip eines B*-Baums mit Parametern
u und v gespeichert ist, n>2-v +1viele Datenséatze, so gilt fur die H6he h(n) des Baums:

log(n) —log(2-v) +1<h(n) < log(n) —log(2-v) 9
log(2-u+1) log(u+1)

Im Allgemeinen belegen Primarschlisselwerte und die Verweise weniger Speicherplatz als
komplette Datensétze. Daher kann man u >v waéhlen.

Belegt beispielsweise ein Datensatz 200 Bytes, wobei 20 Bytes davon fir den Primarschlissel
bendtigt werden, so kdnnen bei einer BlockgroRe von 2.048 Bytes 10 Datensatze pro Daten-
block abgelegt werden (der Platz fir implementierungsabhéngige Zusatzverweise ist bereits
eingerechnet), d.h. 2.-v=10. Sieht man fur einen Verweis innerhalb eines Indexblocks 4
Bytes vor, so ist er gefullt, wenn er 2-u =84 Priméarschlusselwerte und Verweise enthélt; die
restlichen Bytes seien fiir zusatzliche organisatorische Verweise reserviert. Bei n = 15.000
Datensatzen gilt dann fur die Hohe h(n) des B*-Baums und damit fir die Anzahl physikali-

scher Blocktransfers, um einen Datensatz aufzusuchen, 2,64 <h(15.000)<3,94, also
h(15.000) = 3. Bei n = 150.000 ist 3,164 <h(150.000) < 4,557, also h(150.000) = 4. Bei einer

weiteren Verzehnfachung der Anzahl an Datensétzen auf n = 1.500.000 wéchst die Anzahl
benotigter Blocktransfers, um einen Datensatz aufzusuchen, auf h(1.500.000) =5, denn

4,556 < h(1.500.000) <5169 .

Die Anzahl wirklich bendétigter Datenblocke hangt vom Fillungsgrad eines Datenblockes und
implizit von der Reihenfolge ab, in der Datensétze in die Datei aufgenommen bzw. aus ihr
entfernt werden. Das gleiche gilt fir die Anzahl bendtigter Indexblocke.
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7 Allgemeine Losungsstrategien

Im Folgenden werden einige allgemeine Problemldsungsstrategien vorgestellt, die auch
schon in den vorhergehenden Kapiteln angewandt wurden. Selbstverstandlich lassen sich
nicht alle Lésungsansatze in diese Strategien einordnen. Sie geben jedoch héufig eine Richt-
schnur zum Auffinden effizienter Basis- und Anwendungsalgorithmen.

Die zu l6senden Probleme h&ngen im Allgemeinen von Eingabeinstanzen ab, die aus n Ele-
menten, wie zu sortierende Objekte oder Knoten und Kanten eines Graphen, bestehen. In der
Theoretischen Informatik wird als ProblemgréRRe zur Bestimmung der Komplexitét eines Al-
gorithmus die Anzahl an Zeichen (Bits bzw. die elementaren Zeichen eines Grundalphabets)
definiert, die zur Darstellung einer Eingabeinstanz erforderlich sind. Dieser Ansatz ist zumin-
dest dann sinnvoll, wenn die Laufzeit der aus den ProblemlGsungsstrategien entwickelten Al-
gorithmen von (numerischen) Werten der Eingabeinstanz und nicht nur von der Anzahl an
Elementen, die eine Eingabeinstanz ausmachen, abhé&ngt. Eine mdoglichst Kkleine obere
Schranke fiir die Laufzeit eines Verfahrens in Abhangigkeit von der so definierten Problem-
groRe gibt die Komplexitat im ungunstigsten Fall an. In den folgenden Unterkapiteln wird
h&ufig ein etwas vereinfachter Ansatz gewahlt: es werden Schranken fir die Anzahl durchlau-
fener Anweisungen in Abhéngigkeit von der Anzahl der Teilobjekte bestimmt, aus denen eine
Eingabeinstanz besteht.

7.1 Divide and Conquer

Zur Losung eines Problems nach dem Divide-and-Conquer-Prinzip geht man wie folgt vor:

Divide-and-Conquer (Teile-und-Herrsche)
Gegeben sei ein Problem der Grélze n. Man fuhrt man die folgenden Schritte durch:

1. Divide: Man zerlegt das Problem in eine Anzahl kleinerer disjunkter Teilprobleme (vom
gleichen Problemtyp).

2. Conquer: Sind die Teilprobleme klein genug, so I6st man diese direkt. Andernfalls Iost
man jedes Teilproblem (rekursiv) nach dem Divide-and-Conquer-Prinzip, d.h. mit demsel-
ben Algorithmus.

3. Combine: Man setzt die Losungen der Teilprobleme zu einer Gesamtldsung des urspriing-
lichen Problems zusammen.
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Die Anwendung des Divide-and-Conquer-Prinzips setzt voraus, dass das Gesamtproblem auf
geeignete Weise in mindestens zwei kleinere Teilprobleme zerlegt werden kann, die leichter
zu lésen sind. Eine weitere Voraussetzung ist die effiziente Kombinierbarkeit der Teillésun-
gen zu einer Gesamtlosung des Problems.

Beispiele dieses Prinzips wurden mit dem Quicksort und der Bindrsuche bereits in den vor-
hergehenden Kapiteln behandelt.

7.2 Greedy-Methode

Die Greedy-Methode kann haufig zur Lésung von Optimierungsproblemen eingesetzt. Man
geht wie folgt vor:

Greedy-Methode (fur Optimierungsaufgaben):

Eine (global) optimale Losung wird schrittweise gefunden, indem Entscheidungen gefallt
werden, die auf ,,lokalen” Informationen beruhen. Flr eine Entscheidung wird hierbei nur ein
kleiner (lokaler) Teil der Informationen genutzt, die Uber das gesamte Problem zur Verfugung
stehen.

Es wird die in der jeweiligen Situation optimal erscheinende Entscheidung getroffen, unab-
héngig von vorhergehenden und nachfolgenden Entscheidungen. Die einmal getroffenen Ent-
scheidungen werden im Laufe des Rechenprozesses nicht mehr revidiert.

Man geht nach folgendem Prinzip vor:

1. Man setzt T:= <. Alle Elemente, die potentiell zu einer optimalen Ldsung gehoren kon-
nen, gelten als ,,nicht behandelt*.

2. Solange es noch nicht behandelte Elemente gibt, wéhlt man ein Element a der noch nicht
behandelten Elemente so aus, dass T U {a} eine optimale Lésung bzgl. T {a} darstellt,
und fugt a zu T hinzu. Das Element a gilt als ,,behandelt*.

3. T bestimmt die optimale Ldsung.

Die Greedy-Methode schlief3t also aus einem lokalen Optimum, ndmlich dem Optimum einer
Teillésung, auf das globale Optimum des Problems. Daher ist sie nicht fir jedes Problem an-
wendbar, da aus dem Optimum einer Teillésung nicht in allen Fallen auf das globale Opti-
mum geschlossen werden kann.
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7.2.1  Wege minimalen Gewichts in gerichteten Graphen

Die Greedy-Methode soll am Beispiel des Auffindens gewichtsminimaler Wege in einem ge-
richteten Graphen gezeigt werden, dessen Kanten mit nichtnegativen Werten gewichtet sind:

Das Problem der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten Graphen

Problem-

instanz: G =(V,E,w)
G=(V,E,w) ist ein gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,..,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge E cV xV ; die
Funktion w:E — R, gibt jeder Kante e E ein nichtnegatives Gewicht. Zur
Vereinfachung werden als Gewichte natiirliche Zahlen genommen, die grofer als 0
sind.

Gesuchte

Losung: Die Summe der Kantengewichte der Wege mit minimalem Gesamtgewicht vom
Knoten v, zu jeweils allen v; des Graphs flri=1, ..., n.

Die Problemgroiie, ndmlich die Anzahl der Bits, um eine Probleminstanz zu notieren, ist be-
schrankt durch c-max{V|[E[}- A mit A=max({|log,(w(e))]+1 |e e E}) und einer Konstan-

ten ¢ > 0. Die Komplexitat des folgenden Verfahrens wird vereinfachend in Abhangigkeit
von der Anzahl der Knoten in einer Probleminstanz bestimmt.

Zur algorithmischen Behandlung wird wieder die UNIT Graph aus Kapitel 5.2.3 eingesetzt,
die einen Graphen sowohl in Form seiner Adjazenzmatrix als auch in Form seiner Adjazenz-
liste verwaltet. Der Objekttyp TGraph aus dieser Unit wird in seinem PUBLIC-Teil um eine
Methode TGraph.minimale_wege mit folgender Benutzerschnittstelle erweitert:
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Methode Bedeutung

PROCEDURE Die Prozedur ermittelt die minimalen Gewichte der Wege vom

TGraph.minimale_wege; | Knoten v; = 1 zu allen anderen Knoten des Graphen (und legt sie in
einem ARRAY ab, das Uber einen Pointer distanz im PRIVATE-
Teil der Unit angesprochen werden kann bzw. zeigt die Ergebnisse
an).

Im PRIVATE-Teil des Objekttyps TGraph wird ein Pointer distanz eingefiigt, der auf ein
ARRAY zeigt, das die minimalen Gewichte der Wege vom Knoten v, = 1 zu allen anderen
Knoten aufnimmt:

distanz . PVektor;
{ minimales Gewicht eines Weges vom

Knoten v, zu allen anderen Knoten ¥

Initialisierungscode zur Allokation eines entsprechenden Speicherbereichs bzw. Code zur
Freigabe dieses Speicherbereichs werden in den Konstruktor bzw. Destruktor des Objekttyps
TGraph eingefiigt. AulRerdem wird eine Funktion min im Implementierungs-Teil verwendet,
die das Minimum zweier ganzer Zahlen ermittelt:

FUNCTION min (a
b

INTEGER;
INTEGER) : INTEGER;

BEGIN { min }
IF a <= b THEN min :
ELSE min :

END  { min };

a
b

Die Methode TGraph.minimale_wege verwendet wieder die Komponente besucht des
Objekttyps TGraph, um festzuhalten, welcher Knoten i wéhrend des Ablaufs bereits behan-
delt wurde (besucht[i — 1] = ~T"). Der Code der Methode TGraph.minimale_wege
lautet wie folgt; anschlieBend werden wieder einige Erlauterungen gegeben:

PROCEDURE TGraph.minimale_wege;
VAR 1 : Knotenbereich;
u : Knotenbereich;
exist : BOOLEAN;

FUNCTION auswahl (VAR knoten : Knotenbereich) : BOOLEAN;
{ die Prozedur wahlt unter den noch nicht behandelten
Knoten einen Knoten mit minimalem distanz-Wert aus
(in knoten); gibt es einen derartigen Knoten, dann ist
auswahl = TRUE, sonst ist auswahl = FALSE }
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VAR Knotenbereich;

INTEGER;

i
min

BEGIN { auswahl }

TRUE;
i;
distanz™.v(i);

auswahl := FALSE;
min := unendlich;
FOR 1 =1 TO n DO
IF besucht [1 - 1] = "F
THEN BEGIN
IF distanz™.v(i) < min
THEN BEGIN
auswahl
knoten
min
END;
END;

END { auswahl };

BEGIN { TGraph.minimale_wege }

{ Gewichte zum Startknoten initialisieren und alle Knoten,
bis auf den Startknoten, als nicht behandelt kennzeichnen:

besucht := StrAlloc (n + 1);

StrCopy (besucht, leer);
FOR 1 =1 TO n DO
BEGIN

distanz”™.setze (i, Adjazenzmatrix™.m(1,

StrCat (besucht,
END;

"FT);

distanz®. setze(l, 0);
besucht[0] := "T";

i));

{ einen Knoten mit minimalem Distanzwert aus den Restknoten

auswahlen:
WHILE auswahl (u) DO
BEGIN

{ den gefundenen Knoten aus den noch nicht behandelten

Knoten herausnehmen:
besucht]u-1] = *T";

{ fur jeden noch nicht behandelten Knoten i1dx, der mit
dem Knoten u verbunden ist, den distanz-Wert auf den
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neuesten Stand bringen: }
FOR 1 =1 TO n DO

IF (besucht[i - 1] = "F%)

AND

(Adjazenzmatrix™.m(u, 1) <> unendlich)
THEN distanz”™.setze (i, min (distanz™.v(1),

distanz™.v(u)
+ Adjazenzmatrix™.m(u, 1)));
END { WHILE };

StrDispose (besucht);

-- verarbeite das Feld distanz”, z.B. Ausgabe der Werte
END  { TGraph.minimale_wege };

Die Prozedur TGraph.minimale_wege realisiert das allgemeine Prinzip der Greedy-
Methode: Zunéchst gelten alle Knoten v, bis auf den Knoten v, als ,,nicht behandelt®. Aus

den nicht behandelten Knoten wird ein Knoten ausgewahlt, der zu einer bisherigen Teilldsung
hinzugenommen wird, und zwar so, dass dadurch eine bzgl. der Teillésung, d.h. bzgl. der be-
handelten Knoten, optimale Losung entsteht. Der neu hinzugenommene Knoten v, ist ein

Knoten, der unter den noch nicht behandelten Knoten einen Weg minimalen Gewichts von v,
aus besitzt, der nur durch bereits behandelte Knoten geht. Durch die Hinzunahme des Knotens
v, andern sich eventuell die Wege mit minimalem Gewicht von v, aus zu allen Nachfolgern

v, von v, : Verlauft namlich bisher ein Weg minimalen Gewichts von v, nach v, (aus-
schliellich durch behandelte Knoten) nicht tiber v, und ist das Gewicht des Wegs von v,
nach v,, das in distanz~.v(i) steht, zuzlglich des Gewichts der Kante von v, nach v,
kleiner als das bisherige minimale Gewicht von v, nach v,, so ist jetzt ein neuer Weg von v,
nach v, mit kleinerem Gewicht gefunden, namlich tber v, der nur durch behandelte Knoten

fihrt. Auf diese Weise wird bei jedem Auswahlschritt Einfluss auf die Bestimmung des glo-
balen Optimums genommen.

Formal Iasst sich das Verhalten der Methode durch die Schleifeninvariante der
SWHILE auswahl (u)“-Schleife erklaren. Beim Eintritt gilt:

(1) Istder Knoten v, ein bereits behandelter Knoten, d.h. besucht[i - 1] = *T", dann
ist distanz”.v(i) das minimale Gewicht eines Weges von v, nach v,, der nur be-

handelte Knoten v; enthalt, fir die also besucht[j - 1] = "T"ist.
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)

Ist der Knoten v, ein nicht behandelter Knoten, d.h. besucht[i - 1]

"F", dann

ist distanz”.v (i) das minimale Gewicht eines Weges von v, nach v,, der bis auf v,

nur behandelte Knoten v; enthalt, fir die also besucht[j - 1] = "T" ist.

Am Ende gibt es nur noch behandelte Knoten, so dass nur (1) anwendbar ist: Fir den Knoten
v, ist distanz”.v (i) das minimale Gewicht eines Weges von v, nach v, .

Bei einem Aufruf der Funktion auswahl werden O(n) viele Anweisungen durchlaufen. Ins-

gesamt ist daher die Anzahl durchlaufener Anweisungen von der Ordnung O(nz).

Die folgende Tabelle fasst den Ablauf der Prozedur bei Eingabe des Graphen aus Abbildung
7.2.1-1 zusammen.

Abbildung 7.2.1-1: Beispielgraph

u wird jeweils beim Aufruf der Prozedur auswahl (u) ausgewahlt:

u nichtbehandelte |distanz |distanz |distanz |distanz |distanz |distanz |distanz | distanz
Knoten [11 [2] [3] [4]1 [5] 61 L71 (8]l
2345678 28 2 0 1 o0 o0 o0
51234678 9 2 0 --- 27 0 0
3124678 9 o0 26 o0 29
214678 --- 18 19 0 o0
4 1678 --- 19 26 25
6 |78 26 20
8 |7 26
7 |leer
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7.2.2  Aufspannende Baume

Ein weiteres wichtiges Problem aus der Graphentheorie, das mittels Greedy-Methode geldst
werden kann, ist die Bestimmung eines aufspannenden Baums mit minimalem Gewicht in ei-
nem ungerichteten gewichteten Graphen. Ein ungerichteter gewichteter Graph

G= (V,E,w) wird wie ein gerichteter gewichteter Graph definiert, jedoch wird auf den Kan-
ten keine Richtung festgelegt, d.h. mit (vi,vj)e E istauch (vj,vi)e E, und zwar mit demsel-

ben Gewicht.

Ein Zyklus in einem ungerichteten Graphen ist eine geschlossene Kantenfolge mit mindes-
tens drei Knoten. Ein (freier) Baum ist ein zusammenhéangender azyklischer ungerichteter
Graph, d.h. er enthélt keinen Zyklus, und jeder Knoten ist von jedem anderen Knoten Uber ei-
ne Kantenfolge in dem Baum erreichbar.

Ein Baum mit n Knoten hat genau n—1viele Kanten. Fligt man zu einem Baum eine weitere
Kante hinzu, so entsteht ein Zyklus.

Essei G=(V,E,w) ein ungerichteter gewichteter Graph mit n Knoten. Ein aufspannender

Baum in G ist ein Baum, der alle Knoten von G enthélt und dessen Kantenmenge eine Teil-
menge von E ist. Das Gewicht eines aufspannenden Baums ist die Summe seiner Kanten-
gewichte.

Eine in der Praxis haufig zu I6sende Aufgabe besteht in der Bestimmung eines aufspannenden
Baums mit minimalem Gewicht zu einem gegebenen ungerichteten gewichteten Graphen
G =(V,E,w) mit n Knoten.

Das Problem der Bestimmung eines aufspannenden Baums mit minimalem Gewicht in
ungerichteten gewichteten Graphen

Problem-

instanz: G =(V,E,w)
G:(V,E,W) ist ein ungerichteter gewichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,..,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge E cV xV ; die
Funktion w:E — R, gibt jeder Kante e E ein nichtnegatives Gewicht. Zur

Vereinfachung werden als Gewichte natrliche Zahlen genommen, die grof3er als 0
sind.
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Gesuchte
Losung: Die Kantenmenge eines aufspannenden Baums mit minimalem Gesamtgewicht
(unter allen aufspannenden Baumen in G).

Die ProblemgroRe, ndmlich die Anzahl der Bits, um eine Probleminstanz zu notieren, ist wie-
der beschrankt durch c-max{V||E|}-A mit A=max({|log,(w(e))|+1 |ecE}) und einer
Konstanten ¢ > 0. Die Komplexitat des folgenden Verfahrens wird wieder wie in Kapitel

7.2.1 in Abhangigkeit von der Anzahl der Knoten bzw. der Kanten in einer Probleminstanz
angegeben.

Folgender Satz legt eine VVorgehensweisen nach der Greedy-Methode zur Bestimmung eines
aufspannenden Baums mit minimalem Gewicht nahe:

Es sei (U,W) eine disjunkte Zerlegung der Knotenmenge eines ungerichteten gewichteten
Graphen G =(V,E,w), d.h. UuUW =V und U nW =@ . Die Kante (u,w)eE besitze mini-
males Gewicht unter allen Kanten {(u’, w)|u'eU undw eW } Dann gibt es einen aufspan-

nenden Baum mit minimalem Gewicht in G, der (u, w) enthélt.

Die Aussage dieses Satzes lasst sich wie folgt begriinden:

Ist T ein aufspannender Baum in G mit minimalem Gewicht, der die Kante (u, w) nicht ent-
héalt, dann gibt es mindestens einen Pfad in T, der u mit v verbindet. Dieser enthalt eine Kante
(u,w) mit u'eU und W eW . Fiigt man zu T die Kante (u, w) hinzu, so entsteht ein Zyklus.
Entfernt man die Kante (u’,w’) aus diesem Zyklus, so entsteht ein aufspannender Baum, der
(u, w) enthélt und dessen Gewicht nicht groRer ist als das Gewicht von T, da das Gewicht von
(u, w) héchstens so groB wie das Gewicht von (u’, w') ist. Dieser aufspannende Baum hat da-
her minimales Gewicht.

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass der Graph G zusammenhéngend ist; andernfalls wird
das Verfahren auf jeden zusammenhangenden Teilgraphen angewendet. AuRerdem wird erin-
nert, dass der Graph beim vorliegenden Problem ungerichtet ist, d.h. insbesondere, dass mit
einer Kante (u, w)e E auch die Kante (w,u)e E mit demselben Gewicht existiert. Vereinba-
rungsgemald soll fur einen Teilgraphen T und eine Kante (u, W)eT davon gesprochen wer-

den,dass ueT und weT gilt.
Es wird folgender Ansatz gewahlt:

Sukzessive wird ein Teilbaum T mit minimalem Gewicht, ausgehend von einer Kante mit mi-
nimalem Gewicht, konstruiert. In obigem Satz ibernehmen hier die Knoten in T die Rolle
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von U und die Knoten auBerhalb von T die Rolle von V. Fiir jeden Knoten v mit vgT wird
nach Mdglichkeit ein Knoten v’ e T bestimmt, der mit v Gber eine Kante verbunden ist, die
unter allen Kanten, die v mit einem Knoten in T verbinden, minimales Gewicht hat. Der Kno-
ten v' kann als ,,néchster Nachbar* des Knotens v in T angesehen werden. Nicht fur jeden
Knoten v mit ve¢ T muss es einen ndchsten Nachbarn in T geben. Aus allen Knoten v mit
v¢T , die einen ndchsten Nachbarn v’ in T besitzen, wird ein Knoten ausgewahlt, dessen
Gewicht der Kante (v,v') zu seinem jeweiligen nachsten Nachbarn in T minimal ist. Diese
Kante wird zu T hinzugefigt. Dadurch, dass T nun ge&ndert wurde, muss die Nachbarschafts-
relation der Knoten auf3erhalb dieses neuen Teilbaums aktualisiert werden.

Zur Implementierung wird ein Vektor mit n Eintrdgen eingerichtet, der Gber einen Pointer
naechster adressiert wird und zu jedem Knoten einen Eintrag besitzt. Fir einen Knoten
wird in diesen Vektor eine Knotennummer oder der Wert 0 (eine ungiiltige Knotennummer)
oder der Wert —1 (ebenfalls eine ungultige Knotennummer) eingetragen und im Verlauf des
Verfahrens aktualisiert. Der zum Knoten v gehdrende Eintrag hat den Wert 0, wenn veT
gilt; der Eintrag lautet —1, wenn v ¢ T ist und es keine Kante (v, v’) mit v'eT gibt (d.h. v hat
keinen nachsten Nachbarn in T); der Eintrag lautet v', wenn v¢T und v'eT ist und
(v,v')eE eine Kante ist, die minimales Gewicht unter allen Kanten (v,v")e E mit v"eT
besitzt (d. h. v’ ist der ndchste Nachbar von v in T).

Zunachst wird T :={(u, w)} gesetzt; hierbei ist (u,w)e E eine Kante mit minimalem Gewicht
unter allen Kanten in E. T ist also Teilbaum in G mit minimalem Gewicht. Der Vektor
naechster” wird initialisiert: Die Eintrdge zu u und w werden auf O gesetzt; ist veV mit
v=u und v=w und gibt es weder die Kante (v,u) noch die Kante (v, w), dann wird fiir v der
Wert —1 eingetragen; ist veV mit v=u und v=w und gibt es die beiden Kanten (v, u) und
(v,w), dann lautet der Eintrag u, wenn das Gewicht der Kante (v,u) Kleiner als das Gewicht
der Kante (v, w) ist, ansonsten lautet der Eintrag w; ist veV mit v=u und v=w und gibt es
genau eine der beiden Kanten (v,u) oder (v,w), dann lautet der Eintrag u, wenn die Kante
(v, u) existiert, bzw. w, wenn die Kante (v, w) existiert.

Iterativ werden nun n—2 weitere Kanten ermittelt und zu T hinzugeftgt: In jeder Iteration
wird mit Hilfe des Vektors naechster” eine Kante (u, w) bestimmt; dabei werden nur Kno-
ten u betrachtet, fur die der Eintrag in naechster” ungleich 0 (d.h. u¢ T ) und ungleich —1
(d.h. ug T, und es gibt eine Kante (u,u’) mit u’eT ) ist. Von diesen Kanten (u, w) wird eine
Kante mit minimalem Gewicht genommen. Diese Kante wird zu T hinzugeflgt und im Vektor
naechster” vermerkt, dass nun u mit der Kante (u, w) in T liegt, indem der zu u gehérende
Eintrag in naechster” auf 0 gesetzt wird. AulRerdem werden fiur jeden Knoten x mit x¢T ,
der mit dem neu in T aufgenommenen Knoten u tber eine Kante verbunden ist, eine eventuell
erforderliche Aktualisierungen im Vektor naechster” vorgenommen: Ist der zu x gehdrende
Eintrag bisher gleich —1 und ist (x, u)e E (der Knoten x ist nun erstmalig mit einem Knoten



302 7 Allgemeine Lésungsstrategien

in T Uber eine Kante verbunden), dann wird fir x in naechster” der Knoten u eingetragen;
ist der zu x gehdrende Eintrag bisher gleich x" und hat die Kante (x, x’) ein groReres Gewicht

als die Kante (x, u), dann wird der zu x geh6rende Eintrag in naechster” auf u abgedndert.

Zur Implementierung des Verfahrens wird wieder die UNIT Graph aus Kapitel 5.2.3 erwei-
tert. Der Objekttyp TGraph aus dieser Unit wird in seinem PRIVATE-Teil um einen Pointer
spanning_tree erweitert, der auf eine Liste zeigt, die die Kanten eines aufspannenden
Baums mit minimalem Gewicht aufnehmen:

spanning_tree : PListe; { Kanten eines aufspannenden Baums
mit minimalem Gewicht }

Diese Komponente wird im Konstruktor des Objekttyps TGraph initialisiert bzw. entspre-
chend im Destruktor behandelt.

Im PUBLIC-Teil wird der Objekttyp um eine Methode TGraph.span_tree mit folgender
Benutzerschnittstelle erweitert:

Methode Bedeutung
FUNCTION Die Funktion ermittelt das minimale Gewicht eines aufspannenden
TGraph.span_tree Baums im Graphen (und legt die Kanten des aufspannenden Baums
INTEGER; in einer Liste ab, die durch den Pointer spanning_tree im PRI-
VATE-Teil der Unit angesprochen wird) und zeigt die Ergebnisse an.

Der Code der Methode TGraph.span_tree lautet:

FUNCTION TGraph.span_tree : INTEGER;

VAR naechster : PVektor;
OK - BOOLEAN;
idx - Knotenbereich;
Jax - Knotenbereich;
i_min - Knotenbereich;
J_min . Knotenbereich;
w_min - INTEGER;
p - PKante;
minimum - INTEGER;
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BEGIN { TGraph.span_tree }
OK := FALSE;
span_tree = -1;
IF spanning_tree <> NIL
THEN spanning_tree”_FOR_all (Alle_Kanten_entfernen)
ELSE New (spanning_tree, init);

New (naechster, init (n, OK));
IF NOT OK THEN EXxit;

w_min = unendlich;

{ Kante mit minimalem Gewicht bestimmen und in T einflgen }
FOR idx =1 TO n DO
FOR jdx := 1 TO idx - 1 DO
IF Adjazenzmatrix™.m(idx, jdx) <= w_min

THEN BEGIN
w_min = Adjazenzmatrix™.m(idx, jdx);
i_min = idx;
Jj_min = jdx;
END;

New (p, init (i_min, j _min, w_min));
spanning_tree”™.insert (p);

{ Initialisierung des Vektors naechster }
FOR idx =1 TO n DO
IF (idx <> i_min) AND (idx <> j _min)
THEN 1F (Adjazenzmatrix™.m(idx, §_min) = unendlich)
AND Adjazenzmatrix”™.m(idx, j min) = unendlich)
THEN naechster”.setze(idx, -1)
ELSE IF Adjazenzmatrix”™.m(idx, i_min) = unendlich
THEN naechster”.setze(idx, j min)
ELSE IF Adjazenzmatrix™_.m(idx, j_min) = unendlich
THEN naechster”.setze(idx, i_min)
ELSE IF Adjazenzmatrix™.m(idx, §_min)
< Adjazenzmatrix™.m(idx, j_min)
THEN naechster”.setze(idx, i_min)
ELSE naechster”._setze(idx, j_min);

naechster”_setze(i_min, 0);
naechster”.setze(j_min, 0);

{ n-2 weitere Kanten fir T bestimmen }
FOR 1dx = 2 TO n-1 DO
BEGIN
{ Bestimmung eines Knotens j min mit
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naechster.v(jg_min) > 0 und minimalem Gewicht
der Kante (J_min, naechster.v(j_min)) }
minimum := unendlich;
FOR jdx =1 TO n DO
IF naechster™.v(jdx) > 0

THEN BEGIN
IF Adjazenzmatrix™.m(jdx, naechster”™.v(jdx))
< minimum

THEN BEGIN
J_min = jdx;
minimum

= Adjazenzmatrix”.m(Jdx, naechster™.v(jdx));
END;
END;

{ Aufnahme der neuen Kante in T }
New (p, init (J_min, naechster™_.v(j_min), minimum));
spanning_tree”.insert (p);

{ Gewicht addieren }
w_min = w_min + minimum;

{ Den Vektor naechster aktualisieren }
naechster”.setze(j_min, 0);
FOR jdx =1 TO n DO
IF (naechster™.v(jdx) <> 0)
AND
(Adjazenzmatrix®.m(jdx, j _min)< unendlich)
THEN IF naechster”.v(dx) = -1
THEN naechster”.setze(jdx, j_min)
ELSE IF (Adjazenzmatrix”.m(jdx, naechster”.v((jdx))
> Adjazenzmatrix™.m(jdx, j_min))
THEN naechster”.setze(jdx, j _min);

END { n-2 weitere Kanten fur T bestimmen };
span_tree := w_min;
-- verarbeite die Liste spanning_tree”, z.B. Ausgabe der Kanten

Dispose (naechster, done);
END { TGraph.span_tree };

Enthalt der Graph n Knoten, so ist die Anzahl ausgefiihrter Anweisungen des Verfahrens of-
fensichtlich von der Ordnung O(nz). Da potentiell alle Kanten des Graphen betrachtet werden
mussen (denn jede Kante konnte als mogliche Kante in einem aufspannenden Baum vorkom-
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men) und der Graph im Allgemeinen O(nz) viele Kanten enthalten kann, ist das Verfahren
zun&chst nicht zu verbessern.

In der angegebenen Literatur (z.B. [C/.]) werden Implementierungen beschrieben, die im We-
sentlichen eine effizientere Methode zur Bestimmung der Kante (u, w) in jeder Iteration ein-
setzen und damit zu einer Laufzeit der Ordnung O(m+n-log(n)) kommen; hier ist m die An-
zahl der Kanten des Graphen.

Héufig liegt ein Graph vor, der nur wenige Kanten enthalt, d.h. m ist von der Ordnung
O(n“") mit ¢ <1. In diesem Fall ist ein Kanten-orientierter Losungsansatz vorzuziehen, der
ebenfalls nach der Greedy-Methode vorgeht und auf obigem Satz basiert.

Das Verfahren ist in folgendem Pseudocode beschrieben:

FUNCTION TGraph.span_tree_Kanten : INTEGER;

BEGIN { TGraph.span_tree_Kanten }

T = J;
S := E { Kantenmenge von G };
Sortiere S nach aufsteigendem Kantengewicht;

WHILE T enthalt weniger als n - 1 Kanten DO
BEGIN

wahle eine Kante (y“vj)es mit minimalem Gewicht;

=5 \ v, )

IF (w,vj) erzeugt keinen Zyklus in T

THEN  T:=T Uiy, v, )}
END { WHILE };

END { TGraph.span_tree_Kanten };

Das Verfahren baut schrittweise einen aufspannenden Baum auf, wobei im Allgemeinen zu-
nichst isolierte Teile des Baums (,,Aste*) entstehen. Diese werden im Laufe des Verfahrens
durch Hinzunahme weiterer Kanten zu groReren Asten zusammengesetzt. Dabei wird darauf
geachtet, dass durch die Hinzunahme einer Kante kein Zyklus entsteht. Es wird daher ein effi-
zientes Verfahren benétigt, das festzustellen erlaubt, ob durch die Hinzunahme einer Kante
ein Zyklus in T entsteht. Die Knoten eines jeden isolierten Asts in T bilden eine Teilmenge
der Knotenmenge von G; verschiedene Aste stellen disjunkte Teilmengen dar. Durch die Hin-

zunahme einer Kante (vi : vj) entsteht genau dann ein Zyklus, wenn sowohl v; als auch v; im
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selben Ast liegen; kein Zyklus entsteht, wenn sie in unterschiedlichen Asten (Teilmengen)
liegen. Es bietet sich daher an, die Aste in T in einer Union-Find-Struktur (siehe Kapitel
5.1.3) zu organisieren. Die Uberpriifung der Bedingung in der 1F-Anweisung bedeutet also
die Durchfuhrung einer find-Operation, genauer: Kkein Zyklus entsteht, wenn
find(v; )= find(v;) gilt. Nach Hinzunahme der Kante (vi , vj) werden dann die durch find(v,)

und find(v;) bestimmten Aste miteinander vereinigt (union-Operation).

Der Graph enthalte m viele Kanten. Der Aufwand zur anfanglichen Sortierung der Menge S
ist von der Ordnung O(m-log(m)). Die WHILE-Schleife wird hochstens m-mal durchlaufen;
in jedem Durchlauf wird eine Kante aus S entfernt und eventuell in T eingefligt. Aus den
Komplexitatsbetrachtungen aus Kapitel 5.1.3 ergibt sich damit ein Gesamtaufwand fir die
WHILE-Schleife von der Ordnung O(m~|og(m)). Setzt man in der find-Operation Pfadkom-
pression mit Kollapsregel ein, lasst sich die Uberpriifung , ob die ausgewahlte Kante einen
Zyklus erzeugt, mit konstantem Aufwand durchfiihren (siehe Kapitel 5.1.3), so dass dann die
WHILE-Schleife von der Ordnung O(m) ist. Der Gesamtaufwand ist insgesamt also von der

Ordnung O(m-log(m)).

Enthélt der Graph deutlich weniger als die maximal mogliche Anzahl an Kanten, etwa eine
Anzahl Kanten von der Ordnung O(c~n1+5) mit & <1/2, so ist der Aufwand dieses Verfah-

rens von der Ordnung O(nl*f : Iog(n)) und damit wegen n*** -log(n) < n***-n° =n""** <n” fir
fast alle n dem oben beschriebene Verfahren mit der Funktion span_tree vorzuziehen. Al-

lerdings ist die Implementierungskomplexitat wegen der eingesetzten Objekttypen hoher.
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7.3 Dynamische Programmierung

Die Methode der Dynamischen Programmierung stellt eine Verallgemeinerung des Divide-
and-Conquer-Prinzips dar. Es ist auch dann anwendbar, wenn die Teilprobleme bei der Zerle-
gung nicht disjunkt sind, sondern wiederum gemeinsame Teilprobleme enthalten.

Dynamische Programmierung (fir Optimierungsaufgaben):

Wie beim Divide-and-Conquer-Prinzip wird ein Problem in mehrere kleinere (nun nicht not-
wendigerweise disjunkte) Teilprobleme aufgeteilt. Diese werden geltst und aus deren Losung
eine Losung fur das Ausgangsproblem konstruiert. Dabei wird jedes Teilproblem nur einmal
geldst und das Ergebnis in einer Tabelle so lange aufbewahrt, wie es eventuell spater noch
bendtigt wird. Wiederholungen von Berechnungen werden so vermieden.

Die Dynamische Programmierung ist dann anwendbar, wenn fir das zu I6sende Problem das
folgende Optimalitatsprinzip gilt:

Jede Teillésung einer optimalen Ldsung, die Losung eines Teilproblems ist, ist selbst eine op-
timale Losung des betreffenden Teilproblems.

Man geht nach folgenden Regeln vor:
1. Das zu l6sende Problem wird rekursiv beschrieben.

2. Es wird die Menge K der kleineren Probleme bestimmt, auf die bei Losung des Problems
direkt oder indirekt zugegriffen wird.

3. Es wird eine Reihenfolge Py, ..., P, der Probleme in K festgelegt, so dass bei der Ldsung
von Problemen Py (1<1<r) nur auf Probleme Py mit kleinerem Index als | zugegriffen
wird.

4. Die Losungen fir Py, ..., P, werden in dieser Reihenfolge berechnet und gespeichert, wobei
einmal berechnete Ldsungen so lange gespeichert werden, wie sie fur spater noch zu be-
rechnende Problemen direkt oder indirekt ben6étigt werden.

Die Methode der Dynamischen Programmierung ist durch eine mathematisch orientierten Be-
trachtungsweise von Algorithmen gepréagt und trdgt damit Zlge einer formalisierten VVorge-
hensweise. Sie wird in den folgenden Unterkapiteln an einigen wichtigen Beispielen erléautert.
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7.3.1  Problem des Handlungsreisenden 1. Lésungsansatz

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimierungsproblem
(minimum traveling salesperson problem)

Problem-

instanz: G =(V,E,w)
G =(V,E,w) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der Kno-
tenmenge V =1{v,,..,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

E <V xV ; die Funktion w:E — R, gibt jeder Kante eeE ein nichtnegatives
Gewicht.

Eine Tour T :<(vi1,vi2 ) (viz,vis ) (vin_l,vin ) (vin Vi )> durch G ist eine geschlossene
Kantenfolge, in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) ge-
nau einmal vorkommt. Fir eine Tour T durch G ist das Gewicht der Tour definiert

durch m(G,T)= niw(vij Vi )+ W(vin Vi )
=

Gesuchte
Losung:  Eine Tour T, die minimales Gewicht (unter allen méglichen Touren durch G) be-
sitzt, und das zugehdrige minimale Gewicht m(G,T*). Dieses hangt nur von G ab

und wird daher mit m*(G) bezeichnet.
Im Folgenden wird v; =v, gesetzt.

Um die Methode der Dynamischen Programmierung anzuwenden, wird das Problem rekursiv
beschrieben (Regel 1.):

Das Problem wird verallgemeinert und parametrisiert und mit I1(v,,S) bezeichnet. Dabei ist
v,eV und ScV mitv, ¢S und v, ¢S. TI(v,,S) beschreibt das Problem der Bestimmung
eines Weges mit minimalem Gewicht, der bei v; beginnt, anschlielend alle Knoten von S je-
weils genau einmal durchlauft und nach v, geht. Das fir TI(v,,S) ermittelte minimale Ge-
wicht sei g(v;,S). Eventuell ist g(v,,S)=c0, beispielsweise dann, wenn es keine Kante

(vi,vj) mit v; € S oder keine Kante (v,,v,) mit v, €S gibt.

Gesucht wird eine Lésung von T1(v,,V —{v,}) bzw. g(v,.V —{v,}).
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Eine rekursive Problembeschreibung ergibt sich aus der Uberlegung, dass ein gewichtsopti-
maler Weg fiir das Problem T1(v,,S) mit einer Kante (vi,vj)e E mit v; €S beginnt und dann

aus einem gewichtsoptimalen Weg von v; durch alle Knoten von S\ {vj} zum Knoten v, be-

steht. Daher gelten die Rekursionsgleichungen fir g(v,,S):

g(vi,S):min{w((vi,vj))+ g(vj,S—{vj})|vj €S }fu'r vieSundv, ¢S
9(v,,2) =w((v,,v,)) furi=2, ..., n.

Diese Rekursionsformeln legen die Berechnungsreihenfolge fest. Die Menge der kleineren
Probleme, auf die zur Losung von TI(v,,V —{v,}) zugegriffen wird (Regel 2.), sind die Prob-

leme H(vi,S) mit |S| <n-1, und zwar sortiert nach aufsteigender Méchtigkeit von S (Regel
3.):

Teilproblem (Berechnung in aufsteigender Optimaler Wert der Zielfunktion
Reihenfolge)
(v, @) firi=2,..,n g(v,,@) furi=2,..,n
I(v;,S) mit|S|=1, v, S, v, ¢S g(v;,S) mit [S|=1, v, £S, v, ¢S
I(v;,S) mit|S|=2, v, ¢S, v, ¢S g(v;,S) mit [S|=2, v, ¢S, v, &S

T(v;,S) mit [S|=n-1, v, ¢S, v, ¢S,dh. | g(v,S) mit|S|=n-1,v, S, v, eS,dh
v,V = {v,}) g(v,.V —{v.})

Das folgende Beispiel zeigt die VVorgehensweise:

Gegeben sei der Graph G = (V,E,w) mitn =4 Knoten durch seine Adjazenzmatrix
o 10 15 20

5 o 9 10

6 13 o 12|

8 8 9

A(G) =

Das Verfahren lauft in n=4 lterationen ab. Zuerst werden die Werte g(v,,&) firi=2, ..., n

bestimmt (1. Iteration):
g(Vzig):W((Vzivl))ZS’ g(Vs’g):W((Vs’Vl))ZG' g(VA’Q):W((VMVl)):S-

Zur Berechnung von g(vi,S) mit |S| =1, v, ¢S, v, ¢S (2. Iteration) wird nur auf die in der

vorherigen Iteration berechneten Werte zurlickgegriffen:
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g (v, {v, ) =w((v,, v, )+ (v, @) =15, g(vi.{va})=w(lv;.v,))+g(v,, @)=21,
9V, {ve ) =w((vi, v, )+ (v, D) =28,

9(v, vy f) = wl(v.vs )+ 9(v. @) =15, (v, {v.))=wllv,.,v,))+g(v,,2)=18,
9(vs {v, f)=wl(vav,)+ 9(v,.@)=18,  g(vs.{v,)=w((vs.v,))+ 9(v,. @) =20,
g(v4,{v2})=w((v4,v2))+g(v2,®):13, g(V4v{V3}):W((V4vV3))+g(V3’®)215-

Falls man nur am Wert der Zielfunktion einer optimalen Tour interessiert ist, werden nach
Ausfihrung der 2. Iteration die Werte der 1. Iteration nicht mehr bendétigt. Mdchte man eine
optimale Tour selbst bestimmen, mussen in diesem Verfahren die berechneten Werte aller Ite-
rationen zwischengespeichert werden (siehe unten).

Die 3. Iteration greift nur auf die berechneten Werte der 2. Iteration und nicht auf die Werte
der 1. Iteration zurick:

9y, { vy, Vs f) = mintw((v,, v, )+ (v, {va ) wll(vi,vs))+ (Vs {v, )} =25,
9(vy, { vy, v, )= minfw((v,, v, )+ 9(v,, { v, ) wilvy, v, )+ g(vy, { v, )i =28,
9(v, {v,v, )= minfw((v;, v3))+ g(va { v, ) w(lvy, v, )+ (v {vs )} =35

9(v,. V5.V, f) = minfw((v, vy ))+ (vs, { v ) wil(va.ve)+ (v fvs )} =25,
g(v3,{v2,v4})=min{w((vs,vz))+g(vz,{v4}), W((V3'V4))+9(V4’ Vz})}:25’
9(vs 1V, V5 f) = minfw((v, v, )+ g(v,. {vs ) wllvy,vs))+g(va v, f)f =23

Analog greift die 4. Iteration nur auf die berechneten Werte der 3. Iteration und nicht auf die
Werte der vorhergehenden Iterationen zuriick:

w((v,%)+ 90, v v ) Wil v3)+ 9, v, ) }=35,

g(Vl’{Vz’V-%’V“}): min{w((vl,v4))+ 9(V4’{V2’V3})

Mit Hilfe Pascal-ahnlichem Pseudocode lasst sich diese Berechnung wie folgt ausdriicken:

BEGIN
{ 1. Iteration: }
FOR i := 2 TO n DO

g(Vi!Q) -= W((Vi ’Vl)) ;

{ restliche lterationen: }
FOR k := 1 TO n-1 DO

FOR S c{V,...V,f AND (|S|=k) DO
FOR i := 1 TO n DO
IF v, ¢S THEN g(vi,S):min{w((vi,vj))+g(vj,s—{vj})|vj ) };
END;
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Ein Vorteil der Methode der Dynamischen Programmierung wird deutlich: zur Berechnung
der Werte einer Iteration brauchen nur die Werte der vorhergehenden Iteration gespeichert zu
werden (in ihnen sind implizit die Zwischenergebnisse aus allen vorherigen Iterationen ent-
halten). Um jedoch eine optimale Tour aus der Berechnung von g(v,,V —{v,}) zu ermitteln,

werden alle berechneten Werte g(v,,S) benétigt:

Eine optimale Tour mit Gewicht g(v,,V —{v,}) startet in v, =V, und geht zu demjenigen
Knoten v, , der zum Minimum bei der Ermittlung von g(v,,V —{v,}) filhrte. Das bedeutet,
dass g(v,,V —{v,})=w({v,v, )+ glv,.,V —{v,v, |) ist. AnschlieBend bestimmt man den Kno-
ten v, , der zum minimalen Wert in g(vj2 Vv —{vl, Vi, }) Anlass gab, d.h. fir den

g(vj2 V- {vl, Vi, }): W((vjz Vi ))+ g(vj3 V- {v N }) ist. Das Verfahren wird fortgesetzt, bis

11 le

man einen Knoten v; - gefunden hat, der zum minimalen Wert
olv,,, 1V, ) =wllv,,,v; )+ olv,, @) fhrt

Das Verfahren kann an obigen Beipiel nachvollzogen werden. Eine optimale Tour startet in
v =v; und fuhrtzu v; =v,, da

W)+ (v v v ) Wi, vs))+ (v { V0 )
g(Vli{Vz’Vs’V4})— min

w((vy,ve))+ (v { V2. V3 )

= W((VI'VZ))+ g(Vz'{stVzt}) =35
ist. Sie fuhrt weiter Gber v, und v, zu v;. Im Folgenden sind noch einmal die berechneten
Werte g(v;,S) aufgefiihrt und diejenigen Werte markiert, die zu einer optimalen Tour geho-

ren:
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Zur Abschatzung der (worst-case-) Zeitkomplexitat des Verfahrens wird zunéchst die Anzahl
moglicher Werte g(v,,S) fir v, ¢S und v, ¢ S berechnet, wenn der Graph n Knoten besitzt:

Fir g(v,,@) mit i =2,...,n gibt es n—1 Méglichkeiten.

-1
Fur g(v,,S) mit [S|=k, 1<k<n-2 und v, ¢S gibtes (nk j Méglichkeiten; fiir g(v,,S)

mit [S|=k, v; #v,, 1<k<n-2,v,¢S und v, ¢S gibt es (n—l){ ) J Méglichkeiten;

schlieRlich ist noch g(v;,S) mit [S|=n-1, v, ¢S, v, &S, d.h. g(v;,V —{v,}) zu bestimmen,

Insgesamt werden

n-1+ nf“[n;l}(n _1).nzz“(”;2}+1: n-1+§(n;1}1+(n ~1)- nz(”fj_(n ~1)

k=1 k=1 k=0
2" +(n-1)-2"% -1
(n+1)-2"7% -1
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Werte g(v,,S) berechnet.

Zur Bestimmung von g(vi,®) mit i =2,...,n sind keine Additionen oder Vergleiche erfor-

derlich. Bei der Berechnung von g(vi,S) mit |S| =k, 1<k<n-1, v, ¢S werden jeweils k

2 (n_2
k-(n j+n—1 Addi-

n-1 n-1 n
Additionen ausgefiihrt. Insgesamt sind dieses » k ( ) J+(n ~1)- )
k=1

k=1

tionen. Unter Verwendung der Identitat k-(n:}:(n—l)-(k (n—Z)i ) :(n—l)-(n_zj

ergibt sich flr die Anzahl ausgefuhrter Additionen der Wert

18 R S 8 L TR f L ORI RCREED »

:(n—l).z_”2 +(n—1)-(n—2).2”*3
=n-(n-1)-2"3

von der Ordnung O(nZ-Z”). Die Anzahl der Vergleiche zur Bestimmung der Minima in
g(v,,S) ist von derselben Ordnung.

Ein Problem beim Einsatz der Methode der Dynamischen Programmierung besteht darin, eine
geeignete Datenstruktur zu finden, um die berechneten Ergebnisse kleinerer Probleme so lan-
ge zwischen zu speichern, wie sie benotigt werden, bzw. um auf diese Ergebnisse in effizien-
ter Weise zuzugreifen.

Man konnte natlrlich versuchen, das rekursiv beschriebene Problem durch Verwendung der
Maoglichkeiten zu nutzen, die die eingesetzte Programmiersprache in Form rekursiver Proze-
duraufrufe bietet. Dabei wird das Problem ,von groBen zu kleinen* Teilproblemen geldst,
wahrend die Lésung mit Hilfe der Dynamischen Programmierung von ,,kleinen zu groRen*
Teilproblemen verlauft.

Zur Berechnung der Funktion g(v,,S) konnte man etwa folgenden (Pseudo-) Code verwen-
den:

FUNCTION G(v;,S): REAL;

BEGIN { G(v,,S) }
IF S=O& THEN G(v,,S)
ELSE G(v,S)

END  { G(v,,S) };

w((v, )

min{w((vi,vj))+G(vj,S —{vj})lvj €ed };



314 7 Allgemeine Lésungsstrategien

Das obige Beispiel hat folgende ineinander geschachtelte Aufruffolge:

Aufruf von G(v,,{V,,v,,v, })
Aufruf von G(v,.{ v,.v,})
Aufruf von G(v,,{v,})
Aufruf von G(v,, )
Aufruf von G(v,,{ v,})
Aufruf von G(v,,Q)

Aufruf von G(v,,{v,,v,})

Aufruf von G(v,,{v,})
Aufruf von G(v,, )

Aufruf von G(v,,{V,})
Aufruf von G(v,,d)

Aufruf von G(v,,{v,,v,})
Aufruf von G(v,,{v,})
Aufruf von G(v,, D)
Aufruf von G(v,,{v,})
Aufruf von G(v,,d).

Die gesamte Aufrufabfolge kann als Baum dargestellt werden, dessen Knoten mit einem Auf-
ruf der Funktion G markiert sind. Auf Niveau 0 steht dabei der Aufruf G(v,,V —{v,}), der

n—1 untergeordnete Aufrufe G(v,,S—{v,}) mit v, €S auf Niveau 1 auslost. Jeder Aufruf
G(v;,S) mit |S|=n-2 auf Niveau 1 lést n—2 Aufrufe der Form G(v,,T) mit [T|=n-3auf

Niveau 2 aus. Niveau 2 enthalt also insgesamt (n—1)-(n—2) Aufrufe. Allgemein werden von
den (n-1)-(n-2)-...-(n—k)= k!{nlzlj Aufrufen der Form G(v,,S) mit |S|=n—-k-1 auf

Niveau k jeweils n—k -1 Aufrufe der Form G(v,,T) mit [T|=n—k —2auf Niveau k+1

ausgeldst. Die Abarbeitung von G(v,,&) auf Niveau k =n-1 Iost keine weiteren Aufrufe

ot (n-1
aus, so dass der Baum der gesamten Aufruffolge insgesamt Zk!{ " J Knoten enthalt. Mit
k=0
jedem Knoten (Aufruf der Funktion G) mit Ausnahme der Knoten auf Niveaus O und n—1 ist
2 o (n-1
eine Addition verbunden. Man sieht also, dass insgesamt Zk!-[ " ] Additionen ausgefihrt

k=1

werden.
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Durch vollstandige Induktion tiber n Iasst sich zeigen, dass dieser Wert fur n>7 groRer als
die Anzahl der Additionen bei Verwendung der Dynamischen Programmierung, namlich gr6-

Berals n-(n—1)-2"°, ist:
) ez (o1 o
Fir n=7 ist ) kk ) gleich 1236, und n-(n—1)-2" ist gleich 672.
k=1

n-2

n-1
Fir den Induktionsschritt nimmt man Zk!-( ) jz n-(n-1)-2"* an. Dann ist

k=1
(n+1)- _ n—
L Zk!{(n+1) 1} lk!{nj
P k K

n. nzj(k _1)1.[E :3 (wegen k!{E] - k!'ﬁ!—k)! =n-(k —ﬂ%)

k=1

. n-2 k!{n _1]
= kK
n-2 -1
1+ k!{n D
a K

1+n- n—l)-2”‘3) (nach Induktionsannahme)

>n-(n+1)-2"2 .
Die letzte Ungleichung gilt wegen n®—3- n—(2—1/2”‘3)2 0 fur n>7 (das sieht man, wenn

Il
>
=~

n-

VN

—

=n-

man die Nullstellen von f(x) =x*-3-x —(2 —1/2”’3) betrachtet); daraus folgt nacheinander
2"%.n?—3.2"%.n—2"2 4120, 2"2.n? — (2" 4 2"°).n-2"2 4120,
2"3.0?=2"2.n=2"3.n=2"24+1>0 und 1+(n?—n)-2" 3 > (n+1)-2"2 .

Im Zeitbedarf ist also in diesem Beispiel die Dynamische Programmierung der rekursiven
Implementierung berlegen (wenn auch immer noch exponentiell; ein besseres Ergebnis ist
jedoch wegen der NP-Vollstandigkeit des Handlungsreisenden-Entscheidungsproblems (siehe
[HO3] nicht zu erwarten).

Der Speicherplatzbedarf der rekursiven Implementierung, der im Wesentlichen durch die
Stackeintrédge bestimmt wird, ist proportional zur Hohe des beschriebenen Aufrufbaums, also
von der Ordnung O(n). Der Speicherplatzbedarf bei Dynamischer Programmierung wird be-

stimmt durch die maximale Anzahl zu berechnender Werte g(vi,S) in den jeweiligen Iterati-
onen; hierbei missen mindestens die Werte einer Iteration bis zur Bestimmung der néchsten
Iteration gespeichert werden. Die Anzahl zu berechnender Werte g(v,,S) einer Iteration mit
n-2

S|=k betragt (n—l)-( )

n-1
]+( ‘ J Dieser Wert ist maximal fir k~n/2. Wegen
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> 2" ist der Speicherplatz bei Dynamischer Programmie-

(ZnJ _(2n) _ on 1.3-..-(2n-1)

n nkn! n!

rung also mindestens von der Ordnung O(n : 2“).

7.3.2  Alle Wege minimalen Gewichts in gerichteten Graphen

Die Methode der Dynamischen Programmierung flhrt nicht in jedem Fall auf Algorithmen
mit exponentiellem Laufzeitverhalten, wie folgendes Beispiel zeigt.

Das Problem der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten Graphen zwischen allen
Knotenpaaren

Problem-

instanzz G =(V,E,w)
G=(V,E,W) ist ein gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge
V ={v,,..,v,}, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge E cV xV ; die

Funktion w: E — R gibt jeder Kante e € E ein Gewicht mit der Eigenschaft, dass
keine Zyklen mit negativem Gewicht entstehen.

Gesuchte
Losung: Die minimalen Gewichte d;; der Wege vom Knoten v; zum Knoten v, des

Graphsfuri=1,..,nund j=1,..,n.

Bemerkung: Es sind jetzt auch Instanzen mit Gewichtungen zugelassen, die negativ sind.
Jedoch durfen keine Zyklen mit negativem Gewicht vorkommen.

Der folgende Algorithmus realisiert das Prinzip der Dynamischen Programmierung. Dazu
wird das Problem, namlich fiir jedes Knotenpaar einen Weg mit minimalem Gewicht zu be-
stimmen, wobei alle Knoten des Graphs als Zwischenknoten zugelassen sind, in kleinere

Probleme aufgeteilt. Dazu wird A*(i, j) fiir k=1, ..., n als das minimale Gewicht eines Wegs
vom Knoten v; zum Knoten v; definiert, der nur Zwischenknoten aus {v,,... v, } enthalt, al-

so keine Zwischenknoten mit einer Nummer, die groRer als k ist. Gesucht ist A" (i, j) = d;;-
Das Problem der Bestimmung von A"(i, j) wird aufgeteilt in die Bestimmung der kleineren

Probleme der Bestimmung von A (i, j) furk =1, ..., n (Regel 2.), und zwar in dieser Reihen-
folge (Regel 3.).
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Ein Weg mit minimalem Gewicht vom Knoten v, zum Knoten V; definiert, der nur Zwi-
schenknoten aus {v;,...,v, } enthalt, geht entweder nicht durch den Knoten v, (dann ist
A(i, j)= A(i, j)) oder er filhrt durch v, ; in diesem Fall ist A*(i, j)= A*(i,k)+ A (k, j),
da der Graph keine Zyklen mit negativem Gewicht enthalt und damit ein Weg mit minimalem
Gewicht vom Knoten v; zum Knoten v; den Knoten v, nur einmal durchlauft.

Insgesamt ist

A(i, j)=min{ AN, j), AYi,k)+ A (K, )} fark =1, ..., n
mit A°(, j)=w((v,,v,)).

Das Verfahren lauft in n Iterationen ab. In der k-ten Iteration wird die Matrix [Ak (i, j)](n'n) be-
stimmt. Dabei kann fir jedes k derselbe Speicherplatz verwendet werden, da zur Berechnung
eines Eintrags A*(i, j) entweder der dort bereits stehende Wert A“*(i, j) genommen oder auf
Werte der Form A**(i,k) und A**(k, j) zugegriffen wird. Dabei kommt es nicht darauf an,
ob diese Werte noch aus der vorhergehenden Iteration stammen (also in der laufenden Iterati-
on noch nicht berechnet wurden, d.h. dort wirklich A**(i,k) bzw. A“*(k, j) steht) oder ob

diese Werte bereits in der laufenden Iteration neu berechnet wurden. Denn ein Weg mit mi-
nimalem Gewicht vom Knoten v, zum Knoten v, , der nur Zwischenknoten aus {V,, ..., v, , }

enthalt, ist ein Weg mit minimalem Gewicht vom Knoten v, zum Knoten v, , der nur Knoten
aus {v,,...,v, | enthalt. Das bedeutet A“*(i,k)= A*(i,k) bzw. A**(k, j)= A*(k, j).

Algorithmus zur Losung des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten
Graphen zwischen allen Knotenpaaren:

Durch Ergénzungen in der UNIT Graph aus Kapitel 5.2.3 wird der Algorithmus als Methode
in den Objekttyp TGraph eingebaut. Im PUBLIC-Teil des Objekttyps TGraph wird eine Pro-
zedur

PROCEDURE TGraph.alle_minimalen_Wege;

eingebaut:

Methode Bedeutung
PROCEDURE Die Prozedur ermittelt die minimalen Gewichte aller Wege
TGraph.alle_minimalen_Wege; | zwischen je zwei Knoten und zeigt diese an.
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Die Prozedur legt das Ergebnis in einer dynamisch eingerichteten Matrix ab, auf die ein Ver-
weis

alle_min_Wege : PMatrix;

zeigt, der in den PRIVATE-Teil des Objekttyps hinzugefiigt wird; der Konstruktor bzw. der
Destruktor werden durch entsprechenden Initialisierungs- bzw. Freigabecode erganzt. Das
Verfahren setzt die obigen rekursiven Gleichungen um.

PROCEDURE TGraph.alle_minimalen_Wege;

VAR 1dx : Knotenbereich;
Jdx : Knotenbereich;
kdx : Knotenbereich;

BEGIN { TGraph.alle_minimalen_Wege }
{ Kostenwegematrix initialisieren }
FOR idx =1 TO n DO
FOR jdx =1 TO n DO
alle_min_Wege”.setze (idx, jdx, Adjazenzmatrix™.m(idx, jdx));

{ Schleifen auf demselben Knoten entfernen }
FOR idx = 1 TO n DO
alle_min_Wege”.setze (idx, idx, 0);

FOR kdx z= 1 TO n DO
FOR idx = 1 TO n DO
FOR jdx =1 TO n DO
alle_min_Wege”.setze (idx, jdx,
min(alle_min_Wege”™.m(idx, jdx),
alle_min_Wege”™.m(idx, kdx)
+ alle_min_Wege”™.m(kdx, jdx)));

-- Matrixinhalt ausgeben;

END { TGraph.alle_minimalen_Wege };

Ist G =(V,E,w) eine Eingabeinstanz des Problems der Wege mit minimalem Gewicht zwi-
schen allen Knotenpaaren in gerichteten Graphen mit n Knoten, dann liefert das beschriebene
Verfahren mit der Methode TGraph.alle_minimalen_wege im Feld al le_min_Wege die
minimalen Gewichte d; ; der Wege vom Knoten v; zu allen Knoten v; des Graphs fur i = 1,
..hundj=1, .., n. Die (worst-case-) Zeitkomplexitat und der Speicherplatzbedarf des Ver-
fahrens sind von der Ordnung O(n3).
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7.3.3  0/1-Rucksackproblem

Das néchste Beispiel zur Dynamischen Programmierung behandelt ein wichtiges Zuord-
nungsproblem. Das Verfahren soll hier nur informell beschrieben werden.

Das ganzzahlige 0/1-Rucksackproblem als Maximierungsproblem
(maximum 0/1 knapsack problem)

Eingabe-
instanz: | =(A/M)
A={a,..,a,} ist eine Menge von n Objekten und M e N_, die ,,Rucksackkapazi-
tat“. Jedes Objekt a,, i=1,..,n, hat die Form a, =(w,, p,); hierbei bezeichnet
w, € N_, das Gewichtund p, e N_, den Wert (Profit) des Objekts a; .
Eine zulassige Losung ist eine Folge (x,,..., X, ) mit
x; =0oder x; =1firi=1,..,nund Y x,-w, <M.
i=1
Fir eine zulassige Losung (x,, ..., X, ) wird die Zielfunktion definiert durch
(1 (X, )= D% -
i=1
Gesuchte
LOsung:

Eine zulassige Losung (x;, ..., x; ), fir die m(l(xlxn)):zn:x, p; maximal ist
i=1

unter allen zuldssigen Ldésungen. Dieser optimale Wert der Zielfunktion, der nur
von | abhéngt, wird mit m*(1) bezeichnet.

Die Anzahl an Zeichen, um die Eingabeinstanz darzustellen, d.h. die Problemgroéfie, ist durch
2-n-[log,(p,., +1)] mit p,, =max{{ p,|i=1..,n }u{w|i=1..,n }U{M]}} beschrankt.

Fur eine Instanz | =(A,M) wird im Folgenden ZWi>M angenommen, denn fir
i=1

n
> w; <M kannman x; =1,..., X, =1 nehmen.
i=1

Es sei die Eingabeinstanz | =(A;M) mit A= {a1 an} gegeben. Das Problem der Ermitt-
lung einer optimalen Losung fur diese Instanz wird in kleinere Probleme zerlegt, die jeweils
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nur einen Teil der Objekte in A und variable Rucksackkapazititen betrachten. Aus optimalen
Losungen dieser kleineren Probleme wird schrittweise eine optimale Ldsung des urspringli-
chen Problems zusammengesetzt.

Das Problem wird wieder verallgemeinert und parametrisiert: Mit RUCK(j, y) werde das
Problem bezeichnet, das eine optimale Losung fur die Objekte a,, ..., a; und die Rucksackka-

pazitat y sucht. Das urspringliche Problem RUCK(n, M) der Ermittlung einer optimalen Lo-
sung flr | betrachtet alle n Elemente und die Rucksackkapazitat M. Eine optimale Losung fur
RUCK(j, y) habe einen Wert der Zielfunktion, der mit f;(y) bezeichnet wird.

Gesucht wird also neben (xl*,...,x:)eSOL(I) der Wert m™(1) = f,_(M).

Das zu losende Problem wird zunéchst rekursiv beschrieben (Regel 1.), die Menge der kleine-
ren Probleme bestimmt, auf die bei der Losung des Problems direkt oder indirekt zugegriffen
wird (Regel 2.), und die Reihenfolge festgelegt, in der diese Teilprobleme geldst werden (Re-
gel 3.):

Umsetzung der Regel 1.:

Zwischen den Problemen RUCK(j, y) mit ihren Zielfunktionswerten f,(y) besteht folgender

(rekursiver) Zusammenhang:

fo(y)=0flirO<y<M und f,(y)=—o flry<0,
fj(y):max{fjfl(y), fH(y—Wj)+ P, }fUrjzl,...,n,Og y<M.

Diese Rekursionsgleichungen ergeben sich folgendermalien:

Ist (x1 xj) eine optimale Losung fir RUCK(], y), dann kénnen zwei Falle auftreten:
Entweder es ist x’; =1, d.h. das Objekt a; = (wj, pj) gehort zu dieser optimalen Ldsung. Dann

ist (xlxj_l) eine optimale Losung fir RUCK(j-1y-w;): Denn wegen

i j-1 j-1

DX W =DTx W LW <y, DX W <y —w; st (.. x;l) eine zulssige Losung fiir
i=1 i=1 i=1

RUCK(j—-1 y—w;). Angenommen, es gibt eine zuldssige Ldsung (zl,...,zjfl) fur

j-1 j-1
RUCK (j -1,y —w;) mit hoherem Zielfunktionswert, also mit > x;-p; <> z - p;, dann ist

i=1 i=1

j-1 j-1
(wegen ;zi W <y —Ww, ;zi ‘W +1-w; <y) (zl,...,zj_l,l) eine zuléssige Losung flr
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i1 i1 j
RUCK(j,y) mit Zielfunktionswert >z, -p,+1-p;> > X - P+ p;=D_% - p; . Das hieRe,
i=1 i=1 i=1

(x1 xJ) ist keine optimale Losung fur RUCK(j, y). Der Zielfunktionswert von (x1 xj)
lautet f;(y)=f,,(y—w;)+p;.

Oder es ist xj =0, d.h. das Objekt a; =(wj, pj) gehort nicht zu dieser optimalen Lésung.
Dann lésst sich genauso zeigen, dass (x1 x’;_l) eine optimale Losung fir RUCK(j—-1,y)
ist. Ihr Zielfunktionswert ist f, ,(y)= f;(y).

Insgesamt ist f;(y)=max{ f,,(y), f,u(y-w,)+p, | fir j=n,..,1,0<y<M.

f;(y) kann als Funktion von y aufgefasst werden. Aus der Kenntnis des (gesamten) Funkti-
onsverlaufs von f_ ist insbesondere m™(1)= f (M) ableshar. Es zeigt sich (siehe unten),
dass aus der Kenntnis des Funktionsverlaufs von f, an der Stelle M auch eine optimale zulas-
sige Ldsung (x1 xn) ermittelt werden kann. Daher wird zunachst eine Methode zur Be-

rechnung und Speicherung der Funktionsverlaufe f;(y) beschrieben.

Umsetzung der Regeln 2. und 3.:

Teilproblem Optimaler Wert der Zielfunktion
(Berechnung in aufsteigender Reihenfolge)
RUCK(0,y), y<M fo(y) mity<M
RUCK(1,y), 0<y<M f,(y) mity<M
RUCK(2,y), 0<sy<M f,(y) mity<M
RUCK(n,y), 0sy<M f (y) mity<M

Zur Berechnung von f;(y) gemal der rekursiven Formel

f.(y)=max{f,,(y), fly-w,)+pffirj=n,.,1,0<y<M

braucht wegen y <M und y-w; <M nur die Funktion f, ,(y) bereitgehalten zu werden.
Um jedoch aus f. an der Stelle M eine optimale Losung (xf, x:) zu ermitteln, werden alle

Funktionen f;(y) firj=0, ..., n bendtigt.

Man erkennt, dass wegen X; € {0,1} und p; € R, die Funktionen f,(y) Treppenfunktionen
sind. Abbildung 7.3.3-1 zeigt ein einfaches Beispiel fir das Aussehen der Funktionen f;(y).

Die Eingabeinstanz lautet hier
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A={a,a, a}..a=(w,p,)firi=12,3:

[ Gewicht w; | Wert p,

1 2 1

2 3 2

3 4 B

fy-w) +p i f(y)
=0

w,=2 ///
p= e

verschiebe f um w Einheiten
nach rechts und addierep

-
,,///
e
s
=1
L
*ﬁmax{f;.dy)yf w)+pl }—b
w, =3
p2=2
j=2
1
w,=4
p=5
j=3

Abbildung 7.3.3-1: Beispiel fur das 0/1-Rucksackproblem
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Zur Algorithmen-gerechten Speicherung des Funktionsverlaufs von f,(y) fur j =0, .., n

brauchen nur die Sprungstellen der Funktion gespeichert zu werden. Die Menge der Sprung-
stellen von f; sei S;.

Den Graphen des Funktionsverlaufs von f, ,(y —w;)+ p; erhdlt man, indem man den Gra-
phen des Funktionsverlaufs von f; ,(y) um w; nach rechts und um p; nach oben verschiebt.

Legt man beide Graphen in einem Achsenkreuz Ubereinander, so ergibt sich der Funktions-
verlauf von f; dann dadurch, dass man von links nach rechts diejenigen Sprungstellen no-

tiert, an denen eine der beiden Funktionen springt, und zwar mindestens so hoch wie an
Sprungstellen, die weiter links liegen und die schon notiert wurden.

Nach der Berechnung von f, kann man f (M) ablesen. Um aus den Funktionen f; eine op-
timale Losung (x1 xn) zu gewinnen, geht man ruckwarts vor. Man stellt fest, wie f  aus
f _, entstanden ist. Ist f (y)=f ,(y),dannist x_ =0, und man priift weiter, wie f _,(y) aus
f.o(y) entstanden ist. Ist f (y)=f _,(y—w,)+ p;, dann ist x. =1, und man prift weiter,

wie f_,(y—w,)+p, aus f,_,(y) entstanden ist. Das Verfahren setzt man entsprechend bis f,
fort.

Umsetzung der Regel 4.:

Die algorithmische Umsetzung des Lésungsverfahrens fiir das 0/1-Rucksackproblem mit Hil-
fe der Methode der Dynamischen Programmierung, d.h. die Erzeugung der Funktionen f,, ...,

f, bzw. der Mengen ihrer Sprungstellen S, ..., S, und die Ermittlung einer optimalen L0-

sung, wird im Folgenden nur mit Hilfe von Pascal-dhnlichem Pseudocode angegeben. Dabei
wird folgender Begriff verwendet:

Ein Zahlenpaar (W,P) dominiert ein Zahlenpaar (W',P’), wenn W <W' und P > P’ gilt.
Fur zwei Mengen A und B von Zahlenpaaren sei A® B die Vereinigungsmenge von A und B

ohne die Paare aus A, die durch ein Paar aus B dominiert werden, und ohne die Paare aus B,
die durch ein Paar aus A dominiert werden.
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Algorithmus zur Lésung des 0/1-Rucksackproblems:
{ Berechnung der Funktionen f; bzw. der Mengen S; ihrer Sprungstellen fir j=1,...n }

BEGIN

S, = {0.0);;

FOR j:= 1 TONnDO

BEGIN
§.={w+w,P+p)IW,P)es,,|;
S;:=5,,8S;;

END;

END;

{ Die Paare in S; seien aufsteigend nach der ersten (und damit auch nach
der zweiten) Komponente geordnet, d.h.
Sy = {Wo Py ) Wi P )y mit W, <W,,  fiar 0<k <ii.

Fir y>0 gelte W, ; <y <W,,, ;. Dannist f,(y)=h,;. }
{ Berechnung einer optimierenden Auswahl x;,..., X }

Essei (W,P) dasjenige Paar in S, mit f (M)=P.

FOR k := n DOWNTO 1 DO
BEGIN

IF W,P)eS, ,

THEN x, :=0

ELSE BEGIN
X, =1;
Wi=W-w, ;
P=P-p,;

END;
END;
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Die Folge (x;,....x.) und der Wert m(1,(x;, ..., x;))= Zn:x, -p; der Zielfunktion werden aus-

i=1

gegeben.

Das folgende Beispiel zeigt den Ablauf des beschriebenen Algorithmus.

Eingabe A={a,,...a,},..,a =(w, p,) firi=1,...,7:

Gewicht w; | Wert p,

2 10
5
15
7
6
18
3

~No oA~ wWNR| -
I N N S

Rucksackkapazitat M = 15

Berechnung der Funktionen f; bzw. der Mengen S; ihrer Sprungstellen fir j=1,...,n:

So = {(O’O)}

S, ={(210)} 5, ={00).(210);

A

S,=185)(615); S, =1{00)(210)(515);

A

S, ={(515),(7,25),(10,30)}

S, ={0,0),(2,10),(5.15),(7,25),(10,30)}

S, ={(7.7),(9.17),(12,22),(14,32),(17,37)}
S, ={(0,0),(2,10),(5,15),(7,25),(10,30),(14,32),(17,37)}

S, ={1,6),(316),(6,21),(8,31),(11,36),(15,38),(18,43)}
S. ={0,0),(1,6),(2,10),(3.16),(6,21),(7,25),(8,31),(11,36),(15,38),(18,43)}
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S, =1{(418),(5,24),(6,28),(7,34),(10,39),(11,43),(12,49),(15,54), (19,56, (22,6 1)}

S, =1(0,0),(1,6),(2,10),(316),(4,18),(5,24),(6,28),(7,34),(10,39),(11,43),(12,49),(15,54),(19,56 ), (22,61)}

S, ={13).(2,9),(313),(4,19),(5,21),(6,27),(7,31),(8,37),(11,42), (12,46, (13,52), (16,57 ),(20,59), (23,64 )}
S, ={(0,0),(1,6),(2,10),(3,16),(4,19),(5,24),(6,28),(7,34),(8,37),(10,39),
(11,43),(12,49),(13,52),(15,54),(16,57),(20,59),(22,61),(23,64)}

f_(15)=54.

Berechnung einer optimalen L6sung (x1 x*):

n

Man beginnt bei f, bzw. der Sprungstellenmenge

s, =1{(0,0),(1,6),(2,10),(3,16),(4,19),(5,24 ),(6,28),(7,34 ),(8,37 ), (10,39 ),
(11,43),(12,49),(13552),05,54 ),(16,57),(20,59),(22,61),(23,64)}.

Bei M =15 liegt selbst eine Sprungstelle von f, vor, namlich (15,54). Ware hier keine

Sprungstelle, so wirde man die nachste weiter links liegende Sprungstelle nehmen. Es wird

gepriift, wie (W,P)=(15,54) in S, aufgenommen wurde: War (15,54) bereits in S, (dann ist

X, =0, und es wird weiter untersucht, wie (W,P) in S,aufgenommen wurde)? Oder stammt

(15,54) aus der nach rechts und oben verschobenen Funktion f,, die durch die Sprungstel-

lenmenge

S, ={13),(2,9),(313),(4,19),(5,21),(6,27),(7,31),(8,37),(11,42), (12,46),(13,52),(16 57 ), (20,59), (23,64 )}

beschrieben wird (dann ist x; =1 und S,, die Sprungstellenmenge zu f,, enthalt die Sprung-

stelle (W —w,,P—p,))?

Im Beispiel liegt der erste Fall vor.
Der gesamte Ablauf wird hier wiedergegeben. Dabei werden die im Algorithmus mitgefuhr-
ten Variablen (W, P) und k jeweils mit angegeben:

k=7, W=15 P=54
s, =1{(0,0),(1,6),(2,10),(3,16),(4,19),(5,24 ),(6,28),(7,34 ), (8,37 ), (10,39 ),
(11,43),(12,49),(13552),05,54 ),(16,57),(20,59),(22,61),(23,64 )}

S, ={13).(2,9),(313),(4,19),(5,21),(6,27),(7,31),(8,37),(11,42), (12,46),(13,52), (16,57 ), (20,59), (23,64 )}

S, =1{0,0),(1,6),(2,10),(3,16),(4,18),(5,24),(6,28),(7,34),(10,39),(11,43),(12,49),(.5,54 ),(19,56 ), (22,61)}
=0

k=6, W=15 P=54

S, =1{0,0),(1,6),(2,10),(316),(4,18),(5,24),(6,28),(7,34),(10,39),(11,43),(12,49),(15,54 ),(19,56 ), (22,61)}



7.3 Dynamische Programmierung

327

S, =1{(418),(5,24),(6,28),(7,34),(10,39),(11,43),(12,49),05,54 ), (19,56 ), (22,61)}
S. ={0,0),(1,6),(2,10),(3.16),(6,21),(7,25),(8,31),1,36 ), (15,38), (18,43)}
X =1 W=11, P=36

k=5 W=11, P=36
S. ={0,0),(1,6),(2,10),(3.16),(6,21),(7,25),(8,31),@1,36 ), (15,38),(18,43)}
S, =1(1,6),(316),(6,21),(8,31),01,36 ),(15,38), (18,43)}

S, ={(0,0),(2,10),(5,15),(7,25),0.0,30 ),(14,32),(17,37)}

1 ,(7,25),00,30),(14,32),(17,37)}
17),(12,22),(14,32),(17,37)}
1 ,(7,25),00,30 )}

—_
o N
o
=
—
o1
—
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~—
~~
N
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~—
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=
(¢2]
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Zu bemerken ist, dass die Reihenfolge, in der die Eingabeobjekte verarbeitet werden, keinen
Einfluss auf den optimalen Profit hat. Nattrlich unterscheiden sich flr unterschiedliche Rei-
henfolgen innerhalb der Eingabeobjekte die erzeugten Funktionen f; bzw. die Menge f; ih-

rer Sprungstellen.

Aus der Anzahl der Mengen S; und deren Machtigkeiten ergibt sich folgende Komplexitétsab-

schétzung:
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Es sei | =(A /M) eine Instanz des 0/1-Rucksackproblems (als Maximierungsproblem) mit n

Eingabeelementen. Dann enthalt eine Menge S; maximal z p, +1 viele Paare (w, p): Sie
i=1

enthélt (0, 0); alle Paare sind in der Komponente p verschieden, und es ist p < z p, . Daher
i=1
liefert das beschriebene Verfahren eine optimale Losung mit einer (worst-case-) Zeitkomple-

xitat der Ordnung O(n-z p;); hierbei ist p, der Profit des i-ten Objekts. Die Zeitkomplexitat

i=1
héngt also von den Werten in der Eingabeinstanz ab. Daher muss fir die Berechnung der
Zeitkomplexitat die Anzahl elementarer Bitoperationen in Abhangigkeit von der Problemgro-
Re size(l) abgeschatzt werden. Diese ist von der Ordnung  O(n-log(p,,)) mit

Poac =Max{{ p;li=1...,n ju{w|i=1..,nju{M}}. Wegen

|092[zn: pij =n Iogz(pmax) ist ¢, - n'zn: pi=¢-n- Zn‘IOQZ(pmaX) <G -n- Iogz(pmax)' 2rou:Prr) A

i=1 i=1
so ist die Zeitkomplexitat von der Ordnung O(size(l)-2°*")), d.h. das Verfahren hat expo-

nentielle Laufzeit in der GroRRe der Eingabe. Dieselbe GréRenordnung ergibt sich fir den
Speicherplatzbedarf.

Bis heute ist kein Verfahren bekannt, das in polynomieller Laufzeit eine optimale Lésung fiir
das 0/1-Rucksackproblem liefert. Wahrscheinlich wird es auch kein Verfahren geben; denn
das zugehorige Entscheidungsproblem ist NP-vollstandig (siehe [HO3]). In einigen Spezial-
fallen lassen sich jedoch schnelle Losungsverfahren angeben.

Das folgende Beispiel (aus der Kryptologie) beschrankt die Eingabeinstanzen auf ,,schnell

wachsende® (super increasing) Folgen und einfache Eingabewerte:

Das 0/1-Rucksackproblem mit schnell wachsenden ganzzahligen Eingabewerten
(als Entscheidungsproblem)

Eingabe-
instanz: | =(A/M)
A={a,,..,a,} ist eine Menge von n natiirlichen Zahlen mit der Eigenschaft
j-1
a, >Zai (super increasing) und M e N.
i=1
Gesuchte

Losung: Entscheidung ,ja“, falls es eine Folge X;,..,X, von Zahlen mit

n
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X; =0oder x, =1flri=1,...,n gibt, so dass ZXi -a, =M qgilt,

i=1

Entscheidung ,,nein“ sonst.

Die folgenden (Pseudocode-) Anweisungen nach der Greedy-Methode ermitteln eine Folge
X;, -, X, Mit der gewuinschten Eigenschaft, falls es sie gibt:

TYPE Entscheidungstyp = (Ja, nein);
VAR Entscheidung : Entscheidungstyp;

summe := 0;
FOR 1 := n DOWNTO 1 DO

IF 3 + summe <M
THEN BEGIN
summe :I= summe + g;;

X; =1
END
ELSE x; =0;
IF summe = M THEN Entscheidung = ja
ELSE Entscheidung = nein;

Das Verfahren liefert eine korrekte Entscheidung: Die Eingabefolge enthalte eine Teilfolge,
die sich genau auf M summiert. Es seien g, , ..., &, mit i, <...<i, diejenigen Zahlen der Ein-

gabefolge mit a, +...+a =M . Fir i>i  ist wegen des Wachstumsverhaltens der Eingabe-

i k
werte a >>» a;>» a =M. Daher setzt der Algorithmus x =0 fir i, <i<n. Es gilt
j=1 1=1
a, <M der Algorithmus setzt x, =1. Fir I<k gilt a +..+3 =M -a —-a_-..a

T

Damit gilt fur i, <i<i,:

a, >Zaj >3, +..ta =M -3 —a_—..a . Der Algorithmus setzt fur diese Indizes

I 7
j=1
% =0. Der Wert x, wird auf 1 gesetzt, da a, <M —-a —a  —..a ist. Der Algorithmus
setzt also genau x; ,..., X, auf 1 und die tbrigen x; auf O und antwortet mit ja. Trifft umge-

kehrt der Algorithmus die Entscheidung ja, dann gibt es Werte der Eingabefolge, die sich
genau auf M summieren.
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Beispiel: | =({a,,...,a,},234)mit a, =1,a, =2,a, =5,a, =11,a, =32, a, =87,a, =141.

a;, + summe <M X;

a, +0=141<234 X, =1
summe = 141

a, +141=87+141=228<234 Xg =1
summe = 228

a; +228 =32+ 228 =260 > 234 Xs =0
summe = 228

a, +228=11+228=239>234 X, =0
summe = 228

a, +228 =5+ 228 = 233 < 234 X; =1
summe = 233

a, +233=2+233=235>234 X, =0
summe = 233

a, +233=1+233=234 X =1

summe = 234
Entscheidung ,,ja“

Ist I =(A,M) eine Eingabeinstanz des 0/1-Rucksackproblems mit schnell wachsenden Ein-
gabewerten als Entscheidungsproblem mit ProblemgroRe size(l) e O(n-log(a, )), dann liefert
das beschriebene Verfahren eine Entscheidung mit einer (worst-case-) Zeitkomplexitat der
Ordnung O(size(l)).
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7.4 Branch and Bound

Die Branch-and-bound-Methode ist ein Spezialfall einer Aufzahlungsmethode die als Back-
track-Methode bezeichnet wird:

Aufzéhlungsmethoden: Backtrack-Methode:

Die Backtrack-Methode ist auf Probleme anwendbar, flr deren Losung kein besseres Verfah-
ren bekannt ist, als alle moglichen Losungskandidaten zu inspizieren und daraufhin zu unter-
suchen, ob sie als Lésung in Frage kommen. Die Backtrack-Methode organisiert diese er-
schopfende Suche in einem im Allgemeinen sehr groRen Problemraum. Dabei wird ausge-
nutzt, dass sich oft nur partiell erzeugt Lésungskandidaten schon als inkonsistent ausschlief3en
lassen.

Die effiziente Einsatz der Backtrack-Methode setzt voraus, dass das zu lésende Problem fol-
gende Struktur aufweist:

1. Die Losung ist als Vektor (a[1], a[2], ...) unbestimmter, aber endlicher L&nge darstellbar.
2. Jedes Element a[i] ist eine Mdglichkeit aus einer endlichen Menge A[i].

3. Es gibt einen effizienten Test zur Erkennung von inkonsistenten Teilldsungen, d.h. Kandi-
daten (a[1], a[2], ..., a[i]), die sich zu keiner Losung (a[1], a[2], ..., a[i], a[i+1], ...) erwei-
tern lassen.

Das Verfahren kann allgemein so formuliert werden:
Schritt 1: Man wabhlt als erste Teillosung a[1] ein mogliches Element aus A[1].

Schritt n: Ist eine Teillésung (a[1], a[2], ..., a[i]) noch keine Gesamtlésung, dann erweitert
man sie mit dem néchsten nicht inkonsistenten Element a[i+1] aus A[i+1] zur neuen
Teillésung (a[1], a[2], ..., a[i], a[i+1]). Falls alle nicht inkonsistenten Elemente aus
AJi+1] bereits abgearbeitet sind, ohne dass man eine so erweiterte Teilldsung ge-
funden wurde, geht man zurlick und wabhlt a[i] aus A[i] neu (bzw. a[i-1] aus AJi-1]
usw., wenn auch alle nicht inkonsistenten Kandidaten fir a[i] bereits abgearbeitet
sind).

Die Branch-and-Bound-Methode ordnet sich in dieses Prinzip ein:
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Aufzéhlungsmethoden: Branch-and-Bound-Methode (Optimierungsaufgaben):

Potentielle, aber nicht unbedingt optimale Ldosungen werden systematisch erzeugt, z.B. mit
der Backtrack-Methode. Diese werden in Teilmengen aufgeteilt, die sich auf Knoten eines
Entscheidungsbaums abbilden lassen. Es wird eine Abschatzung fir das Optimum mitgefthrt
und waéhrend des Verfahrensverlaufs laufend aktualisiert. Potentielle Ldsungen, deren Ziel-
funktion einen ,,weit von der Abschatzung entfernten Wert* aufweisen, werden nicht weiter
betrachtet, d.h. der Teilbaum, der bei einer derartigen Lésung beginnt, muss nicht weiter
durchlaufen werden.

Die Branch and Bound-Methode liefert in vielen praktischen Fallen eine sehr effiziente Lo-
sungsmethode fur Probleme, deren Ldsungsraum mindestens exponentiell grofen Umfang
aufweist. Sie wird wieder am Problem des Handlungsreisenden auf Graphen (minimum tra-
veling salesperson problem), siehe Kapitel 7.3.1, erléutert.

7.4.1  Problem des Handlungsreisenden 2. Lésungsansatz

Eine Eingabeinstanz G = (V,E,W) ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph
mit der Knotenmenge V ={v,,..,v, |, bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge
E <V xV; die Funktion w: E — R_, gibt jeder Kante e € E ein nichtnegatives Gewicht; als

ProblemgréRe kann hier die Anzahl n der Konten des Graphen genommen werden. Gesucht
wird eine Tour T, die minimale Kosten (unter allen moglichen Touren durch G) verursacht,
und m(G,T").

Im Folgenden wird wieder angenommen, dass eine Tour bei v, beginnt und endet. AulRerdem
wird angenommen, dass der Graph vollstandig ist, d.h. dass W((vi,vj)) flr jedes v, eV und

v, eV definiert ist (eventuell ist w((v;,v;))=).

Im Folgenden wird (zur Vereinfachung der Darstellung) die Knotenmenge V = {vl, ...,vn} mit
der Menge der Zahlen {1,...,n} gleichgesetzt (dem Knoten v, entspricht die Zahl i). Eine
Tour durch G lasst sich dann als Zahlenfolge

iy iy.i g 1)

darstellen, wobei alle i; paarweise verschieden (und verschieden von 1) sind. Alle Touren er-

halt man, wenn man fur i; in <1 [ PR 1) alle (n—1)! Permutationen der Zahlen 2, ..., n

einsetzt. Da in einem ungerichteten Graphen eine Tour in zwei Richtungen durchlaufen wer-
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: 1 . . :
den kann, sind es E-(n—l)! viele Permutationen. Manche dieser Touren haben eventuell das

Gewicht .

Alle Touren (Zahlenfolgen der beschriebenen Art) lassen sich als Bléatter eines Baums darstel-

len :
/aMTW\WT
alle Tourén mit alle Touren mit alle Touren mit
Anfangsstiick Anfangsstiick " Anfangsstiick
alle Touren mit alle Tourén mit ... alle Tourgn
Anfangsstiick  Anfangsstiick Anfangsstiick
123 124

alle Touren mit alle Touren mit ... }
Anfangsstick  Anfangsstlick
132 134
alle Touren mit alle Touren mit ... alle Touren mit
/ Anfangsstick  Anfangsstlick Anfangsstlck
1n2 1n3 1n,n1
alle Touren mit
Anfangsstiick
10, iy,

in den Blattern: alle Touren mit
Anfangsstick 1 i, iy...1, ,

Alle Touren (Zahlenfolgen der beschriebenen Art) werden systematisch erzeugt (siehe unten).
Dabei wird eine obere Abschatzung bound fur das Gewicht einer optimalen Tour (Tour mit
minimalem Gewicht) mitgefiihrt (Anfangswert bound = o). Wird ein Anfangsstiick einer
Tour erzeugt, deren Gewicht groRer als der Wert bound ist, dann missen alle Touren, die mit
diesem Anfangsstiick beginnen, nicht weiter betrachtet werden. Es wird also ein ganzer Teil-
baum aus dem Baum aller Touren abgeschnitten. Ist schlie3lich eine Tour gefunden, deren
Gewicht kleiner oder gleich dem Wert dem Wert bound ist, so wird bound durch diesen neuen
Wert ersetzt, und die Tour wird als temporar optimale Tour vermerkt. Die Knotennummern
einer temporér optimalen Tour werden ebenfalls mitgefihrt.
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Ist bereits ein Anfangsstiick <l I, i2...ikfl> einer Tour erzeugt, so sind die Zahlen
1 i, i,,.. i, alle paarweise verschieden. Eine weitere Zahl i kann in die Folge aufge-

nommen werden, wenn

(1) iunterden Zahlenl, i, i,,.., i, nicht vorkommt und

(2) W((ViH,Vi ))< oo ist und

(3) das Gewicht der neu entstehenden Teiltour (1, i,, i, ,..., i, i) kleiner oder gleich dem
Wert bound ist.

Treffen (1) oder (2) nicht zu, kann i nicht als Fortsetzung der Teiltour 1, i, i, ,..., i, , ge-
nommen werden, denn es entsteht keine Tour. Trifft (3) nicht zu (aber (1) und (2)), dann
brauchen alle Touren, die mit dem Anfangsstiick (1, i,, i, ,..., i,, i) beginnen, nicht weiter

berlcksichtigt zu werden.

Algorithmus zur L6sung des Problems des Handlungsreisenden
nach der Branch-and-bound-Methode:

Der Objekttyp TGraph in der UNIT Graph wird wieder um entsprechende Methoden er-
ganzt:

Methode Bedeutung
FUNCTION Die Funktion ermittelt das minimale Gewicht einer Tour durch den
TGraph.salesman_bab : | Graphen nach der Branch-and-Bound-Methode und zeigt diese an.
INTEGER; Gibt es keine Tour, so wird der Wert oo zuriickgegeben.

FUNCTION TGraph.salesman_bab : INTEGER;

VAR i1dx : INTEGER;
OK : BOOLEAN;
opttour : PVektor;

{ temporéare optimale Tour }
teiltour : PVektor;

{ zu ergénzendes Anfangsstick einer Tour }
bound : INTEGER;

{ L&nge der temporéaren Tour ¥

PROCEDURE bab_g (gewicht : INTEGER;
{ Gewicht des Anfangsstucks 3}
position : INTEGER
{ Position, an der zu erganzen ist });

VAR 1 - INTEGER;
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J - INTEGER;
OK : BOOLEAN;
w - INTEGER;

BEGIN { bab g }
IF position = n + 1
THEN BEGIN
w = Adjazenzmatrix™.m(teiltour™.v(n), 1);
IF (w < unendlich)
AND
(gewicht + w < bound)
THEN BEGIN
teiltour”™.setze (position, 1);
bound = gewicht + w;
FOR 1 :=1 TO n + 1 DO
opttour”~.setze (i, teiltour™.v(i));
END;
END
ELSE BEGIN
FOR 1 = 2 TO n DO
BEGIN
w

Adjazenzmatrix”™.m
(teiltour™_v(position - 1), i);
OK := TRUE;
{ Bedingung (2): }
FOR j := 2 TO position - 1 DO
IF teiltour*.v() =i
THEN BEGIN
OK := FALSE;
Break;
END;
IF OK
AND
(w < unendlich)
AND
(gewicht + w < bound)
THEN BEGIN
teiltour”.setze (position, i);
bab g (gewicht + w, position + 1);
END;
END;
END;
END { bab g };

BEGIN { TGraph.salesman_bab }
New (opttour, init (n + 1, 0K));
IF OK THEN New (teiltour, init (n + 1, OK));
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IF OK
THEN BEGIN
FOR idx =2 TO n + 1 DO
opttour”_setze (idx, 0);
teiltour~.setze (1, 1);
bound := unendlich;

bab_g(0, 2);

{ optimale Tour anzeigen: }
FOR idx =1 TO n + 1 DO

-- opttour”.v(idx)anzeigen ;

Dispose (opttour, done);
Dispose (teiltour, done);

salesman_bab := bound;
END;
END { TGraph.salesman_bab };

Das Verfahren erzeugt eventuell alle (n—1) Folgen (1 [ PR T 1>, bis es eine optimale

Tour gefunden hat. In der Praxis werden jedoch schnell Folgen mit Anfangsstiicken, die ein
zu groRes Gewicht aufweisen, ausgeschlossen. Die (worst-case-) Zeitkomplexitat des Verfah-
rens bleibt jedoch mindestens exponentiell in der Anzahl der Knoten des Graphen in der Ein-
gabeinstanz.
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8 Spezielle Losungsansatze

In den folgenden Unterkapiteln werden Ansatze im Uberblick und an Beispielen vorgestellt,
die von den klassischen Programmieransétzen der vorherigen Kapitel abweichen.

8.1 Parallele Algorithmen

In den bisherigen Kapiteln wurden Datenstrukturen und Algorithmen behandelt, die als Rech-
nergrundlage die klassische von-Neumann-Architektur aufweisen. Beim Einsatz massiv paral-
leler Rechner (symmetrische Mehrprozessorsysteme oder auch lose gekoppelte Mehrprozes-
sorsysteme) wird versucht, Teile eines Algorithmus auf mehrere physikalisch parallel arbei-
tende Prozessoren zu verteilen. Dabei kann versucht werden, einen klassischen Algorithmus
in moglichst unabhangige Teile zu zerlegen, so dass diese mit einem hohen MaR an Paralleli-
tat auf die Prozessoren verteilt werden koénnen. Durch den Entwurf spezieller Verfahren kon-
nen dann die Spezifika der zugrundeliegenden Hardwarestruktur genutzt werden.

Im Folgenden wird eine massiv parallele Rechnerstruktur angenommen. Hierbei sind meh-
rere (hdufig mehrere hundert) Rechner miteinander fest gekoppelt, oder ihre Verbindung ist
konfigurierbar, so dass ein festes Netz aus einzelnen Rechnerknoten entsteht (Abbildung 8.1-
1). Haufig wird dabei eine reguléare Struktur, z.B. hierarchische Baumstruktur, wirfelférmig
vernetzte Struktur, rickgekoppelte Schichten usw., verwendet. Im Allgemeinen ist die Ver-
bindungsstruktur Algorithmus-abhangig. Jeder dieser Rechnerknoten verfiigt eventuell Uber
einen eigenen lokalen Arbeitsspeicher. Meist besteht eine Zugriffsmoglichkeit auf einen ge-
meinsamen globalen Speicher. Der Befehlssatz eines Rechnerknotens umfasst einfache und
damit sehr schnell ausfiihrbare arithmetische und logische Operationen und E/A-Operationen
zu verbundenen Rechnerknoten. Jede CPU wird mit demselben Programm geladen oder das
gesamte Rechnernetz wird durch ein globales Kontrollprogramm gesteuert, so dass in jedem
Rechnerknoten zu jedem Zeitpunkt Teile eines gemeinsamen globalen Programms lauft. Ge-
genseitige Synchronisation vermittelt den Eindruck, dass alle Rechner global getaktet an ei-
nen gemeinsamen ,parallelen” Algorithmus arbeiten; die Parallelitat bezieht sich dabei auf
unterschiedliche Datenstrome innerhalb des Gesamtalgorithmus.
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Rechnerknoton

Systemdienste:

- Massenspeicher und Dateisystem
- Systembibliotheken
- Anwendungsspezifische Bibliotheken

i

Netzwerkkonfigurationseinheit

konfigurierbare
Netzwerktopologie

Netzwerkkonfigurationseinheit

‘ Schnittstelle zu Workstations, PCs usw.

Abbildung 8.1-1: Parallele Hardwarestruktur

Die theoretische Grundlage eines parallelen Algorithmus bietet in Erweiterung der Random
Access Maschine (RAM) das Modell der Parallelen Random Access Maschine (PRAM):
Parallel arbeitende RAM-Module greifen auf einen gemeinsamen Speicher zu. Dabei ist die
Definition unterschiedlicher Typen von Restriktionen bezlglich des gleichzeitigen Zugriffs
auf dieselben Speicherzellen durch unterschiedliche RAM-Module erforderlich ([CHA]), die
beim Entwurf paralleler Algorithmen zu beachten sind. Eine Auswahl dieser Restriktionen ist:

e zwei unterschiedliche RAM-Module dirfen nicht gleichzeitig auf dieselbe Speicherzelle
zugreifen (exclusive read exclusive write PRAM, EREW PRAM)

e zwei unterschiedliche RAM-Module dirfen gleichzeitig lesend, aber nicht schreibend auf
dieselbe Speicherzelle zugreifen (concurrent read exclusive write PRAM, CREW
PRAM)
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e zwei unterschiedliche RAM-Module dirfen gleichzeitig lesend und schreibend auf die-
selbe Speicherzelle zugreifen (concurrent read concurrent write PRAM, CRCW
PRAM); Konflikte beim simultanen Schreiben werden nach definierten Regeln gelost,
z.B. werden RAM-Modulen Prioritaten zugeordnet, und das RAM-Modul mit der hochs-
ten Prioritat schreibt seinen Wert in die Speicherzelle, oder simultanes Schreiben ist nur
erlaubt, wenn alle RAM-Module denselben Wert in die Speicherzelle schreiben wollen.

In jedem Fall hat der Typ der Restriktionen Einfluss auf die zeitliche Komplexitat des paralle-
len Algorithmus.

Weitere mogliche Probleme und Konflikte entstehen bei der Aufteilung des Gesamtalgorith-
mus in Teilaufgaben bzw. der Entwicklung neuer speziell angepasster paralleler Algorithmen.
Problematisch sind weiterhin die Definition einer flr alle oder zumindest fur sehr viele Prob-
lemklassen giltigen Kommunikationsstruktur (Losungsanséatze sind beispielsweise Shuffle-
Exchange-Netze, mehrdimensionale Gitter, Hypercube-Struktur), die Synchronisation der
Teilabldufe und des Gesamtalgorithmus, die Entwicklung geeigneter Betriebssysteme, die ei-
ne Aufteilung des Algorithmus auf die einzelnen Rechnerknoten eventuell selbstandig vor-
nehmen, die Skalierbarkeit (die Frage, ob eine Performanceverbesserung durch VergroRerung
der Parallelitét erzielt wird) usw. Ein mdglicher Realisierungsansatz besteht darin, dem Rech-
nernetz eine Netzwerkkonfigurationseinheit vorzuschalten, die in einer Initialisierungsphase
das Rechnernetz zu einer den jeweiligen Algorithmen angemessenen Topologie zusammen-
schalten kann. Die Netzwerkkonfigurationseinheit ermdglicht auch den Zugriff fir alle Rech-
nerknoten auf allgemeine Systemdienste und —prozeduren und auf umfangreiche Massenspei-
cher.

Essei T,(n, p) der Zeitaufwand, gemessen in parallelen Schritten (Takten), die ein paralleler

Algorithmus A zur Lésung eines Problems mit ProblemgrolRe n bendtigt, wenn p parallel ar-
beitende Prozessoren eingesetzt werden. Die Kosten des Algorithmus sind in diesem Fall de-
finiert durch

Ca(n,p)=p-To(n,p).

Es ist leicht einzusehen, dass ein paralleler Algorithmus, der p Prozessoren einsetzt und einen
(parallelen) Zeitaufwand der Ordnung O(TA(n, p)) hat, durch einen sequentiellen Algorith-
mus mit Zeitkomplexitat der Ordnung O(p-TA(n, p)) simuliert werden kann, indem jeder pa-

rallele Schritt der einzelnen p Prozessoren nacheinander durch p sequentielle Schritte nachge-
bildet wird. Daher sind die oben definierten Kosten eines parallelen Algorithmus ein guter
MaRstab fur den Vergleich des Verfahrens mit einem sequentiell ablaufenden Algorithmus.

Ein weiterer Malistab zur Beurteilung eines parallelen Algorithmus A ist sein Speedup, der
durch
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S, (N, p) = Zeitaufwand des schnellsten seriellen Algorithmus zur Lésung des Problems
A\ -
Ta(n,p)

definiert wird.

Zur Beurteilung der Auslastung der Prozessoren in einem parallelen Algorithmus A wird die
Effizienz herangezogen, die durch

S,(n,p) _ Zeitaufwand des schnellsten seriellen Algorithmus zur Losung des Problems
Ca(n, p)

En(n,p) =

definiert ist. Es gilt 0<E,(n, p) <1, und ein hoher Wert bedeutet, dass die Kosten des paral-

lelen Algorithmus dicht beim optimalen Aufwand eines sequentiellen Algorithmus zur L6-
sung des Problems liegen.

Der Algorithmus A bendtige n,.. elementare Operationen, die mit einer genligend grofien

elem

Anzahl an Prozessoren in T, parallelen Schritten ausgefihrt werden. Fir i=1,..., T, bezeich-

ne n die in Schritt i insgesamt parallel ausgefuihrten elementaren Operationen. Dann ist

elem, i

TA
Nejern = Zne,em,i . Damit der Algorithmus wirklich in T, vielen parallelen Schritten ausgefhrt
i=1

werden kann, missen max{n 1, ...,TA} viele parallele Prozessoren zur Verfugung ste-

elem,i | I =
hen. Angenommen, in jedem Schritt kénnen nur p Prozessoren parallel eingesetzt werden.
Dann lassen sich die n elementaren Operationen in Schritt i mit den p Prozessoren in

elem, i

(ne'em%1 parallelen Schritten ausfuhren. Der so gednderte Algorithmus B bendtigt eine pa-

rallele Rechenzeit T, (mit p Prozessoren) der Grof3e

Ta

TA
Z]_nelem’i/pk > (Nyems / P+1)< [Ny /P |+ T4 Aus dieser Uberlegung ergibt sich die fol-

i1 i=1
gende als Satz von Brent6 bekannte Aussage:

Jeder parallele Algorithmus mit (paralleler) Zeitkomplexitat der Ordnung O(T), der ins-
gesamt eine Anzahl elementarer Operationen der Ordnung O(ne,em) ausfihrt, kann mit p pa-
rallel arbeitenden Prozessoren mit einer Zeitkomplexitat der Ordnung O(n,,.,,/p+T) imple-
mentiert werden.

16 Brent, R.P.: The parallel evaluation of general arithmetic expressions, J.ACM 21, 201-206, 1974.



8.1 Parallele Algorithmen 341

Wenn man die Anzahl der parallel arbeitenden Prozessoren verringert, wird sich eventuell die
Rechenzeit vergroRern. Erfolgt die Verringerung der Prozessoranzahl ,,kontrolliert”, dann
bleibt das Produkt aus Rechenzeit und Prozessorzahl konstant.

Werden zunachst P viele Prozessoren parallel verwendet und benotigen diese O(T) viele
Schritte, dann werden insgesamt O(P~T) viele elementare Operationen ausgefihrt. Verrin-
gert man die Anzahl der Prozessoren auf ]_P/ p1 mit 1< p <P, so kann man den Algorithmus
mit einer parallelen Schrittzahl der Ordnung O(P-T/[P/p|+T), also der Ordnung O(p-T)
ausfihren:

Jeder parallele Algorithmus mit (paralleler) Zeitkomplexitat der Ordnung O(T ), mit P Pro-
zessoren kann mit ]_P/ p—\ fur 1< p<P mit einer (parallelen) Zeitkomplexitat der Ordnung

O(p-T) implementiert werden.

Der beschriebene Sachverhalt wird an zwei Aufgabenstellungen, die Teil einiger Algorithmen
sind, die in den folgenden Unterkapiteln behandelt werden. Dort wird ein Verfahren
broadcast(x) eingesetzt, das es im EREW-PRAM-Modell erlaubt, einen Wert x an q pa-
rallel arbeitende Prozessoren P, firi =1, ..., q zu verteilen, wobei die Prozessoren auf ein
global verfugbares Feld M mit q Eintrdgen als Zwischenspeicher zugreifen kénnen. Der
Wert x wird im lokalen Speicherbereich jedes Prozessors abgelegt. Die PROCEDURE
broadcast(x)verlauft in mehreren Iterationsstufen:

PROCEDURE broadcast(x);
VAR j : INTEGER;

BEGIN { broadcast }
P, kopiert x in seinen lokalen Speicher und in M1];
FOR j := 0 TO [log,(q)]-1 DO
BEGIN { j-te Iteration }
die Prozessoren P mit i=2'+1, ..., min{2‘”, q } fuhren parallel aus:

P, kopiert Mi—21] in seinen lokalen Speicher und in M[i]

END { j-te lteration };
END { broadcast };

Der Ablauf des Verfahrens wird exemplarisch in Abbildung 8.1-2 fiir =10 gezeigt. Nach
jeder lteration werden dabei diejenigen Komponenten in M aufgefihrt, in denen der Wert x
bereits abgelegt wurde. Ein Pfeil in Richtung auf eine Prozessorbezeichnung ist ein Lesezu-
griff; ein Pfeil weg von der Prozessorbezeichnung bedeutet einen Schreibzugriff.
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X M 1]
|—> P 4 aktiver Prozessor

120 mp] mp]
I—'PZ—+ aktiver Prozessor

=1 m[] m[2] M[3] M[4]
|—>NP4J aktive Prozessoren

372 M) m2] mfg] M4 m[s] Ml m[7] mig]
I—W(\’Pa/ fvf Ps_+

5 /

aktive Prozessoren

1=3

M[] M[2] M[3] M[4] M[5] M[6] M[7] M[8] M[9] M[i0]

L >R P aktive Prozessoren

Abbildung 8.1-2: PROCEDURE broadcast(x)

Offensichtlich werden O(log(q)) viele parallele Schritte ausgefiihrt. Die Kosten haben eine
GroRenordnung von O(q-log(q)). Daher ist das Verfahren nicht optimal, da man den Wert x
sequentiell in einer Laufzeit O(q) verteilen kann. Betrachtet man in broadcast die Ko-
pieroperationen als elementare Operationen, so werden insgesamt q elementare Operationen

(davon in der j-ten lteration maximal 2') ausgefihrt. Mit dem Satz von Brent erhalt man
durch Reduktion der verwendeten Prozessoranzahl auf p=[q/log,(q)] ein paralleles Verfah-

q
a/log(q)

ren mit einer Anzahl an Schritten von der Ordnung O{ + Iog(q)j, also von der Ord-

nung O(log(q)), und Kosten von der Ordnung O(q).

Ein weiteres paralleles ,,Hilfs*-Verfahren ist das Auffinden eines Minimums oder Maxi-
mums in einer Menge von Werten, die einer Ordnungsrelation genigen. Auch hier soll das
restriktivste Modell, namlich das EREW-PRAM-Modell, zugrunde gelegt werden. Der Ein-
fachheit halber werden INTEGER-Werte betrachtet, die in einem global zugreifbaren Feld M
mit n Eintrdgen liegen. Die folgende Funktion (in Pseudocode) findet den minimalen Wert in
M. Die Maximumsuche erfolgt auf ahnliche Weise.

Um das Feld M nicht zu Uberschreiben, wird er zunéchst in einem parallelen Schritt von n
Prozessoren P, furi=1, ..., nineinen global zugreifbaren Datenbereich
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VAR h : ARRAY [1..n] OF INTEGER;
kopiert.

FUNCTION Find_minimum (M) : INTEGER;
VAR j : INTEGER;

BEGIN { find_minimum }
jeder Prozessor P, furi=1, .., nflhrth[i] := M[i] aus;
FOR j = 0 TO [log,(n)]-1 DO
BEGIN { (Jj-te Iteration }

) _1_9i
die Prozessoren P mit i =1+ 2" -k fiir k:O,..{nzjl.—ﬂ2

Jﬁjhren parallel aus:
IF h[i] > h[i+2'] THEN h[i] := h[i+2'];
END  { (J-te Ilteration };
find_minimum := h[1];
END { find_miniumum };

In der j-ten Iteration legt der Prozessor P mit i=1+2/".k das Minimum von h[i] und

2]+1

. . 4 . —1-21
h[i+2']inh[i] ab. Daher muss i+ 2’ :(1+ 2“1-k)+ 2! <n gelten, also k s{gJ

Abbildung 8.1-3 zeigt das Verfahren fir n=18. Dabei wird angenommen, dass das Feld M
bereits in das Feld h Ubertragen worden ist. Die Bezeichnung h; steht fir h[i], M; steht flr
MIi].
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hl h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8 h9 th hll h12 h13 h13 h15 hlG h17 h18

aktive Prozessoren P, mit i =1+2-k fiir k :0,...,[18_1_1 =8, d.h.

i=0 I:)1 P3 Ps I:)7 P9 P11 P13 P15 P17
h[i]1 := min{ h[i], h[i+1]1}
hl = mln{ My, Mz} h5 = mln{ M, MG} hg = mln{ My, Mlg} h13 = mln{ My, M14} hl7 =

hs =min{ M3, Mg} | hy; =min{ Mz, Mg} | hys =min{ My, M} | hys = min{ M, Mg} | Min{My7,My}

aktive Prozessoren P mit i=1+4-k fir k:O,...,{¥J:3, d.h.

J=1 Pl Ps P9 Pla
h[il := min{ h[il, h[i+2]}
h,; = hs = hg = hiz =

min{M;,M;,M3,M,} min{Ms,Ms,M7,Mg} min{Mg,M10,M;1,M1,} min{Mj3,M14,M15,M16}

aktive Prozessoren P mit i=1+8-k fur k =0,...,[¥J:1, d.h.

=2 Pl Pg
h[i] := min{h[i], h[i+4]}
hy = min{M,M3,M3,M4,Ms,Mg,M7,Mg} ‘ hg = min{Mg,M10,M11,M12,M13,M14,M15,M36}

aktive Prozessoren P mit i=1+16-k fur kzO,...,L%JzO, d.h.

j=3 | R
h[i] := min{ h[i], h[i+8]}

hy = min{My,Mz,M3,My,Ms,M¢,M7,Mg,Mg,M10,M11,M12,M13,M14,M15,M16} | ‘

aktive Prozessoren P mit i=1+32-k fur k =0,...,{18_3#J:0, d.h.

j=4 | R
h[i] = min{ h[i], h[i+16]}

hy = min{M;,M;,M3,M4,Ms,Mg,M7,Mg,Mg,M10,M11,M12,M13,M14,M15,M16,M17,M1g}

Abbildung 8.1-3: PROCEDURE find_minimum(M)

Die Anzahl paralleler Schritte von Find_minimum ist von der Ordnung O(log(n)), und die
Kosten sind von der Ordnung O(n-log(n)). Daher ist das Verfahren nicht optimal, da das Mi-
nimum von n Elementen sequentiell mit héchstens O(n) vielen Schritten gefunden werden
kann.

Eine Verbesserung kann man wie folgt erzielen: Das n-elementige Feld M wird in [n/log,(n)]
disjunkte Teilfelder jeweils mit Lange Llogz(n)J zerlegt (eines der Teilfelder enthalt eventuell

weniger Elemente). Es werden [n/log,(n)] viele Prozessoren eingesetzt. Jeweils ein Prozes-
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sor findet sequentiell das Minimum in einem der Teilfelder. Dabei werden also in O(log(n))
vielen parallelen Schritten [n/log,(n)] viele Minima gefunden. AnschlieBend wird das Mini-
mum dieser Werte mit obiger Prozedur find_minimum bestimmt; die Anzahl der parallelen
Schritte hierfir ist von der Ordnung O(log(n/log(n)))=0(log(n)-log(log(n))). Die gesamte
parallele Laufzeit bleibt also von der Ordnung O(log(n)), die Kosten verringern sich auf einen
Wert der Ordnung O(n).

In den folgenden Unterkapiteln werden Beispiele fur Verfahren beschrieben, die auf spezielle
massiv parallele Rechnerarchitekturen zugeschnitten sind. Die Beispiele behandeln klassische
Basisprobleme, ndmlich Sortier- und Mischverfahren und arithmetische Basisalgorithmen zu
Matrixoperationen, sowie parallelisierte VVersionen zu einigen Problemstellungen, die im Ka-
pitel 7 vorgestellt wurden. Offensichtlich ist bei allen parallelen Verfahren die Komplexitat
der Umsetzung des angegebenen Pseudocodes in lauffahige Programme, d.h. die konkrete
Implementierung.

8.1.1  Paralleles Sortieren

Das erste Beispiel beschreibt ein parallel ablaufendes Verfahren fur das Sortierproblem.

Abbildung 8.1.1-1 zeigt das Prinzip eines Sortiernetzes zur parallelen Sortierung von
n=2-m unsortierten Elemente a,,...,a,. Die durch einen Primarschlusselwert in jedem Ele-

ment definierte Ordnungsrelation ist auf die Elemente selbst tbertragbar, so dass jeweils zwei
Elemente vergleichbar sind, geschrieben a; <a; bzw. a; <a; (vgl. Kapitel 6.1). Das Prinzip

ist dem Divide-and-Conquer-Ansatz entlehnt. Zur Vereinfachung der Darstellung wird n = 2*
angenommen.
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x[1] — =1 —e[1]
€
5 =
5 SORT(m) S
1z
2 <
> -%
=
x[m]—g- Sortiernetz fir m Zahlen ot ——&=e[m]
OEM(2m) 2
[*]
»
Y[ — e ——=e[m+1]

SORT(m)

unsortiert
flr sich sortiert

y[ml——r Sortiernetz fiir m Zahlen =1 Mischphase fir 2m Zahlen —>e[2m]

SORT(2m)
Sortiernetz flr 2m Zahlen

Zeit

Abbildung 8.1.1-1: Sortiernetz

Die erste Halfte der Eingabe a,,...,a,, wird in Abbildung 8.1.1-1 mit x[1], ..., X[m] bezeich-
net, die zweite Halfte a, ,,,,...,a, mit y[1], ..., y[m]. Der zeitliche Ablauf ist von links nach

rechts gedacht. Alle Eingabewerte x[1], ..., X[m] und y[1], ..., y[m] werden in einem einzigen
»parallelen” Schritt in das Sortiernetz eingegeben, wobei x[1], ..., X[m] in das obere Teilnetz
SORT(m) einfliel3en, y[1], ..., y[m] in das untere Teilnetz SORT(m). Beide mit SORT(m) be-
zeichneten Teilnetze arbeiten jetzt zeitlich parallel zueinander und erzeugen nach einer gewis-
sen Zeit gleichzeitig zwei sortierte Teilfolgen jeweils der Lange m = n/2. Die erste dieser fur
sich sortierten Teilfolgen wird mit u[1], ..., u[m] bezeichnet, die zweite Teilfolge mit v[1], ...,
v[m]. Beide Teilfolgen werden nun einer mit OEM(Z-m) bezeichneten Mischphase (OEM
steht fur Odd-Even-Merge) unterzogen, die aus den beiden jeweils fur sich sortierten Folgen
der Langen m eine insgesamt sortierte Folge der Ladnge 2-m=n produziert. Diese besteht aus
der ,,zusammengemischten* Folge beider Eingabefolgen. Sie wird jetzt mit e[1], ..., e[n] be-
zeichnet und ist die sortierte Umordnung von a,, ..., a, .

Der Ablauf der Mischphase OEM(2-m) ist in Abbildung 8.1.1-2 dargestellt. Die Teilfolgen
der Elemente mit ungeradem Index aus u[1], ..., u[m] und v[1], ..., v[m] (das sind die Elemente
u[1], u[3], ..., u[m = 1] und v[1], V[3], ..., vV[m — 1]) werden einer Mischphase OEM(m) unter-
zogen und parallel dazu die Teilfolgen der Elemente mit geradem Index aus u[1], ..., u[m] und
v[1], ..., v[m] (das sind die Elemente u[2], u[4], ..., u[m] und v[2], v[4], ..., v[m]). Die Ergeb-
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nisse sind zwei Folgen c[1], ..., c[m] bzw. d[1], ..., d[m] jeweils mit Lange m, die aus den nun
in der korrekten numerischen Reihenfolge zusammengemischten Elementen aus u[1], ..., u[m]
und v[1], ..., v[m] mit ungeradem bzw. geradem Index bestehen. Jeweils zwei dieser Ausga-
bewerte aus beiden Mischphasen OEM(m) werden nun noch einmal in einem parallelen

Schritt gréRenmaRig verglichen, so dass OEM(2-m)

ef1] =cf],

e[2-i]  =min{c[i+1] d[i]},

e[2-i+1] =max{c[i+1]d[i]} furi=1,..,m-1,
e2-m] =d[m]

ausgibt. In Anschluss an Abbildung 8.1.1-3 wird gezeigt, dass in der Tat die Folge e[1], ...,
e[2-m] aufsteigend sortiert ist.

Offensichtlich lasst sich die Mischphase OEM(2-m) durch zwei zeitlich parallel arbeitende
Mischphasen OEM(m) mit derselben Struktur und zusétzlichen Parallelschaltungen eines ein-

fachen Grundbausteins aufbauen (Abbildung 8.1.1-2). Dieser Grundbaustein wird als L/H-
Element (lower/higher) bezeichnet und kann als ein eigenstandiger speicherloser Prozessor
angesehen werden, der zeitlich getaktet arbeitet und zwei Inputleitungen 11 und 12 besitzt. In
einem Zeittakt (Schritt) werden auf die mit L bzw. H bezeichneten Leitungen gleichzeitig die
Werte L=min{I1,12} bzw. H=max{I1,12} ausgegeben, sobald beide Inputs anliegen.
Nach diesem Zeittakt sind die Inputs nicht mehr verfugbar (sie werden ,,konsumiert®). Falls
noch nicht beide Inputs verfligbar sind, wartet der Grundbaustein fir einen Zeittakt.

Insgesamt besteht ein OEM(2-m) aus L/H-Elementen und OEM(m)'s, die wiederum aus
Kleineren OEM's und L/H-Elementen aufgebaut sind. Da ein OEM(2) selbst ein einzelnes
L/H-Element ist, setzt sich der gesamte Algorithmus OEM(2-m) aus L/H-Elementen zu-
sammen. Insgesamt kann das Sortiernetz SORT(2-m) aus L/H-Elementen (fir OEM(2-m))

und Kleineren Sortiernetzen zusammengesetzt werden, also insgesamt aus L/H-Elementen
(SORT(2) ist ein einziges L/H-Element).
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ufll——m= — e[1] = min{u[1], v[1]}
OEM(2)
V[1]— — e[2] = max{u[1], v[1]}
1 —— L—= min{l1, 12}
L/H-Element
[2 ——& H— max{l1, 12}

Grundbaustein

] — g oum bl L c[1]
2] — ,:é u] e —&= c[2]
a3 —= Eg usl = —& c[3] -
a4 —= 5g | ' —=c4] - |
8) : :
S u[m-1]-&>
& V1] e
=< Vv[3] =
EE vi5] >
Am-11—== 5 ?§ ' ! :
a[m] — g 2 vm-]- [OEM(m) |- c[m]-+--{--
1) : : :
DE P :
] o ul2] —w | —= d[1] ——
q2] —= Eg ué] = &> d[2]
[ —= ?§ u[e] o= = d[3] -
4] —> g :
L ulm] B
_S vz =
Eg V4] e
2§ viel =
J[m-1]—> g, |
qm] = vim] —e| {OEM(m)
OEM(2m)

Abbildung 8.1.1-2: Odd-Even-Merge (OEM)

Zur lllustration zeigt Abbildung 8.1.1-3 ein Sortiernetz fur n = 8 Zahlen. Jedes L/H-Element
wird nur aktiv, wenn beide Eingédnge mit Werten belegt sind. Man sieht, dass in einem Zeit-
takt (in einem parallelen Schritt) immer die bereinanderstehenden L/H-Elemente arbeiten.
Damit alle 8 Zahlen schliellich sortiert auf der rechten Seite zur Verfuigung stehen, sind 6 pa-
rallele Schritte erforderlich, ndmlich 3 Zeittakte der beiden parallel zueinander arbeitenden
SORT(4) und anschlielend 3 parallele Schritte des Teilalgorithmus OEM(8).
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OEM(4)
OEM(®)

L = min(x, y)
H B max(x, y)

L/H-Element

SORT(8)

OEM(4)

SORT(4)

I
H
SORT(2)
I
SORT(2)
)

H

SORT(2)
S
H

SORT(2)

Abbildung 8.1.1-3: Sortiernetz (Beispiel)

Die Korrektheit des gesamten Verfahrens lasst sich durch den Nachweis der Korrektheit der
Mischphase OEM(Z'm) zeigen. Es kann dabei angenommen werden, dass n=2-m eine

Zweierpotenz ist; insbesondere ist dann die Zahl m gerade.
Fur kleine Werte von 2-m gelingt dieser Nachweis direkt:

Die Mischphase fur 2-m =4 zeigt Abbildung 8.1.1-4.
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Abbildung 8.1.1-4: OEM(4)

Hier lasst sich durch Uberpriifung aller moglichen Anordnungen der Werte u[1], u[2], v[1]
und v[2], wobei u[1] <u[2]und V[1] < V[2] gilt, die Korrektheit nachweisen:

Anordnung c[1] | c[2] | d[a] | d[2] | e[l | e[2] | e[3] | e[4]

ufl] <uf2]<Vv[l]<v[2] | u[l] Vv[1] uf2] | v[2] uf1] u[2] v[1] v[2]

ufl] <v[]<u[2]<Vv[2] | u[l] Vv[1] uf2] | v[2] uf1] v[1] uf2] | v[2]

VL] <u[l] <u[2] <Vv[2] | V[1] uf1] u[2] v[2] Vv[1] u[1] u[2] v[2]

ufl] <v[a]<v[2]<u[2] | u[1] v[1] v[2] u[2] u[1] v[1] v[2] u[2]

V[ <u[l] <v[2]<u[2] | V[1] uf1] v[2] u[2] Vv[1] u[1] v[2] u[2]

VI <Vv[2]<u[l]<u[2] | V[1] uf[1] v[2] u[2] Vv[1] v[2] u[1] u[2]

Fur groRere Werte von 2-m argumentiert man wie folgt.

Die jeweils aufsteigend sortierten Inputs [u[1], ..., u[m]] und [v[1],...,v[m]] werden in Teillis-
ten gemaR des Indexes der Elemente zerlegt:

uungerade = [U[l], U[3], ] U[m _1]]’ ugerade = [U[Z],U[4], e U[m]],
Vungerade = [V[l]! V[3]1 S V[m _1]]7 Vgerade = [V[Z],V[4], e V[m]] '

In Abbildung 8.1.1-2 kann man annehmen, dass die beiden kleineren Mischphasen OEM(m)
jeweils korrekt arbeiten, d.h. dass die Folgen [c[1],...,c[m]] und [d[1],...,d[m]] jeweils auf-

steigend sortiert sind. Die Folge [c[l], c[m]] besteht aus den Werten der Teillisten u

ungerade

und v die Folge [d[1], ..., d[m]] besteht aus den Werten der Teillisten u und v

ungerade ? gerade gerade *

Zu zeigen bleibt, dass der letzte Mischtakt zum korrekten Ergebnis der aufsteigend sortierten
Werte der Eingabe u[1], ..., u[m] und v[1], ..., v[m] fihrt.
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In der als aufsteigend sortiert betrachteten Gesamtfolge der Eingabe [u[l],...,u[m]] und
V1], ..., v[m]] bezeichne a[j] das j-te Element (j =1, ..., 2-m).

Offensichtlich ist a[L]=min{u[1] v[] } und a[2-m]=max{u[m] v[m]}. Also erzeugt
OEM(2 . m) korrekt das kleinste und grofite Element der gesamten Eingabefolge.

Es sei i ein fester Index mit 1<i<m-1.

Man betrachte die Elemente (Werte) c[1], c[2], ..., c[i], c[i + 1]. Das Element c[i + 1] ist gro-
Ber oder gleich a fur mindestens i+1 Elemente a aus den Teillisten U, o0 UND Vygerage -
Weiterhin gibt es zu jedem dieser Elemente a (auBer flr u[1] und v[1]) ein Element mit gera-
dem Index, das kleiner oder gleich a ist. Daher ist c[i + 1] groRer oder gleich b fiir mindestens
i+1-2=1i-1 Elemente b mit geradem Index, d.h. aus den Teillisten u und v Ins-

gerade gerade *

gesamt ist c[i+1]>c fur mindestens i+1+i-1=2-i Elemente ¢ aus der Eingabe
[u[1],...,u[m]] und [v[1], ..., v[m]], also

cli+1]>af2-i].

Entsprechend zeigt man, dass mindestens 2-i viele Elemente der Eingabe [u[l], u[m]] und
[V[1], ..., v[m]] Kleiner oder gleich d[i] sind, d.h.

d[i]>a[2-i].

Das (2-i+1)-te Element a[2-i+1] in der als aufsteigend sortiert betrachteten Gesamtfolge
der Eingabe [u[1],...,u[m]] und [v[1],..., v[m]] ist gréRer oder gleich a fiir mindestens 2-i+1
viele Elemente a aus [u[1],...,u[m]] und [v[1],...,v[m]]. Aus der Teileingabe [u[1],...,u[m]]
seien dieses t viele, aus der Teileingabe [v[l],...,v[m]] seien es s viele. Da die Zahl

t+s=2-1+1 ungerade ist, ist einer der Zahlen t oder s ungerade und die andere gerade. Es
sei etwa t ungerade und s gerade: t=2-k+1 und s=2-1 mit entsprechenden Zahlen k und |.
Da die Teileingaben [u[1],..., u[m]] bzw. [v[1],..., v[m]] jeweils aufsteigend sortiert sind, gilt:

ufll<af2-i+1], u[2]<a2-i+1], u[d]<a[2-i+1], u[dl<al2-i+1], ..,u[2-k+1]<a[2-i+1]
und
vil<al2-i+1], v[2]<a[2-i+1], v[3]<a[2-i+1], v[4]<a[2-i+1], .., v[2]<a[2-i+1]

und insbesondere auf die ungeraden Indizes beschréankt (Teillisten u und v,

ungerade ungerade )

ufll<al2-i+1], u[dl<al2-i+1],.., u[2-k+1<a[2-i+1],
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vill<a[2-i+1], v[38]<a[2-i+1], .., v[2-1-1]<a[2-i+1]

bzw. auf die geraden Indizes beschrankt (Teillisten u und v

gerade gerade )

u[2]<af2-i+1], u[4]<af2-i+1], .., u[2-k]<a[2-i+1],
vi2l<al2-i+1], v[4]<a[2-i+1], .., v[2-1]<a[2-i+1].

Aus den Teillisten u und v sind also k+1+1 Elemente kleiner oder gleich

ungerade ungerade

a[2-i+1], aus den Teillisten u_,,. und v ... sindes k+1 viele.

gerade gerade

Nach Konstruktion ist 2-k +1=t und 2-1=s, also 2-(k+1)+1=t+s=2-i+1 und damit
i =k +1. Das bedeutet:

Aus den Teillisten u und v sind i+1 viele Elemente kleiner oder gleich

ungerade ungerade

a[2-i+1]; aus den Teillisten u und v

a[2-i+1]. Daher ist

sind i viele Elemente kleiner oder gleich

gerade gerade

cli+1]<al2-i+1]
und
dli]<al2-i+1].

Insgesamt ergibt sich
a[2-i]<cfi+1]<al2-i+1] und a[2-i]<d[i]<a[2-i+1].

Daher ist min{c[i +1]d[i] }=a[2-i] und max{c[i +1] d[i] }=a[2-i+1], und der letzte Misch-
takt erzeugt fur 1 <i <m-1 die korrekten Werte.

Der Wert e[l]=c[l] ist das kleinste Element aus den Teillisten u und v

ungerade ungerade ?

e[2-m]=d[m] das groRte Element aus den Teillisten u_,.,, und v

gerade gerade *

Die Anzahl T, (n, p) paralleler Schritte, die die Mischphase OEM(n) bei Eingabe von zwei

jeweils fur sich sortierter Folgen der Lange n/2 mit p L/H-Elementen benétigt (die GroRe p
wird weiter unten berechnet) ist

T (np)= 1 firn=2
oem {1 P) = Toen (0/2,p)+1 firn>2
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Mit der in Kapitel 4.4 hergeleiteten Formel folgt T, (n, p) <log,(n)+1, d.h.

Toem(N, P) € O(Iog(n)).

Bezeichnet T, .sorr (N, p) den parallelen Zeitaufwand zur Sortierung von n Zahlen mit dem

beschriebenen Verfahren, so ist

1 firn=2

T P) < 0 '
parsorr (1, P) {TparSORT(n/Z,p)+|ogz(n)+1 firn>2

Ahnlich wie in Kapitel 4.4 (die dort hergeleitete Formel ist nicht direkt anwendbar, da
f(n) =log, (n) nicht mindestens linear wachst) ergibt sich

11 _
Toarsorer (N, P) ngarSORT(%, , p)+| +1-log,(n) - log, (2') fur 1=1,....k
i=0

und damit (unter Beachtung von To.,, (1, p) =0 und n=2, d.h. k =log,(n))

(k-1)

¢
TparSORT (n’ p) <k+k- Iogz (n) - 2 y also

TparSORT (n, p) € O((|Og(n))2 )

Gegeniber der sequentiellen Sortierung ergibt sich bei der hier beschriebenen parallelen Sor-
tierung ein Zeitgewinn, jedoch werden viele L/H-Elemente, d.h. Prozessorelemente, benétigt.
Um die Anzahl p = p,,sorr () der eingesetzten Prozessoren zur parallelen Sortierung von n

Elementen abzuschdtzen, wird zunédchst die Anzahl p.g,(n) der bendtigten L/H-Elemente
fur die Mischphase OEM(n) berechnet:

1 firn=2
2 Poem(N/2)+n/2-1 fiilrn>2"

Poem (n) ={
Mit der in Kapitel 4.4 hergeleiteten Formel folgt pog,, (N) eO(n . Iog(n)).

Fur die Anzahl von L/H-Elementen p,,sorr(N) im Sortierverfahren gilt:

firn=2
pparSORT(n) - 2. pparSORT(n/Z) +O(n . |Og(n)) firn>2"
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Daraus folgt (vgl. Kapitel 4.4) p,,.sorr(N) € O(n -(Iog(n))z).

Daher Sind dle Kosten Cpau'SORT (n’ pparSORT (n)) = pparSORT(n)'TparSORT(n’ pparSORT(n)) von der

Ordnung O(n -(Iog(n))“), d.h. von einer weit von der optimalen GréRenordnung O(n -log(n))

entfernten GroRenordnung. Offensichtlich enthélt das Sortiernetz ja auch sehr viele zu jedem
Zeitpunkt inaktive L/H-Elemente. Diese Tatsache zeigt sich auch in der Effizienz (vgl. 8.1)

L Condogn) ¢ 1
EA(n'p)~c2-n-(log(n))4 c, (log(n))’

des Verfahrens, die fur grof3e n beliebig klein wird.

Die effektiven Kosten des Verfahrens ist die Summe aller durchgefiihrten Schritte der akti-
ven Prozessorelemente. Diejenigen Prozessorelemente, die in einem parallelen Schritt gerade
inaktiv sind, tragen nichts zu den effektiven Kosten bei. Offensichtlich ist die Anzahl aktiver
Prozessorelemente in jedem parallelen Schritt von der Ordnung O(n), so dass die effektiven
Kosten von der Ordnung O(n-(log(n))z) sind, also immer noch um den Faktor log(n) von der
optimalen GréRRenordnung entfernt.

Ein paralleler Sortieralgorithmus, der den optimalen Kostenwert erreicht, jedoch nicht die
Ubersichtlichkeit des oben beschriebenen Verfahrens aufweist, soll hier kurz skizziert wer-
den.

Das folgende Verfahren lasst sich im CREW-PRAM-Modell implementieren. Die einzelnen
RAM-Module sind hierbei Prozessoren mit lokalen Speichern und Zugriffsmoglichkeit auf
einen globalen Speicherbereich, der die zu sortierenden Zahlen enthalt.

Es wird angenommen, dass die zundchst unsortierten Zahlen a,,...,a, bereits im globalen

Speicher zur Verflgung stehen und dass der Algorithmus p <n viele Prozessoren P, ..., P,

nutzen kann. Zur Vereinfachung der Darstellung wird p =2' angenommen. Die Eingabefolge
wird in p Teillisten A[1], ..., A[p] eingeteilt, die jeweils |n/p | bzw. [n/p] viele Elemente
enthalten (ist j=(nmod p), dann werden j Teillisten mit [n/p | Elementen und p— j viele
Teillisten mit |n/p| gebildet). Jeder Prozessor P, (mit i = 1, ..., p) sortiert sequentiell die
Teilliste A[i], etwa mit dem Heapsort. Das Ergebnis ist jeweils eine sortierte Teilliste mit
|n/p] bzw. [n/p] vielen Elementen. Jeweils zwei der p Teillisten werden mit einem paralle-

len Misch-Algorithmus zusammengemischt, wobei hierzu jeweils zwei Prozessoren parallel
eingesetzt werden konnen. Dadurch sind alle Prozessoren beschéaftigt. Das Ergebnis sind p/2
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viele fiir sich sortierte Listen mit jeweils héchstens 2-[n/p| vielen Elementen. In der néchs-

ten Phase werden jeweils zwei dieser Listen von vier parallel einsetzbaren Prozessoren zu-
sammengemischt usw. bis nur noch eine dann sortierte Liste ubrig bleibt. Abbildung 8.1.1-5
fasst die VVorgehensweise zusammen.

28
<®
G /‘@“‘

T % ****** o paralleles Mlschen T é """" s

sortierte Liste

Abbildung 8.1.1-5: Verbessertes paralleles Sortierverfahren

In der i-ten Mischphase mischen jeweils 2' Prozessoren zwei Listen mit jeweils maximal
2‘*1-|_n/ p—| Elementen zusammen. Insgesamt werden log, (p) viele Mischphasen ausgefiihrt.

In jeder Mischphase ist der Quotient aus der Anzahl zu mischender Elemente und der einge-
setzten Prozessoren <[n/p|. Es gibt parallele Mischverfahren fir das CREW-PRAM-

Modell, die zum parallelen Mischen zweier jeweils sortierter Listen mit k, und k, vielen
Elementen mit k, <k, unter Einsatz von g <Kk, vielen Prozessoren einen parallelen Zeitauf-
wand der Ordnung O(kz/q+log(k2)) verursachen (siehe z.B. [CHA], am Ende von Kapitel
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8.1.1 wird das Verfahren tberblicksmaRig beschrieben). Im vorliegenden Fall ist das Verhalt-
nis k,/q<[n/p] und k, <n, so dass der parallele Aufwand aller Mischphasen zusammen

von der Ordnung O(log(p)-(n/p +log(n))) ist. Zusammen mit den vorgeschalteten parallel
ausgefuhrten Sortierungen der Teillisten entsteht so ein zeitlicher Aufwand der Ordnung

O((n/p)-log(n/ p)+log(p)- (n/p+log(n))),
d.h. von der Ordnung O((n/p)-log(n)-+log(p)-log(n)).

Die Kosten des Verfahrens sind daher von der Ordnung O((n)-log(n)+ p-log(p)-log(n)).
Durch Beschrankung der Anzahl p an parallel arbeitenden Prozessoren auf p <n/log(n) sind

diese Kosten optimal. Die Effizienz ist in diesem Fall gleich 1: alle Prozessorelemente werden
in jedem parallelen Schritt eingesetzt.

Die folgende Beschreibung gibt einen Uberblick tber ein paralleles Mischverfahren (im
CREW-PRAM-Modell), das bei Eingabe zweier jeweils sortierter Listen mit k, und k, vielen

Elementen mit k, <k, unter Einsatz von g <Kk, vielen Prozessoren einen parallelen Zeitauf-
wand der Ordnung O(k, /q+log(k,)) verursacht.

Der Algorithmus erhalt als Eingabe zwei jeweils aufsteigend sortierte Folgen a,, ..., a, und
b,,...,b, mit k; <k, und mischt diese zu einer aufsteigend sortierten Ausgabefolge zusam-

men. Das Verfahren verlauft in zwei Phasen: die erste Phase bereitet die beiden Folgen so auf,
dass sie in der zweiten Phase effizient gemischt werden konnen.

In der ersten Phase werden beide Eingabefolgen a,...,a, und b;,...,b, in g Intervalle etwa

gleicher Lange aufgeteilt, indem in zwei parallelen Schritten aus beiden Folgen jeweils g — 1

Elemente bestimmt werden. Diese Elemente seien a;,...,a,, aus a;,..,a, bzw. bj,...by,

aus b;,...,b :daserste Intervall in a,,...,a, beginnt mit a,, das zweite Intervall in a,,...,a,
mit a;, das dritte Intervall in a,,...,a, mit a, usw. bis zum g-ten Intervall, das mit a; , be-
ginnt. Entsprechend stellen die Elemente b, by, ..., b; , jeweils das erste Element eines Inter-

vallsin by, ..., b dar. Die Auswahl durch den Prozessor P, furi=1, ..., g -1 erfolgt nach der
Regel

&= i)

0 =Dy a1
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Diese beiden Teilfolgen aj,...,a;, und bj,...,b; , werden zu einer Folge I,...,I,, , zusam-

mengemischt. Dabei wird fir jedes |, festgehalten, aus welcher der Teilfolgen a;, ..., a; ; o-

der by,...,b;, das Element stammt und welchen Index es in der jeweiligen Teilfolge hatte.
Hierzu werden parallel g — 1 Prozessoren eingesetzt. Prozessor P, miti=1, ..., g — 1 flhrt da-
bei aus:

finde in bj,...,b; , den kleinsten Index j mit a/ <b’ ;

= Mgg

IF (b existiert) THEN BEGIN

Ii+j—1 =a;;
vermerke: |,,; , kommtaus a;, ..., a; , und dort von Position i;
END
ELSE BEGIN
Ii+q—l =a;;
vermerke: |, kommtaus aj, ..., a; ; und dort von Position i;
END;

finde in aj, ..., a; , den kleinsten Index j mit bf <a; ;

IF (a] existiert) THEN BEGIN

Ii+j—1 = ;
vermerke: |;,; , kommtaus bj,...,b;; und dort von Position i;
END
ELSE BEGIN
Ii+q—l = ;
vermerke: |, , kommtaus b/, ...,b;; und dort von Position i;
END;

Der Prozessor P, untersucht hier zunachst, zwischen welchen Werten b’ , und b der Wert
a; eingeordnet ist (b; , <aj <bj). In dieser Situation sind i—1 Werte der Teilfolge a;, ..., a;,
Kleiner als a’; diese werden von den Prozessoren mit kleinerem Index untersucht. AuRerdem
sind j—1 Werte der Teilfolge by, ..., b, , kleiner oder gleich a/. Der Wert a steht also in der
aus den Teilfolgen aj, ..., a;_l und b, ..., b(']_1 zusammengemischten Folge an der Position
(i-1)+(j-1)+1=i+ j—1.Fir a/>b/, kommt a an die Position
(i-1)+(q-1)+1=i+q—-1. Entsprechend wird die Position von b/ innerhalb a;,...,a, , be-

stimmt.

Der Prozessor P durchsucht in diesem Programmabschnitt die Listen aj,..,a;,; und

by, ...,b; , der Lange g — 1 und fiihrt dann noch eine konstante Anzahl von Schritten aus. Da
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beide Teillisten aufsteigend sortiert sind, kann zum Durchsuchen Binarsuche (Kapitel 6.2.1)
eingesetzt werden, so dass dieser Programmabschnitt in jedem Prozessor einen Aufwand der

Ordnung O(log(q)) erfordert.
Damit ist die erste Phase beendet.

Die zweite Phase bekommt als Eingabe die Folgen a,,...,a, , b,...b_und I,...,1,, ,. Inder
ersten Phase waren die beiden Folgen a,,...,a, und b,,... b, in Teilfolgen (Abschnitte) je-
weils etwa gleicher Lange aufgeteilt worden; in 1,,..., 1, , ist festgehalten, bei welchen Ele-

menten die einzelnen Abschnitte beginnen und wie die einzelnen Abschnitte beider Folgen
zueinander liegen (Abbildung 8.1.1-6).

11 12 13 12i-2 12g-2

Abbildung 8.1.1-6: Teilverfahren beim parallelen Mischen im CREW-PRAM-Modell

Jeder Prozessor P; fur i = 1, ..., q ist zustandig fur das sequentielle Mischen einer Teilfolge
aus a,, ..., a, miteiner Teilfolge aus b,, ..., b, ; das Ergebnis fugt er in die Ausgabefolge ein.

Prozessor P, mischt die beiden Teilfolgen, die in a,,...,a, mita; undin b;,...,b, mit by be-

ginnen und Kleiner als I sind.

Prozessor Py mischt die beiden Teilfolgen aus a,,...,a, bzw. b,,...,b, , die groBer als I, ,

sind.
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Jeder Prozessor Py mit i = 2, ..., g stellt fest, aus welcher der Listen a,,...,a, und b;,..., b,
das Element I,, , stammt; dieses Element ist der eine Startwert fur das Mischen. Kommt das
Element aus a,,..,a, (bzw. aus b,..,b ), so wird in b,...b_ (bzw. in a,,..,a, ) das
kleinste Element gesucht, das groRer als dieses Element ist. Damit sind die Startelemente fur
P; gefunden. Er mischt nun die Elemente, die zwischen dem (2-i—2)-ten und dem (2-i)-ten
Element aus 1, ..., Iz_q_2 liegen.

Die zweite Phase lautet (in Pseudocode-Notation) flr Prozessor P, miti=1, ..., q - 1:

{ Finden die Startwerte der zu mischenden Teilfolgen: }
IF i =1 THEN BEGIN

der Startwert in a,, ..., a, stehtan Position s, =1;
der Startwert in b;, ..., b, steht an Position s, =1;
END
ELSE IF (l,_, kommtaus a,,...,a, )
THEN BEGIN
finde den kleinsten Index j mit 1, , <b;;

der Startwert in a,, ..., a, stehtan Position
s, = (die bei 1,, , vermerkte Position)-[k,/q];

der Startwert in b, ..., b, stehtan Position s, = j;

END
ELSE BEGIN

finde den kleinsten Index j mit 1, , <a;;
der Startwert in a,, ..., a, stehtan Position s, = j;
der Startwert in b, ..., b, steht an Position

s, =(die bei I,; , vermerkte Position)-[k,/q];
END;

{ Mischen der Teilfolgen, die an den jeweiligen
Startwerten beginnen: 3}
IF i<q
THEN BEGIN
mische die Teilliste aus a8y mit der Teilliste aus bl,...,bkz , die bei den

jeweils ermittelten Positionen s, bzw. s, beginnen, bis ein Element >1,,

erreicht ist, und fuge das Ergebnis in die Ausgabefolge ab Position s, +s, —1 ein;

END
ELSE BEGIN

mische die Teilliste aus a,, ..., a, mit der Teilliste aus b, ..., b, , die bei den
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jeweils ermittelten Positionen s, bzw. s, beginnen, bis kein Elementin a,, ..., a,
und by, ..., b dbrig bleibt, und flige das Ergebnis in die Ausgabefolge

ab Position s, +5s, —1 ein;
END;

Die Korrektheit des Verfahrens zeigt folgende Uberlegung: Fiir i =1 stimmen die Startwerte
s, =1 und s, =1 und die Position s, +s,—1=1 in der Ausgabefolge. Kommt fur i>1 der

Wert 1,; , aus a,,...,a, undstehterin aj, .., a;

.., @y, an Position k (diese Information wird ja bei

der Erzeugung von 1,; , vermerkt), d.h. a, =a,p, 7, dann ist der Startwert in a,, ..., a, die
Position s, = (die bei I,,, vermerkte Position)-[k /q]=k-[k /q]. In b, ... b, ordnet sich
l,; , zwischen b; , und b; ein, d.h. s, = j. In der Ausgabefolge stehen also s, —1 viele Wer-
te aus a;,..,a, und s, -1 viele Werte aus b,,...,b,_ vor den Werten, die der Prozessor B,

ausgibt. Daher fiigt er seine Ausgabe ab Position (s, —1)+ (s, =1)+1=s, +s, -1 ein.
Das folgende Beispiel erlautert das Verfahren. Die Eingabefolgen seien

A=[5,8, 9, 12, 16, 17, 19, 22] und
B=[1, 3, 7, 10, 11, 14, 18, 21, 24, 25, 28],

d.h. k, =8 und k, =11. Die Anzahl der Prozessoren sei q=3.

Im ersten Schritt der ersten Phase werden die jeweils 3 Intervalle der Eingabefolgen be-
stimmt. Dazu werden aus jeder Folge 2 Elemente entnommen, die die ersten Elemente eines
jeweiligen Intervalls sind.

a=a 1 =8,=9, a;=a, =3 =17, A'=[a]a;]=[9,17]
b/ =byr 1 =b, =10,  by=b,r =b, =21, B'=[b],b;]=[10,21].

Die hieraus zusammengemischte Folge lautet (die erste Komponente ist das Element, die
zweite Komponente die Angabe der Ursprungsfolge, die dritte Komponente die Position in-
nerhalb [a/, a,] bzw. [b/,b;]):

[I,,0,,1,,1,]=[(9, A1), (10,B",1), (17, A",2), (21,B",2)].
Zur Erzeugung dieser Folge arbeiten die Prozessoren P,, und P, parallel wie folgt:

Prozessor P, : suchtin B’ den kleinsten Index j mit a; =9<bj,alsoj=1
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== (9' Al'l);
suchtin A’ den kleinsten Index j mit bj =10<a}, also j =2
., =1,=(10,B"1).

Prozessor P,: suchtin B" den kleinsten Index j mit a; =17 <b’, also j =2
.0 =1, =(17,A2);

suchtin A" den kleinsten Index j mit b, =21<a/; dieser existiert nicht, also
lpoqe =1, =(21,B"2).

Damit beginnt die zweite Phase.
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A=[5,8,09.12, 1 ,%3,19,22]

B=[, 9, 7110, 11. 1k 18]21, 24, 25, 28]

K&AH)QQBﬂl@ZNZ)QLBfﬂ

Prozessor P, :

Prozessor P, :

Prozessor P;:

Startwef:té- s, =1und Xéb =1; es werden die Teillisten aus A bzw. B gemischt,
die bei s, bzw S beglnnen und deren Werte kleiner als die erste Komponente
10in |, sind; die Ausgabe WII’d ab Position 1 eingeflgt:

[ 3,5 789 -

I, kommt aus B’, d.h. aus é‘“"}élso sucht P, den kleinsten Index j, so dass die
erste Komponente in I, kleiner als Q, ist; hier: Startwert in A bei s, =4 (Be-
ginn in A bei a, =12); Startwert |n B bei s, =1- |_k /q—\ 4 (Beginn in B bei
b, =10) ; es werden die Teillisten au__s A bzw. B gemischt, die bei s, bzw. s,

beginnen und deren Werte kleiner als"'d,:ie erste Komponente 21 in |, sind; die

Ausgabe wird ab Position 7 eingeflgt:
[y o 10,11, 12, 14, 16, 17, 18, 19]

|, kommt aus B’, d.h. aus B, also sucht P;"-..gen kleinsten Index j, so dass die
erste Komponente in I, kleiner als a; ist; hie""ri;" Startwert in A bei s, =8 (Be-
ginn in A bei a, =22); Startwert in B bei s, =:2-]_k2/q—|=8 (Beginn in B bei
by =21) ; es werden die restlichen Teillisten aus A bzw. B gemischt, die bei s,
bzw. s, beginnen; die Ausgabe wird ab Position 15 eingefugt:

[ o o s, 21, 22, 24, 25, 28]

Bei Einsatz von Binarsuche ist der Aufwand fur die Ermittlung der Positionen s, und s, der

Startwerte des Mischvorgangs in jedem Prozessor von der Ordnung O(log(k, )). Die Folge

l,.... 1, , teilt die schlieBlich entstehende Ausgabefolge in 2-q-1 viele Teilfolgen, deren

Langen durch [k, /q]+[k,/q ] beschrénkt sind. Der anschlieBende sequentielle Mischvorgang

ist daher von der Ordnung O(k, /q).
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Insgesamt ergibt sich ein paralleler Zeitaufwand der Ordnung O(kz/q+log(k2)) mit g Pro-
zessoren. Die entstehenden Kosten sind von der Ordnung O(k2 +q~|og(k2)); dieser Wert ist
fir q <k, /log(k,) optimal.

8.1.2 Parallele Matrixoperationen

In numerischen Anwendungen kommen hdufig Matrix- und Vektoroperationen wie Multi-
plikation von Matrizen, Invertierung einer Matrix, Determinatenberechnung oder Multiplika-
tion von Matrizen und Vektoren vor. Spezielle Systemarchitekturen (Vektorrechner, systoli-
sche Felder) und spezielle (Erweiterungen von) Programmiersprachen tragen diesen Anwen-
dungen Rechnung. In den folgenden Beispielen werden parallele Algorithmen und Architek-
turen fur die Matrixmultiplikation und die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor vor-
gestellt. Die Komplexitat der Algorithmen flr die wichtigsten Ubrigen Matrixoperationen
wird im Wesentlichen durch die Komplexitat der Matrixmultiplikation bestimmt ([AHU]).
Des Weiteren erfolgt eine Beschrankung auf numerische Matrizen; spezielle Verfahren bei-
spielsweise fiir Boolesche Matrizen werden in der angegebenen Literatur beschrieben ([A-
HU], [CHA]).

Fur eine Matrix A, ) = [aiyj] bezeichne m die Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der Spal-

ten. Das Element a, ; ist das Element im Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte.

Nummerierung von Zeilen und Spalten erfolgen jeweils beginnend bei 1.

Das Produkt zweier Matrizen A :[ar‘i] und B(n'k)z[bi‘s] ist durch die Matrix

(m,n)

Ciniy =1Crs]=A-B mit

Co=2,a,-b firr=1..,m,s=1.,n
i=1

definiert.

Im Folgenden werden zur Vereinfachung der Darstellung nur quadratische Matrizen mit n
Zeilen und n Spalten betrachtet.

Die Berechnung des Produkts A-B zweier Matrizen A, und B, erfordert die Berech-

n
nung von n? vielen Matrixelementen. Die durch die Definition c, :Zar’i ‘b, des Matrix-
i=1

produktes bestimmte Formel legt einen sequentiellen Basisalgorithmus nahe, der insgesamt
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n’.n viele Multiplikationen und n*-(n—1) viele Additionen, d.h. eine Anzahl arithmetischer
Operationen der Ordnung O(n3) erfordert. Der aus der Literatur bekannte Strassenalgorith-

mus ([AHU]) kommt sogar mit nur O(n"’g?”)) aus.

Die Aufgabe bestent im Folgenden in der Berechnung des Matrixproduktes

C=C.n= [Cr,s]: A-B mit zwei Eingabematrizen A=A, , = [ai,j] und B=B,, = [bi'j]

Unter Einsatz von n? vielen Prozessoren Py, ..., Pnz kann fir das CREW-PRAM-Modell fol-

gender paralleler Algorithmus entworfen werden, der eine Anzahl paralleler Schritte der Ord-
nung O(n) ausfuhrt und damit beziiglich der parallelen Kosten mit dem tblichen sequentiel-

len Basisalgorithmus tbereinstimmt:

Die Prozessoren werden durch zwei Indizesiund jmiti=1, .., nundj=1, ..., nindiziert: der
Prozessor P, ist der ((i—1)-n+ j)-te Prozessor in der Aufzahlung Py, ..., P.,.

Der Prozessor P,; miti=1, .., nundj=1, .., nberechnet das Matrixelement c; ; mit2n + 1

vielen arithmetischen Operationen:

¢,;:=0;

FOR k = 1 TO n DO
Cj =C+ ay * bk'j;

Offensichtlich wird in den einzelnen parallelen Schritten von unterschiedlichen Prozessoren
lesend auf dieselben Elemente der Ausgangsmatrizen zugegriffen. Dieses ist im CREW-
PRAM-Modell zuléssig. Die Matrixelemente miissen in einem gemeinsam zugreifbaren Spei-
cher abgelegt und fiir jeden Prozessor in jedem Schritt Uber ihren Index erreichbar sein.

Das Verfahren soll exemplarisch an der Berechnung des Produkts zweier Matrizen A und B
vom Typ (3, 3) gezeigt werden (n = 3). Dazu werden die Zwischenergebnisse der parallelen
Schritte angegeben.

Im ersten parallelen Schritt (k = 1) nach der Initialisierung mit 0 berechnet Prozessor B, ; mit i

=1,2,3undj=1, 2, 3 das Produkt aus dem Element in der i-ten Zeile und der 1. Spalte von
A und der 1. Zeile und j-ten Spalte von B:

[Cl,l Cio C1,3] = Q- [bl,l b, bl,s]
[CZ,l Cy Cz,s] = az,l'[bl,l bl,z bl,3]

[Cs,l Cso C3,3] = a3 [bl,l b, , b1,3]
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Im zweiten parallelen Schritt (k = 2) wird in Prozessor B, ; das Produkt aus dem Element in

der i-ten Zeile und der 2. Spalte von A und der 2. Zeile und j-ten Spalte von B hinzuaddiert:

[Cl,l G C1,3] = a‘l,l'[bl,l b1,2 bl,S] + al,z'[b2,1 b2,2 b2,3]
[Cz,l Cy Cz,a] = az,l'[bl,l b1,2 b1,3] + az,z'[bz,l bz,z b2,3]

[C3,l Cso C3,3] = as,l'[bl,l b1,2 bl,S] + a3,2'[b2,1 bz,z bz,s]

Im dritten parallelen Schritt (k = 3) wird in Prozessor P, ; das Produkt aus dem Element in der

i-ten Zeile und der 3. Spalte von A und der 3. Zeile und j-ten Spalte von B hinzuaddiert:

[Cl,l C C1,3] = al,l'[bl,l bl,z bl,S] + al,z'[bz,l bz,z b2,3]+ a1,3'[b3,1 b3,2 bs,s]
[CZ,l Cy Cz,s] = az,l'[bl,l bl,Z b1,3] + az,z'[bz,l bz,z bz,s]+ a-2,3'[b3,1 b3,2 b3,3]

[C3,l Cs» Cs,s] = as,l'[bl,l b1,2 b1,3] + aa,z'[bz,l bz,z b2,3]+ as,s’[bs,l bs,z b3,3

Durch Umordnung der Einzelschritte des gesamten parallelen Algorithmus lasst sich errei-
chen, dass unterschiedliche Prozessoren in jedem parallelen auf unterschiedliche Elemente der
Ausgangsmatrizen zugreifen. Dadurch entsteht ein paralleler Algorithmus fir das restriktivere
EREW-PRAM-Modell. Zusatzlich kann erreicht werden, dass die Elemente der Matrizen A
und B in einem einzigen parallelen Schritt in die Prozessoren eingelesen werden und vor je-
dem weiteren parallelen Schritt jedem Prozessor diejenigen Matrixelemente (von anderen
Prozessoren) zur Verfligung gestellt werden, die er dann gerade benétigt.

Das Verfahren soll zunéchst an obigem Beispiel erldutert werden, nachdem alle Prozessoren
¢, ; mit O initialisiert haben.

1. paraller Schritt:

C,, == Operation des Prozessors P,, aus dem 1. Schritt mit Ergebnis a, , -b, ,

C,; := Operation des Prozessors P,, aus dem 2. Schritt mit Ergebnis a, , -b,,
C;, -= Operation des Prozessors P,, aus dem 3. Schritt mit Ergebnis a, ; - b,
C,, := Operation des Prozessors P,, aus dem 2. Schritt mit Ergebnis a,, -b,,
C,, := Operation des Prozessors P,, aus dem 3. Schritt mit Ergebnis a, , -b,,
C;, := Operation des Prozessors P,, aus dem 1. Schritt mit Ergebnis a;, -b, ,
C,; := Operation des Prozessors P, , aus dem 3. Schritt mit Ergebnis a, , -b,
C,; == Operation des Prozessors P, , aus dem 1. Schritt mit Ergebnis a,,-b, ,

C;, := Operation des Prozessors P,, aus dem 2. Schritt mit Ergebnis a,, -b, ,
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2. paraller Schritt:

C,, == Operation des Prozessors P,, aus dem 3. Schritt mit Ergebnis a,, -b,, +a,,-b,,
C,; := Operation des Prozessors P,, aus dem 1. Schritt mit Ergebnis a,,-b,, +a,, ‘b,
C;, -= Operation des Prozessors P;, aus dem 2. Schritt mit Ergebnis a,,-b;; +a;,-b,,
C,, :-= Operation des Prozessors P,, aus dem 1. Schritt mit Ergebnis a,,-b,, +a;, ‘b,
C,, := Operation des Prozessors P,, aus dem 2. Schritt mit Ergebnis a,,-b,, +a,,b,,
C;, := Operation des Prozessors P,, aus dem 3. Schritt mit Ergebnis a, -b,, +a,;-b;,
C,; == Operation des Prozessors P, , aus dem 2. Schritt mit Ergebnis a, ,-b,;+a,,-b,,
C,; :-= Operation des Prozessors P, , aus dem 3. Schritt mit Ergebnis a,,-b,; +a,,-b,;
C;; -= Operation des Prozessors P,, aus dem 1. Schritt mit Ergebnis a;, -b,, +a,,-b,,

3. paraller Schritt:

C,; == Operation des Prozessors P,; aus dem 2. Schritt mit Ergebnis
a1 'b1,1 +83- b3,1 +a,- bz,l

C,; := Operation des Prozessors P,, aus dem 3. Schritt mit Ergebnis
az. ’b2,1 +ay;- b1,1 tazs 'b3,1

C;, -= Operation des Prozessors P,, aus dem 1. Schritt mit Ergebnis
d33 'b3,1 +85, 'bz,l +a3; 'b1,1

C,, := Operation des Prozessors P,, aus dem 3. Schritt mit Ergebnis

al,z 'b2,2 + al,l 'bl,z + a1,3 'b3,2

C,, := Operation des Prozessors P,, aus dem 1. Schritt mit Ergebnis
a3 'bs,z +a,, 'bz,z Tay,- b1,2

C;, := Operation des Prozessors P,, aus dem 2. Schritt mit Ergebnis
CEY b1,2 +853 'b3,2 +a3, 'b2,2

C,; -= Operation des Prozessors P, aus dem 1. Schritt mit Ergebnis
a3 'b3,3 T3, 'bz,s +ay, 'b1,3

C,; == Operation des Prozessors P, , aus dem 2. Schritt mit Ergebnis
ayy 'b1,3 Tay3 'b3,3 +ay, 'bz,s

C,; := Operation des Prozessors P,, aus dem 3. Schritt mit Ergebnis

a3,2 ‘bz,s + as,l 'b1,3 + as,s ’bs,s
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Vor dem ersten und anschliefend in jedem parallelen Schritt werden also die urspriinglichen
parallelen Schritte der einzelnen Prozessoren zyklisch vertauscht.

Zur genaueren Beschreibung des Verfahrens im allgemeinen Fall wird angenommen, dass je-
der Prozessor B ; miti=1,..,nundj=1, .. n Uberdrei Register AREG,;, BREG,; und
CREG,; ; verfugt (die Indizes an den Registernamen sind nur zur Verdeutlichung der Zugeho-
rigkeit zu einem Prozessor angebracht). Zusatzlich verfigt jeder Prozessor tber weitere lokale
Variablen (Speicherelemente). Die Prozessoren sind in einem Netzwerk angeordnet, in dem
jeder Prozessor mit vier direkten Nachbarn verbunden ist, so dass zwischen Nachbarn Werte
der jeweiligen Register AREG, BREG und CREG ausgetauscht werden kdénnen; insbesondere
kann ein Prozessor die Registerinhalte der Nachbarn, mit denen er verbunden ist, lesen. Dabei
wird angenommen, dass ein lesender Prozessor den Inhalt liest, der zu Beginn eines Taktes im
Register des Nachbarprozessors steht, so dass der Nachbarprozessor im gleichen Takt einen
neuen Wert in das Register schreiben kann. Auf die weiteren lokalen Variablen eines Prozes-
sors hat ein mit dem Prozessor verbundener Nachbar keinen Zugriff.

Die Prozessoren sind in einem quadratischen Schema der GréRe n® angeordnet (Abbildung
8.1.2-1):

Zeilenweise ist P ; firi=1,..,nundj=1, .., n-1 mit B, verbunden, und P, ist mit B,
verbunden.

Spaltenweise ist P, ; furi=1,.., n-1undj=1, .. nmitP

..1; verbunden, und P, ; ist mit

P,; verbunden.
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-

(1,1) (1,2) (1,n)

(n,1) (n,2) (n,n)

Abbildung 8.1.2-1: Prozessoranordnung zur Matrixmultiplikation

Die Register AREG, ; bzw. BREG, ; des Prozessors P,; miti=1,..,nundj=1, .., nwerden
mit den Elementen a, ; bzw. b;; der Matrizen A bzw. B initialisiert (Abbildung 8.1.2-2 auf

der linken Seite). AnschlieBend werden die Elemente der Zeilen von A und der Spalten von B
(Uber die Verbindungen der Prozessoren) so verschoben, dass jeder Prozessor P, ; im ersten

parallelen Schritt in seinen Registern AREG, ;und BREG, ; Giber diejenigen Matrixelemente

verflgt, die er benétigt (Abbildung 8.1.2-2 auf der rechten Seite). Dazu wird fur 1 = 1, ...n die
I-te Zeile von A um | — 1 Positionen zyklisch nach links und fir k = 1, ...n die k-te Spalte von
B um k — 1 Positionen zyklisch nach oben verschoben.
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Registerbelegung von P;; in der Reihenfolge

AREG;;
BREG;
CREG;;
Initialisierung:
ai1 a2 a3 ai1 ai2 a3
D11 ) D13 D11 D22 b33
0 0 0 0 0 0
az1 az?2 azs az» azs az1
D21 b2 D23 D21 D32 D13
0 0 0 0 0 0
as 1 asz 2 ass ass as1 as2
b3 1 P32 D33 D31 D12 D23
0 0 0 0 0 0

Abbildung 8.1.2-2: Prozessorinitialisierung zur Matrixmultiplikation (Beispiel)

Alle Prozessoren arbeiten getaktet parallel. Prozessor P,; miti =1, .., nundj=1, ..

durchlduft dabei folgendes Programmsttick (in Pseudocode-Notation):

{ Deklaration lokaler Variablen in HJ: }

VAR links : INTEGER;
rechts : INTEGER;

oben - INTEGER;
unten : INTEGER;
| - INTEGER;
k - INTEGER;

{ Initialisierung: }

CREG;; := 0O;

AREG;; = a;;;

BREG;; = Db;;

{ Verschiebung der I-ten Zeile von A um | — 1 Positionen

nach Blinks und

Verschiebung der k-ten Spalte von B um k — 1 Positionen
nach oben: }

IF j = 1 THEN links := n ELSE links :=j - 1;
IF j = n THEN rechts := 1 ELSE rechts := j + 1;
IF i =1 THEN oben := n ELSE oben =i - 1;

IF i = n THEN unten := 1 ELSE unten :=1i + 1;

, N
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FOR I :=1T0i - 1DO

AREG;; := AREG,; ccnes >
FOR k := 1 TO j - 1 DO
BREGI,] = BREGunten,i ;

{ Multiplikation der Matrixelemente, Kumulierung in CREG;;,

und (Ffir den nachsten Schritt) Verschiebung der Zeilen von A
um eine Position nach rechts und der Spalten von B
um eine Position nach unten:

FOR k = 1 TO n DO

BEGIN
CREG,; := CREG,; + AREG,; * BREG,;
AREG,, := AREG,ie:
BREG,; := BREG,;:
END;

Der Ablauf fir n = 3 ist in Abbildung 8.1.2-3 dargestellt.



8.1 Parallele Algorithmen 371

Initialisierung:
ai a2 ais ai a2 ais
D11 D12 D13 D11 D22 D33
0 0 0 0 0 0
az1 az2 az3 az2 az3 azi
D21 b2 D23 D21 D32 D13
0 0 0 0 0 0
az 1 a2 asz3 asz3 az1 asz2
D31 D32 D33 D31 D12 D23
0 0 0 0 0 0
Registerbelegung am Ende des ersten parallelen Schritts (k = 1):
ais aii a2
D31 D12 D23
a1 b1y a1z 022 a13 ba3
dz1 az2 a3
D11 b2 D33
a2 bas az3 b3y a1 by3
a2 az3 asz1
D21 D32 D13
az3 b31 az1 b1 az2 b3

Registerbelegung am Ende des zweiten parallelen Schritts (k = 2):

a2 ais aia
b2’1 b3'2 b1,3

a1 b1y + a3 bay A2 D22+ 11 bip a13 b33+ a1z bas
a3 azi a2
b3 b1, D23

A2 D1+ @21 b1 A3 D3y + A2 by a1 b1+ a3 bas
asy as? ass
D11 D22 D33

az3 D31+ @z b1 az1 bip+ azz bs az2 D3+ az1 bis

Registerbelegung am Ende des dritten parallelen Schritts (k = 3):

a2 ais aia
D21 D32 D13

a1 by + @3 baa+ a2 021 @p oo+ @i bip+ a3 bz, a3 bsz+ ary byz+ a; bys
azs a1 azo
D31 D12 D23

A2 Da1+ A1 D11+ A3 031 Ay Dapt Ao Do+ @1 b1 A1 D1zt A3 D3zt Az b3
asz1 asz2 az3
D11 D22 D33

azz D31+ @32 b1+ @31 b1 azi 1o+ Azz Daa+ @so Doy @32 bas+ @i bis+ azs bss

Abbildung 8.1.2-3: Parallele Matrixmultiplikation (Fortsetzung des Beispiels aus Abbildung 8.1.2-2)
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Die Anzahl durchgefiihrter paralleler Schritte ist offensichtlich von der Ordnung O(n). Da n?

viele Prozessoren eingesetzt werden, sind die parallelen Kosten von der Ordnung O(n3).

Es gibt eine Reihe weiterer Verfahren zur parallelen Matrixoperation, die weniger parallele
Schritte ausfiihren, aber dabei mehr Prozessoren einsetzen. Ein Beispiel ist in folgendem An-
satz fir das CREW-PRAM-Modell beschrieben.

Es werden n® viele Prozessoren Py, ..., P . eingesetzt, die durch drei Indizes i, j und k mit i =
1,..,nj=1,..,nund k=1, .. nindiziert werden. Jeder Prozessor B, ;  verflgt wieder ber
drei Register AREG,;,, BREG,;, und CREG;;, (die Indizes an den Registernamen sind

wieder nur zur Verdeutlichung der Zugehorigkeit zu einem Prozessor angebracht) und ist mit
anderen Prozessoren verknlpft, so dass verbundene Prozessoren Werte dieser Register aus-
tauschen konnen. Die Vernetzungstopologie wird weiter unten beschrieben. Zusétzlich ver-
fugt er Uber weitere lokale Variablen, die anderen Prozessoren nicht zuganglich gemacht wer-
den.

Die Prozessoren mit einem festen Index k bilden die k-te (Prozessor-) Schicht (oberer Teil von
Abbildung 8.1.2-4).

| |Schichtn
Schicht n-1

Schicht 3

|_I'schicht 2
Schicht 1

Tphpppp o

i-te Zeile von Schicht k (Numerierung j = 1, 2, ..., n)

Abbildung 8.1.2-4: Schichtenmodell zur schnellen parallelen Matrixmultiplikation

Die i-te ,,Zeile” in der k-ten Schicht, das sind die Prozessoren P, , ..., B, ., sind miteinander

in folgender Weise verkniipft (unterer Teil von Abbildung 8.1.2-4):
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P, istverbunden mit P, ,

fur ungerades nist P, ,.;y,, verbundenmit P, .

P, istverbundenmit P,,,, und P, furj=2, .., [n/2],

In parallelen Initialisierungsschritten wird in die Prozessoren der k-ten Schicht furk =1, ..., n
die Matrix A und in jede ,,Zeile* der k-ten Schicht die k-te Spalte der Matrix B geladen. An-
schlieRend werden parallele Schritte zur Bildung der einzelnen Summen ausgefiihrt.

Auf diese Weise ermittelt die k-te Schicht alle Elemente der Matrix C, die von der k-ten Spal-
te in B abhangen, d.h. die k-te Spalte in C:

[ Cyi | by, ] Zal'j By

_Cn,k_ _bn,k_ zan’j .bj,k

Der Prozessor P ;, furi=1,..,n,j=1,..,nund k=1, .., ndurchlauft den Pseudocode

{ Deklaration lokaler Variablen in B, :

VAR 1dx - INTEGER;
s - INTEGER;
t - INTEGER;

ungerade : BOOLEAN;

{ Initialisierung: }

t := [log,(n)];
S = n;
IF (s MOD 2) =0
THEN BEGIN
S
ungerade :
END
ELSE BEGIN
S
ungerade :
END;

s SHR 1;
FALSE;

(s SHR 1) + 1;
TRUE;

}
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BREG, , := bj,;

CREG,,, := AREG, , * BREG,

s

K >

{ Kumulation der Matrixelement-Produkte: }

FOR 1dx := 1 TO t DO

BEGIN
IF j <=s
THEN BEGIN
AREG; ;i = CREG,,; 1 ;
IF (j = s) AND ungerade
THEN BREG,;, := 0
ELSE BREG;;, := CREG,,;,;
CREG;;, := AREG;;, + BREG;,:
IF (s MOD 2) = 0
THEN BEGIN
s = s SHR 1;
ungerade := FALSE;
END
ELSE BEGIN
S = (s SHR 1) + 1;
ungerade := TRUE;
END;
END;
END;

Die Werte der lokalen Variablen und Registerbelegungen wahrend des Ablaufs in den Prozes-
soren B ;, der i-ten Zeile in der k-ten Schicht mit j = 1, ..., n ist fir n = 14 in Abbildung

8.1.2-5 dargestellt.

Registerbelegung von P in der Reihenfolge
AREG;
BREG;
CREG; j«

In allen Prozessoren ist t = 4, die Variable ungerade ist durch u abgekdirzt, T steht fir TRUE, F steht fiir FALSE.

Initialisierung:

i aj2 i3 Qija dis Qi6 ;7 dig Qg aj 10 aj11 Qi 12 Q13 TR Y
bl k b2 k b3,k b4 k b5 k b6,k b7,k bB,k b9,k I:)10,k bll,k b12,k blS,k l:)14,k
Qi1 Dyy | @2 Dok | @iz D3y | A4 Day | @5 Dsy | Aie Dok | @7 Drk | Qg Dk | @io Dok | @igo010k | AiraD1ak | @in201ok | Airabisk | @i1aDiak

=7 =7 =7 =7 =7 s=7 s=7 s=7 s=7 s=7 s=7 s=7 s=7 s=7
u=F u= u=F u=F u=F u= u=F u=F u= u=F u=F u= u=F u=F
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Werte am Ende des ersten Schleifendurchlaufs (idx = 1):
i1 by | @3 bak | @i Dsy | @7 by | @ig Doy | @11 D11k | @i1zDisk dig Qg aj 10 a1 i 12 Q13 Qi1
Qjp Dok | @4 bag | Qg Doy | Qg D | Ao biok | A1z D12k | Aj1aD1ak Ds Do Dok D11k PP D13k D14k
i1 Dy | @iz bak | @is Dsy | @7 b7k | @igboy | @11011k | @iasDisk | Qg Dk | @io Dok | @i10010k | @11 D1ak | @in2012k | Aiaabisk | BigaDiak
+ a7 ok | Faiabak | +aihex | +aigbak + + +
aj10 010k | @i12 D12k | 14 D14k
s=4 s=4 s=4 s=4 s=4 s=4 s=4 =7 s=7 =7 =7 s=7 =7 =7
u=T u=T u=T u=T u=T u=T u=T u=F u= u=F u=F u= u=F u=F
Werte am Ende des zweiten Schleifendurchlaufs (idx = 2):
i1 by | s bsk | @igbgy | @i1sbisk | @ig Doy | @11 D11k | @i13Disk dig Qg aj 10 a1 ai 12 Q13 TR Y
+ a7 ok | +aigbek + +
aj 10010 | @14 D14k
i3 D3y | A7 brk | @bk 0 i10D10k | A12012k | AigaDrak | Dgk bg D10k D11k b1ok D13k D14k
+a4bay | +aighg +
aj 12012k
a1 bik | 5 sk | @gbox |@i13bizk| @igbox | @ia1D1ik | @i13Disk | @ig Dek | @ig Doy | @itoD10k | @iaabrak | @212k | @iazhisk | @inabiak
+ i ok | +aieDek + + + + +
+a; 303 | +ai 707 | @igoD1ok | Ai1abrak | @igoDiok | @12 D12k | @iraDrak
+a; 404 | +ajgbgk +
aj11011
+
aj,12012
s=2 s=2 s=2 s=2 s=4 s=4 s=4 =7 s=7 =7 =7 s=7 =7 =7
u=F u=F u=F u=F u=T u=T u=T u=F u=F u=F u=F u=F u=F u=F
Werte am Ende des dritten Schleifendurchlaufs (idx = 3):
aij bjx | @ bjk | Aigbok |@i1zbisk | Aig Dok | @i1ab1ak | A13b1ak| ais ajg aj 10 aj11 aj12 aj13 aj14
sum- sum- + +
miert miert | @j10D10k | @14 D14k
furj= | fur j=
1,...4 |09,..,12
aij bjk | &i1301ak | @igrbirk 0 ai,10 010k | @i12 012k | Q14 D14k Dg Dg 1ok D11k b1k D13k D14k
sum- + +
miert | aj14biax | @j12012k
furj=
5,...8
aij bjx | & bk | agbok Qi13b13k | @igDox |@i1rDiak | @iigbisk | @is Dsx | @i Pox | @i10b10k | @11 D11k | @inoDiok | @ixabiak | @irabiak
sum- sum- + + + . +
miert miert | aj10b10k | @14 014k | @i10D10x | Bi12Prok | @i1ab1ak
furj= | fur j= +
1.8 | 9,...,14 | &by
+
aj,12012k
=1 s=1 =2 =2 s=4 =4 =4 =7 s=7 =7 =7 s=7 =7 =7
u=F u= u=F u=F u=T u=T u=T u=F u= u=F u=F u= u=F u=F
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Werte am Ende des vierten Schleifendurchlaufs (idx = 4):

aij by | @ bjk | aigbok | @iisbisk | Aig Dok | @i11b1rx | @133k dig Qg aj 10 a1 12 Q13 Qi1
sum- sum- + +
miert miert | @j10010k | @14 D14k
furj= | fur j=
1.8 |9..,12
aij bjx | @i13P13k | &11b11k 0 ai,10D10k | Q12012 | @i14 P14k Dg Do D10k D11 D12k D13k D14k
sum- + .
miert | aj14b1ax | @i 12012k
furj=
9,.,14
aij bk | @ij bk | @igbok |@i13bisk| @igbok |@i1biik | @iisbisk | @is Dex | @ie Dex | @ito0i0x | AitaD1ik | Ao D1k | AirgDisk | @irabrax
sum- sum- + + + + +
miert miert | &;10b10x | &i14 D14k | Bi10b10k | Bi12 D12k | @iraDrax
furj= | fur j= +
1,...,14 9,..,14 ai,ll'bllvk
+
aj 12012k
=0 s=1 s=2 s=2 s=4 s=4 s=4 s=7 s=7 s=7 s=7 s=7 s=7 =7
u=T | u=F | u=F | U=F | u=T | u=T | u=T | u=F u=F u=F u=F u= u=F u=F

Abbildung 8.1.2-5: Schnelle parallele Matrixmultiplikation (Beispiel)

Die Werte der Produktmatrix finden sich am Ende des Ablaufs in Prozessor P, , und zwar

enthalt Register CREG,,, den Wert Zai‘j -b;, . Die Anzahl durchgefuhrter paralleler Schrit-

=

te ist offensichtlich von der Ordnung O(log(n)), also gegeniiber dem sequentiellen Verfahren

deutlich besser, jedoch haben die parallelen Kosten wegen der n® vielen eingesetzten Prozes-
soren die Grofienordnung O(n3 . Iog(n)).

Zu beobachten ist, dass nach der Initialisierungsphase, in der alle n® Prozessoren aktiv sind,
in den nachfolgenden parallelen Schritten ein Prozessor P, ;, der i-ten Zeile der Schicht k mit

j >s wegen der Anweisung

IF j <=s
THEN BEGIN

END;

lediglich feststellt, dass er keine arithmetischen Operationen durchzufiihren und auch keine
Registerinhalte anderen Prozessoren zur Verfligung zu stellen hat. Sobald also ein Prozessor
feststellt, dass er im gegenwartigen parallelen Schritt und den folgenden parallelen Schritten
keine Zwischenergebnisse zur Berechnung beitrégt, kann fur ihn die Schleife
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FOR #dx = 1 TO t DO
BEGIN

END;

abgebrochen werden, und er kann als inaktiv betrachtet werden. Dazu wird der obige Pseu-
docode folgendermalien modifiziert:

FOR #dx = 1 TO t DO
BEGIN

IF j <= s
THEN BEGIN

END
ELSE Break;
END;

Im ersten parallelen Schritt nach der Initialisierungsphase sind in Zeile i der Schicht k noch
alle n Prozessoren aktiv (von denen etwa die Halfte lediglich in die Break-Anweisung lauft),
im zweiten parallelen Schritt nur noch [n/2] viele, im dritten nur noch [n/4] viele usw. Im I-
ten parallelen Schritt sind noch ‘n/2"l ‘ viele Prozessoren aktiv. Die effektiven Kosten des
Verfahrens, d.h. die Summe aller durchgefuihrten Schritte der aktiven Prozessoren, lassen sich
fur die Initialisierungsphase durch eine Grolie der Ordnung O(n3) abschétzen (alle Prozesso-

ren fuhren jeweils konstant viele Operationen aus). Fur die i-te Zeile von Schicht k ergibt sich
ein Anteil an den effektiven Kosten der Form

[Tog, (n)-] [Tog, (n) - [og, (n) |-
c- gZFn/Z"q:c- g l|_n/2'-‘£ c- gzznl/z' +1)<c-(log,(n) +2n+1)

1=1 1=0 1=0

mit einer Konstanten ¢ > 0. Die Anzahl der Zeilen in Schicht k ist n, und es gibt n viele
Schichten, so dass die effektiven Kosten durch einen Wert der Ordnung

0(n®+n2-(log(n) +n)), also durch einen Wert der Ordnung O(n®) abschétzen lassen.

Die Aufgabe bestehe nun in der Berechnung des Produkts

Yo = Apm  Xma

mit einer Matrix A ., :[ai’j] mit einem Spaltenvektor X, ,,. Die Komponenten von X,

seien x; firj =1, .., m. Dann berechnen sich die Komponenten y; furi=1, ..., n des Vektors

y(n,l) zu
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yi=>a,-x; furi=1,..,n,
=1

Bei sequentieller Ausfiihrung sind also O(n-m) viele arithmetische Operationen notwendig.

Eine parallele Architektur setzt die im oberen Teil der Abbildung 8.1.2-6 gezeigten Prozessor-
elemente ein. Jedes Prozessorelement besitzt drei mit L, O bzw. U bezeichnete Eingange und
einen mit A bezeichneten Ausgang. Die Prozessorelemente sind zusammengeschaltet (das
zeigt der untere Teil der Abbildung) und kdnnen tber die gezeigten Pfeile Daten an ihre
Nachbarn weitergeben bzw. von dort empfangen. Auerdem kénnen Daten von aufen in ein
Prozessorelement eingegeben werden; die entsprechenden Eingénge sind durch einen auf das
Prozessorelement weisenden Pfeil ohne Anfangsknoten gekennzeichnet. Ein Prozessorele-
ment gibt Daten nach auflen (Uber einen nicht mit einem weiteren Prozessorelement verbun-
denen Pfeil, in der Abbildung nur das Prozessorelement am rechten Rand). Alle Prozessor-
elemente arbeiten Uber einen globalen Takt synchronisiert. Ein Prozessorelement kann nur ei-
ne sehr einfache Operation ausfihren, namlich es berechnet in einem Takt

a: =1+ (0o *u

wobei I, o bzw. u die auf den Eingéngen L, O bzw. U zu Beginn des Takts liegenden Werte
sind, und gibt den Wert a auf den Ausgang A, so dass dieser Wert im néachsten Takt von dem
mit A verbundenen Nachbarn gelesen werden kann bzw. aus dem Netz ausgegeben wird. Ein
Prozessorelement wird in jedem Takt aktiv.



8.1 Parallele Algorithmen

379

lo

0 —E=

LH A:=L+O*U4AW
TU
a[n,m] ,,,,,, I@!(,t_,n,_,‘—m-‘]
,,,,,,, a[n-1 ,m]TaktrH—m 2
angl—— alam] o
a[n,2] ffffffff a[n-1,3] """"""" 3[3,m] """ :I.ak_th_1
am1] —------ an-1,2]-----—-- a[2,m]------z--------
a[n-1,1]-cccccee 1 a[1,m]------ jl'_q[(_t_.[r_]_
e —
R af4,2] -------- a[3,3]-------- e Takia ™
a[41] a[3,2] a3 Takts
a[3,1]------ a[2,2] - A1,3] oo S
a2,1] - A[1,2] laktz
AM] o Taktd
P1 P2 P3 — —® Pm —= y[1]
y[2]
A A A % y[3]
1 22 e x[m] '
y[n]

Zur besseren Lesbarkeit werden hier anstelle tiefgestellter Indizes in eckige Klammern gesetzte Indi-

zes verwendet.

Abbildung 8.1.2-1: Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Es werden m Prozessorelemente Py, ..., Pm eingesetzt. Die Komponenten des Vektors X,

werden jeweils auf die Eingédnge U gelegt und bleiben dort in jedem Takt erhalten (alternativ
kdnnten die Vektorkomponenten im ersten Schritt in das jeweilige Prozessorelement eingele-
sen und dort lokal gespeichert werden). Das Prozessorelement P; erhdlt in jedem Takt den
Wert 0 auf seinem Eingang L. Die Komponenten der Matrix A, werden nacheinander zeit-

lich versetzt folgendermalien uber die Eingdnge O in die Prozessorelemente eingegeben. Im
ersten Takt wird a,, in Py eingegeben; alle anderen Prozessorelemente erhalten tiber den Ein-
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gang O den Wert 0. Im zweiten Takt liegen a,, an P; und a,, an P, an, und alle tbrigen

Prozessorelemente erhalten Uber den Eingang O wieder den Wert 0. Im dritten Takt liegen
a,, an P, a,, an P, und a,, an Ps; alle anderen Prozessorelement empfangen wieder den

Wert 0 usw. Allgemein erhalt das Prozessorelement P; am Eingang O im Takt t (t =1, ...,
n+m) den Wert

a_j,; furl<t—j+1<n
0 sonst

Am Ende der Takte m, m + 1, ..., m + n — 1 liefert der Ausgang A des Prozessorelements P,
nacheinander die Werte y1, Y», ..., yn. Offensichtlich werden bei diesem Prinzip O(n+m) viele

parallele Schritte mit m Prozessoren ausgefihrt, so dass die parallelen Kosten von der Gro-
Renordnung O(n-m+m?)=0(n?) (bei m<n) und damit kostenoptimal sind.

8.1.3  Parallele Algorithmen flr ausgewéahlte Optimierungsprobleme

Mit Hilfe der Greedy-Methode wird in Kapitel 7.2.1 ein sequentielles Verfahren zur Losung
des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten Graphen vorgestellt:

Fir einen gewichteten gerichteten Graphen G = (V, E,W) mit der n-elementigen Knotenmen-
ge V={v,.,v,} und der Kantenmenge EcV xV sowie der Gewichtsfunktion
w:E — R,, werden Wege mit minimalem Gewicht vom Knoten v, zu jeweils allen Knoten
v, des Graphs fir i =1, ..., n bestimmt. Dabei wird jeder Knoten einmal ausgewéhlt, und zwar

wird jeweils derjenige Knoten u genommen, fiir den es einen Weg von v, nach u gibt, der nur
bereits ausgewéhlte Knoten enthalt und dessen Gewicht minimal ist. Dazu wird fur jeden
Knoten in einem Feld distanz das minimale Gewicht eines Weges von v, mit nur bereits
ausgewahlten Knoten festgehalten und im Laufe des Verfahrens fortgeschrieben: Nach Aus-
wahl von u kann fiir die noch nicht ausgewahlten Nachbarn von u der Weg mit minimalem
Gewicht nun tber den neu ausgewéhlten Knoten u fuhren. Der folgende parallele Ansatz setzt
auf der Idee des sequentiellen Verfahrens auf und l&sst sich im EREW-PRAM-Modell im-
plementieren.

Es werden g Prozessoren P, furi=1,..,qmit q= ’_nl‘“-‘ mit 0 <« <1 eingesetzt. Jeder Pro-

zessor ist fir eine Teilmenge V; <V der Knotenmenge mit ;| =n, :{ - J = \_naj zustandig
n

(eine der Teilmengen enthalt eventuell weniger Knoten). Hierbei sind die Teilmengen V, dis-
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a
junkt, und es gilt UVi =V . Die Knoten in V; kénnen von 1 bis n, mit Angabe der Prozes-

i=1

sornummer numeriert werden: V, = {Vi,l’ o Vig } Ein Knoten v kann so durch seine urspring-
liche Nummer k bezuglich V (d.h. v=v,) oder seine Nummer bezlglich V; (d.h. v=v, ;)
identifiziert werden. Die Funktion nr(vi’j) liefert die Knotennummer von v, ; bezlglich V
(hier nrlv, ;) = K).

Ein Prozessor hat einen fir ihn exklusiven lokalen Speicherbereich und kann zusatzlich auf
einen globalen Speicher zugreifen, der fiir alle Prozessoren zugénglich ist. Nattrlich muss in
diesem globalen Speicherbereich geméal dem EREW-PRAM-Modell der Zugriff auf eine
Speicherzelle so organisiert werden, dass nicht gleichzeitig verschiedene Prozessoren auf die-
selbe Speicherzelle (lesend oder schreibend) zugreifen.

Der Graph werde durch seine Adjazenzmatrix A(G)=[W(vi,vj )]nxn gegeben, die in dem fiir al-

le Prozessoren gemeinsam zugreifbaren Speicher abgelegt ist.

Das Verfahren lauft nach einer Initialisierungsphase in n—1 Iterationsstufen ab. In jeder Ite-
rationsstufe arbeitet im Wesentlichen jeder Prozessor P, parallel zu den tbrigen Prozessoren

auf jeweils seiner Knotenmenge V..

Im Laufe des Verfahrens werden wie in der sequentiellen Implementierung Knoten nachei-
nander ausgewahlt, und sie gelten dann als ,,behandelt* (anfangs sind alle Knoten ,,unbehan-
delt™).

Es gibt ein im gemeinsam zugreifbaren Speicher implementiertes Feld D, das im k-ten Ein-
trag D[k], k =1,...,n, am Ende des Laufs des Algorithmus das minimale Gewicht eines Weg-

esvon v, nach v, enthalt.

Jeder Prozessor P, flhrt in seinem lokalen Speicherbereich ein Feld A, das fiir jeden Knoten

v,; in 'V, im j-ten Eintrag A[j], j=1..,n,, den tempordren minimalen Wert des Gewichts

eines Wegs vom Knoten v, zum Knoten v, ; enthalt, solange v; ; noch nicht ,,behandelt* ist.

Schliel3lich gibt es ein im globalen Speicher implementiertes Feld B, in den Prozessor P, im i-

ten Eintrag B[i], i=1,..,q, am Ende jeder Iteration einen Eintrag der Form (k,w) eintragt;

hierbei ist k eine Knotennummer und w ein Gewichtswert. Die Eintrdge in B sind beziglich
der Gewichtswerte vergleichbar (Ordnungskriterium).
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Am Ende der Initialisierungsphase und am Ende jeder Iterationsstufe wird ein Knoten u ge-
maR dem Greedy-Prinzip ausgewéhlt und durch den parallel ablaufenden Kommunikationsal-
gorithmus broadcast(u) (siehe Kapitel 8.1) allen Prozessoren mitgeteiltl’; jeder Prozessor
legt u in seinem lokalen Speicher ab (diese Kopie wird dort mit u, bezeichnet). Ein einmal

ausgewahlter Knoten gilt als ,,behandelt” und wird im Laufe des Verfahrens nicht ein zweites
Mal ausgewahlt. Fir eine entsprechende Kennzeichnung sorgt Prozessor P, falls der ausge-

wahlte Knoten in seiner Knotenmenge V; liegt. Der Knoten u wird am Ende der Initialisie-

rungsphase bzw. am Ende einer Iterationsstufe so ausgewahlt, dass es fir ihn einen Weg von
v, nach u gibt, dessen Gewicht minimal ist unter allen Gewichten von Wegen von v, zu bis-

her unbehandelten Knoten. Am Ende der Initialisierungsphase und zu Beginn der ersten Itera-
tionsstufe ist dieses der Knoten v;.

In einer Iterationsstufe ermittelt jeder Prozessor P, (parallel zu den anderen Prozessoren) das
bisher minimale Gewicht eines Wegs von v, zu jedem Knoten v; ; in V; und legt es in Alil,
J=1...,n,, ab. Dazu schreibt er die Eintrage in A aus der vorherigen Iteration fort. Ein der-

artiger Weg kann uber den in dieser Iterationsstufe mitgeteilten Knoten u gehen. Eventuell
bringt der Weg Uber u aber keine Verbesserung. Hierbei ist noch zu folgende Besonderheit zu
beachten: Liegt der mitgeteilte Knoten u in V,, so wird vermerkt, dass er in Zukunft nicht

mehr behandelt wird. AnschlieBend ermittelt B, einen Knoten v, ; in V,, der einen Weg mit
minimalem Gewicht von v, zu v, ; unter allen unbehandelten Knoten in V; besitzt, und teilt

dessen Knotennummer und Gewichtswert (ber das globale Feld B mit. Aus den Eintrdgen in
B wird abschlieBend ein Knoten mit minimalem Gewichtswert bestimmt, der als ausgewahlter
Knoten fiir die folgende Iterationsstufe genommen wird.

Der folgende Pseudocode prézisiert das Verfahren:

PROCEDURE parallel_minimale_wege;

VAR u
Jax

Knotenbereich;
INTEGER;

BEGIN { parallel _minimale_wege }

{ Initialisierungsphase: }
FOR jdx = 2 TO n DO

Dlidx] := wlv;, vy );
D[] := o;

17 In der sequentiellen Version wird in jeder Iteration ein Knoten u ausgewahlt, der als nachster ,,be-
handelt“ wird. In der parallelen Version erfolgt eine entsprechende Auswahl.
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alle Prozessoren P, mit i=1,...,q fihren parallel aus:
FOR v, ; €V; DO Alj] := D[nr(vi’j)] ;

u = v

broadcast (u); { alle Prozessoren P fur i=1,..,q erhalten
eine Kopie von u und legen diese Kopie, die
dort mit u, bezeichnet wird, In threm

lokalen Speicherbereich ab }

{ Iterationen: }
FOR jdx := 1 TO n-1 DO
BEGIN { jdx-te lteration }

alle Prozessoren P. mit i=1,...,q fihren parallel aus:
BEGIN { parallele Ausfuhrung }
fur den Uber broadcast mitgeteilte Knoten u; gelte u; =v,

in der Numerierung bezuglich V;
FOR v, eV, DO
1F Vii=Uy,
THEN Ai[j] := -1 { ungultiger Distanzwert, der V,;

als ,,behandelt*“ kennzeichnet }
eLse 1F Dlnrfy, ;)] > D[+ wlv, vy, )

THEN BEGIN

Dlnrlv,, )| := D[I]+wly, Varlo, 1)

Al = D[nr(vi,j)]
END;
bestimme v,, eV, mit A[h]=min{ Aft]|Alt]= -1 t=1,..n, |;
B[i] == (Vnr(vi,h), Alh));

END  { parallele Ausfuhrung };

bestimme einen Eintrag (k, w) in B mit kleinstem Gewichtswert w (hierzu kann eine

der Funktion find_minimum (siehe Kapitel 8.1) &hnliche Prozedur verwendet wer-
den);
u:=v,;
broadcast (u);
END { jdx-te Ilteration };
END { parallel_minimale_wege };
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Die Anzahl der Schritte der Initialisierungsphase ist von der Ordnung O(n). Im parallelen

Teil einer Iteration werden Schritte in einer Anzahl der Ordnung O(n“) durchgefiihrt. Die ab-
schlieende Minimumsuche innerhalb einer Iteration kann mit einer Schrittzahl der Ordnung

O(log(q)) mit g=|n*| d.h. mit der Ordnung O(log(n)), ausgefihrt werden. Dasselbe gilt

fir die broadcast—Operation. Insgesamt ist die Schrittanzahl einer Iteration von der Ord-
nung O(n“). Da n-1 viele Iterationen ausgefthrt werden, ergeben sich eine gesamte (paral-

lele) Schrittzahl von der Ordnung O(n““) und Kosten von der Ordnung O(nz). Diese ent-
sprechen der Schrittzahl eines (optimalen) sequentiellen VVerfahrens.

In Kapitel 7.2.2 werden zwei sequentielle Verfahren zur Bestimmung eines aufspannenden
Baums mit minimalem Gewicht in einem ungerichteten gewichteten Graphen
G =(V,E,w) mit der n-elementigen Knotenmenge V ={v,,..,v,} und der Kantenmenge

E <V xV sowie der Gewichtsfunktion w: E — R, (mit Hilfe der Greedy-Methode) ange-
geben. Im Folgenden wird eine Parallelisierung des ersten der beiden Verfahren beschrieben.

Das sequentiellen Verfahren konstruiert schrittweise, ausgehend von einer Kante mit minima-
lem Gewicht, einen Teilbaum T mit minimalem Gewicht, bis schliel3lich ein aufspannender
Baum entstanden ist. Fir jeden Knoten v mit v¢ T wird nach Mdglichkeit ein Knoten v' e T
bestimmt, der mit v (iber eine Kante verbunden ist, die unter allen Kanten, die v mit einem
Knoten in T verbinden, minimales Gewicht hat. Der Knoten v’ wird als ,,n&chster Nachbar*
des Knotens v in T angesehen. Aus allen Knoten v mit v ¢ T , die einen nichsten Nachbarn v’
in T besitzen, wird ein Knoten ausgewihlt, dessen Gewicht der Kante (v, V') zu seinem jewei-
ligen nachsten Nachbarn in T minimal ist. Diese Kante wird zu T hinzugefugt. Dadurch, dass
T nun geandert wurde, muss die Nachbarschaftsrelation der Knoten auBerhalb dieses neuen
Teilbaums aktualisiert werden.

Es werden wieder q Prozessoren P, firi =1, ..., g mit g :|_n1‘“-‘ mit 0<a <1 eingesetzt.

e . . n
Jeder Prozessor ist fur eine Teilmenge V, =V der Knotenmenge mit |V;|=n, :L laJ:Ln“J
n
zustandig (eine Teilmenge enthalt eventuell weniger Knoten). Hierbei sind die Teilmengen V,

q
disjunkt, und es gilt UVi =V . Die Knoten in V, kdnnen von 1 bis n, mit Angabe der Prozes-

i=1

sornummer numeriert werden: V, = {Vi,l’ e Vig } Ein Knoten v kann so durch seine urspring-

liche Nummer k bezuglich V (d.h. v=v,) oder seine Nummer bezlglich V; (d.h. v=v, ;)
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identifiziert werden. Die Funktion nr(vi’j) liefert die Knotennummer von v, ; bezuglich V
(hier nr{v, ;) = k).

Auch in der parallelen Version wird sukzessive ein Teilbaum T mit minimalem Gewicht kon-
struiert. Dazu werden nach einer Initialisierungsphase n—1 Iterationen durchlaufen, in denen
die Prozessoren parallel auf ihren fir sie zustandigen Teilmengen V, operieren.

Vereinbarungsgemal soll fiir einen Teilgraphen T und eine Kante (u, W)eT davon gespro-
chen werden, dass ueT und weT gilt. AuBerdem wird in der Initialisierungsphase ein be-
liebiger Knoten, etwa v,, ohne Kante in T aufgenommen.

Der Graph werde durch seine Adjazenzmatrix A(G):[W(Vi,vj )]nxn gegeben, die in dem fiir al-

le Prozessoren gemeinsam zugreifbaren Speicher abgelegt ist. Dort ist auBerdem ein Feld N
mit n Eintrdgen implementiert, das fur den Knoten v, mit v, ¢T im i-ten Eintrag N[i],
i=1..,n, die Knotennummer k eines Knotens in v, e T enthélt, der mit v, Uber eine Kante
mit minimalem Gewicht (bezuglich aller Moglichkeiten fur die Wahl von v' T ) verbunden
ist. Fir v, eT ist N[i]=0 (,ungiiltige* Knotennummer). Gibt es keine Kante, die v, mit
v, ¢ T mit einem Knoten in T verbindet, dann ist N[i]=—1. SchlieBlich gibt es im gemeinsam
zugreifbaren Speicherbereich ein Feld B, in das Prozessor P, im i-ten Eintrag B[i], i=1..q,

am Ende jeder Iteration einen Eintrag der Form (k, J, W) eintragt; hierbei sind k und j Kno-
tennummern mit (vk,vj)e E und sz(vk,vj). In seinem lokalen Speicher besitzt P, jeweils

INTEGER-Variablen m,, k, und I..

In jeder Iterationsstufe bestimmt Prozessor P, parallel zu den anderen Prozessoren aus seiner

Knotenteilmenge V; eine Kante (v. vk) mit v,; €T und v, €T mit minimalem Gewicht.

ij?

Die Kante (vi'j,vk) und ihr Gewicht werden durch das Feld B bekanntgegeben. Eine Kante
(vk,vj)e E, die zum minimalen Gewichtswert eines Eintrags in B gehoért, wird zu T hinzuge-

fligt. Die Details des Verfahrens ergeben sich aus folgendem Pseudocode. Auch hier wird
wieder der parallel ablaufenden Kommunikationsalgorithmus broadcast(u) eingesetzt, um
allen Prozessoren einen Knoten u mitzuteilen; jeder Prozessor legt u in seinem lokalen Spei-
cher ab (diese Kopie wird dort mit u, bezeichnet).
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PROCE

VAR u

J
BEGIN
{ Ini

I
N[1]

DURE parallel_span_tree;

: Knotenbereich;
dx : INTEGER;

{ parallel_span_tree }

tialisierungsphase: }

= J;
= 0; { v, gehdért zu T }

alle Prozessoren P, mit i=1,...,q fihren parallel aus:

FOR V;

IF

THE

{ Ite
FOR j
BE

; €V, DO

nr@u) <>1

1
=

N IF Vo, V) E THEN Nnrfy, ;)]

ELSE rﬂhrﬁgjﬂ := -1; { keine Kante nach T }

rationen: }
dx =1 TO n-1 DO
GIN { jdx-te lteration }

alle Prozessoren P, mit i=1,...,q flhren parallel aus:
BEGIN { parallele Ausfihrung }
m. := unendlich;

suche unter allen Knoten v, ; €V, mit N[nr(vi'j)]>0 einen Knoten v, , mit mini-
malem Kantengewicht w(vnr(vik),vN[nr(vik)]): w zu einem Knoten in T;
falls es ihn gibt, wird m; = w, k; = nr(viyk) und I, = N[nr(viyj)] gesetzt, falls

es ihn nicht gibt, werden k, und |, auf einen beliebigen Default-Wert gesetzt;

B[i] == (k. 1, m/);
END  { parallele Ausfuhrung };

bestimme einen Eintrag (k, I, w) in B mit kleinstem Gewichtswert w (hierzu kann eine
der Funktion find_minimum &hnliche Prozedur verwendet werden);
T:=Tu@m@ﬁ

u = v;

broadcast (u); { alle Prozessoren P fur i=1,..,q erhalten

eine Kopie von u und legen diese Kopie, die



8.1 Parallele Algorithmen 387

dort mit u; bezeichnet wird, in fhrem

lokalen Speicherbereich ab ¥

alle Prozessoren P, mit i=1,...,q flhren parallel aus:
BEGIN { parallele Ausfihrung }
fur den Uber broadcast mitgeteilte Knoten u, gelte u, =v,

in der Numerierung bezuglich V;
FOR v, ; €V, DO

IF v, =u, THEN Nnr{v,,)] := 0 { v,, gehort nun zu T }
ELSE IF W{V,(, ) u;)<E
THEN 1F WiV, ) U )< WhVort ) Vit )
THEN Nfnr(y, )] =1 ;
END  { parallele Ausfihrung };

END { jdx-te lteration };
END  { parallel_span_tree };

Die Anzahl der Schritte der Initialisierungsphase ist von der Ordnung O(n“). In den paralle-

len Teilen einer Iteration werden jeweils Schritte in einer Anzahl der Ordnung O(n“) durchge-
fihrt. Die Minimumsuche innerhalb einer Iteration kann mit einer Schrittzahl der Ordnung

O(log(q)) mit g=|n"| d.h. mit der Ordnung O(log(n)), ausgefihrt werden. Dasselbe gilt

fir die broadcast—Operation. Insgesamt ist die Schrittanzahl einer Iteration von der Ord-
nung O(n“). Da n—1 viele Iterationen ausgefuhrt werden, ergeben sich eine gesamte (paral-

lele) Schrittzahl von der Ordnung O(n“") und Kosten von der Ordnung O(nz). Diese ent-
sprechen der Schrittzahl eines (optimalen) sequentiellen Verfahrens.

In Kapitel 7.3.3 wird die Ermittlung einer optimalen Ldésung fur das ganzzahlige 0/1-
Rucksackproblem mit Hilfe der Methode der Dynamischen Programmierung behandelt. Da-
bei sind eine Menge A={a,,...,a,} von n Objekten und eine natirliche M € N_,, die ,,Ruck-

sackkapazitat“, gegeben. Jedes Objekt a,, i =1,...,n, hat die Form a, =(w;, p,); hierbei be-
zeichnet w, e N_; das Gewicht und p, € N_, den Wert (Profit) des Objekts a, . Gesucht wird

eine Folge (xlxn) mit x =0oder x; =1firi=1,..,nund Y x -w, <M, die den Wert
i=1

n n
Zx, p, maximiert (unter allen Folgen (x,, ..., x, ) mit ZXi W, <M ). Zur Lésung wird eine
i=1 i=1
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Funktion f;(y) definiert, die eine optimale Losung fiir die Objekte a,,...,a; und die Ruck-
sackkapazitat y angibt. Gesucht wird der Wert f (M) . Eine rekursive Losung fur f;(y) lau-
tet

fo(y)=0flir0O<y <M und f,(y)=—o flry<0,

f.(y)=max{ f,_,(y), f,oly-w)+p,|firj=1..,n0<y<M.

Die Funktionen f,(y) mit j=1..,n sind Treppenfunktionen (Abbildung 7.3.3-1 zeigt ein
Beispiel), deren Sprungstellen wegen w; e N an ganzzahligen Werten liegen. Mit Hilfe der
Dynamischen Programmierung werden diese Sprungstellen ftr alle f;(y) mit j=1,..,n be-

stimmt.

Man kann sich diesen Berechnungsvorgang als Bestimmung einer Matrix F:[fj,k] mit

j=0,...,n und k=0,...,M vorstellen. Hierbei ist f, = fj(k). Zu beachten ist, dass in der

sequentiellen Version lediglich die Werte von f,(y) an den Sprungstellen ermittelt werden,

wéhrend in der Matrix F auch Werte zwischen den Sprungstellen eingetragen sind.

In einer parallelisierten Berechnung von F im EREW-Modell werden M +1 Prozessoren P,
mit k=0,..., M eingesetzt. Die Objektmenge A:{ai,...,an} des Inputs und die Matrix F

werden in einem fir alle Prozessoren global zugreifbaren Speicherbereich abgelegt. Jeder
Prozessor erhélt in einer Initialisierungsphase die Objekte A:{ai,...,an} des Inputs und

speichert sie lokal ab, so dass jeder Prozessor auf seine eigene Kopie von A exklusiv zugrei-
fen kann. Zur Verteilung dieser Werte werden parallel unter n-maliger Anwendung der paral-
lelen Prozedur broadcast(a;) (siehe Kapitel 8.1) eine Anzahl an Schritten der Ordnung

O(n-log(M)) ausgefiihrt, und es entstehen (bei Reduktion der Prozessoranzahl) Kosten der
Ordnung O(n-M).

Zusatzlich besitzt jeder Prozessor P, in seinem fir ihn exklusiv verfligbaren lokalen Speicher

zwei Variablen
VAR ux : INTEGER;
vk - INTEGER;

Der Ablauf erfolgt nach der Initialisierungsphase in n Iterationen. Der Prozessor P, berechnet

parallel zu den anderen Prozessoren die k-te Spalte von F, und zwar in der j-ten Iteration den
Wert f;, = f;(k). Dazu verwendet er die Rekursionsformel

f (k)= max{ f, 1 (k), fj_l(k—wj)+ P, } und speichert das Ergebnis in F und in seiner loka-

len Variablen u ab. Den Wert f, (k) erhalt er aus der lokalen Variablen u aus der vorherigen
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Iteration, die Werte w; und p; aus der lokalen Kopie des Inputs, den Wert fH(k—wj) aus

F. Der folgende Pseudocode prézisiert den Ablauf.
PROCEDURE parallel_0O_1 Rucksack;

VAR jdx : INTEGER;
kdx : INTEGER;

BEGIN { parallel O 1 Rucksack }

{ Initialisierungsphase: }
verteile die Objektmenge A={a,,...,a,} an jeden Prozessor P, ;
FOR kdx := 0 TO M DO
F[O, kdx] =0;
alle Prozessoren B, mit i=1,..., M fihren parallel aus:

ug -= 0;

{ Iterationen: }
FOR jdx =1 TO n DO
BEGIN { jdx-te lteration }

alle Prozessoren P, mit i =1,..., M fihren parallel aus:
BEGIN { parallele Ausfihrung }
IF Kk >= Wy, THEN v 1= Flidx-1,k —W,q |+ Py

{ fir w

hax und  P;q werden jeweils

die lokalen Kopien genommen }
ELSE vk := -unendlich;
IF ug < vk THEN ug = vk ;

F[jdx,k] = U.;
END { parallele Ausfihrung };

END { jdx-te Ilteration };

END { parallel 0 _1 Rucksack };

Die Anzahl paralleler Schritte nach der Initialisierungsphase ist von der Ordnung O(n), die
Kosten sind von der Ordnung O(n-M ).

Zur Parallelisierung der Branch-and-Bound-Methode, die in Kapitel 7.4.1 exemplarisch am
Problem des Handlungsreisenden gezeigt wird, gibt es umfangreiche Ansétze. Auf die Dar-
stellung wird hier aus Platzgriinden verzichtet.
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8.2 Stochastische Verfahren

Die bisher beschriebenen Ldsungsverfahren waren rein deterministisch. Eine Ausnahme bil-
det das Sortieren gemaR Quicksort, der das Teilungselement jeweils zufallig auswahlt. Dieser
Ansatz, namlich Zufallsexperimente in das Problemlésungsverfahren einzubauen, hat sich
h&ufig bewahrt und in der Praxis zu sehr effizienten Problemldsungsverfahren gefuhrt. Die
Theoretische Informatik hat hierzu (wie lange bereits zu den deterministischen Verfahren) das
theoretische Fundament geliefert ([A/.]).

Im ansonsten deterministischen Algorithmus werden als zuldssige Elementaroperationen Zu-
fallsexperimente zugelassen. Ein derartiges Zufallsexperiment kann beispielsweise mit Hilfe
eines Zufallszahlengenerators ausgefuhrt werden. So wird beispielsweise auf diese Weise ent-
schieden, in welchem Teil einer Programmverzweigung der Algorithmus wahrend seines Ab-
laufs fortgesetzt wird. Andere Mdoglichkeiten zum Einsatz eines Zufallsexperiments bestehen
bei Entscheidungen zur Auswahl mdéglicher Elemente, die im weiteren Ablauf des Algorith-
mus als néchstes untersucht werden sollen.

Man nennt derartige Algorithmen randomisierte Algorithmen. Eine Einfihrung in Metho-
den zum Entwurf derartiger Verfahren findet man beispielsweise in [HRO].

Grundsatzlich gibt es zwei Klassen randomisierter Algorithmen: Las-Vegas-Verfahren, die
stets — wie von deterministischen Algorithmen gewohnt — ein korrektes Ergebnis berechnen.
Daneben gibt es Monte-Carlo-Verfahrenis, die ein korrektes Ergebnis nur mit einer gewis-
sen Fehlerwahrscheinlichkeit, aber in jedem Fall effizient, bestimmen. Haufig findet man bei
randomisierten Algorithmen einen Trade-off zwischen Korrektheit und Effizienz.

Beispiele fur randomisierte Algorithmen vom Las-Vegas-Typ sind:

e Einfligen von Primérschlisselwerten in einen bindren Suchbaum: Statt die Schlissel
S,,.., S, in dieser Reihenfolge sequentiell in den bindren Suchbaum einzufiigen, wird je-
weils der néchste einzufligende Schlussel aus den restlichen, d.h. noch nicht eingefiigten
Schliusseln zufallig ausgewéhlt und in den bindren Suchbaum eingefiigt. Das Ergebnis ist
eine mittlere Baumhohe der Ordnung O(log(n))

e Quicksort zum Sortieren Elementen, auf denen eine lineare Ordnung definiert ist.

GroRere praktische Bedeutung haben randomisierte Algorithmen vom Monte-Carlo-Typ. Im
folgenden Unterkapitel wird exemplarisch die Primzahlsuche nach dem Monte-Carlo-Prinzip
beschrieben. Auch wenn man heute Uber (theoretisch) effiziente deterministische Algorithmen

18 Die Typbezeichnung ,,Monte Carlo* steht fiir mostly correct.



8.2 Stochastische Verfahren 391

zur Primzahlsuche verfligt, hat sich das beschriebeneVerfahren als &duRerst praktikabel erwie-
sen.

8.2.1  Primzahlsuche

Beispiele fur randomisierte Algorithmen vom Monte-Carlo-Typ sind die heute tblichen Prim-
zahltests, von denen ein Verfahren hier informell beschrieben werden soll (Details findet man
in der angegebenen Literatur, z.B. in [YAN]).

Einer der wichtigsten Sétze der Zahlentheorie sagt UGber die Anzahl z(x) der Primzahlen un-
terhalb einer vorgegebenen Grenze x aus:

M=l, d.h. z(x) ~ Inz(x) (fur groBe x).

(i) Esgilt 1|r[10
(if) Fur x> 67 ist In(x)- 3, <%< In(x)- .
T

(i) Fur 020 ist n-(In(n) + In(in(n)) - 34 )< p, <n-{In(n) + In(in(n)) - %).

Auf der Grundlage dieses Satzes lasst sich ein effizientes Verfahren zur Erzeugung von (gro-
Ren) Zahlen angeben, die mit beliebig grofRer Wahrscheinlichkeit Primzahlen sind. Dabei wird
in Kauf genommen, dass das Verfahren eine Zahl eventuell als Primzahl einstuft, die keine
Primzahl ist. Die Fehlerwahrscheinlichkeit dieser falschen Entscheidung kann jedoch auf ein-
fache Weise beliebig klein gehalten werden.

Um eine Primzahl mit m Dezimalstellen zu erzeugen, kann man etwa folgendes Verfahren
(Pseudocode) verwenden. Zur Darstellung ganzer Zahlen mit betragsmaRig beliebig groRRer
Genauigkeit werde hier wieder der Datentyp INTEGER genommen. Das Verfahren verwendet
die beiden Funktionen is_prime und zufal Iszahl:

Die Funktion

FUNCTION is_prime (p : INTEGER) : BOOLEAN;

liefert den Wert TRUE, wenn p eine Primzahl ist, ansonsten den Wert FALSE. Zur Implemen-
tierung dieser Funktion werden weiter unten Uberlegungen angestellt.

Die Funktion
FUNCTION zufallszahl (m : INTEGER) : INTEGER;
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liefert eine ungerade zuféllig ausgewéhlte Zahl mit m Dezimalstellen. Die Implementierung
kann beispielsweise so erfolgen, dass man nacheinander m Ziffern aus {O,l, 2,..., 9} zufallig

zieht und diese Folge zu einer Dezimalzahl zusammensetzt. Dabei darf die fiihrende Ziffer
nicht 0 und die niedrigstwertige Ziffer nicht gerade sein.

VAR p : INTEGER;
m - INTEGER;

m:I= _...;
p :=1;
WHILE NOT is_prime(p) DO p := zufallszahl(m);

Fir m>1 gibt es %~(1Om —10'“’1) viele ungerade Zahlen mit m Dezimalstellen. Die Anzahl

der m-stelligen Primzahlen ist 7Z'(10m —1)—;z(10"“l —1). Die Wahrscheinlichkeit, dass eine er-
zeugte ungerade m-stellige Zufallszahl eine Primzahl ist, betragt daher
(zltom —1)-z(10™* 1))

10" -10™" '

W(m):2

Es sei m>2, so dass im obigen Satz Teil (ii) angewendet werden kann. Fir x>67 ist
X

2(X) =In(x) —& mit %<g<%. Daher ist
#fo" ~1)- 0" ~1)= 2fom)- raom )= 20" 107

m-In(10)—¢, (m—-1)-In(10) - &,
mit %<51,52<%.

Der Ausdruck ist am kleinsten, wenn &, mdglichst klein und &, moglichst grof? ist. Entspre-

chend ist er am grofiten, wenn & moglichst gro und &, moglichst klein ist. Setzt man die

jeweiligen Grenzen % und % fur ¢, und &, ein, so erhélt man die Abschétzung

2 10 ~ 1 <W(m)<g_ 10 ~ 1
9 (m-In(10)-1/2 (m-1)-In(10)—-3/2 9 (m-In(10)-3/2 (m-1)-In(10)-1/2 |

Beispielsweise ergibt sich fur m =200: 0,0043442 < W(200) < 0,0043558. Im Mittel erhalt
man daher eine 200-stellige Primzahl nach 1/W (200) Schleifendurchlaufen. Hier ist

229,581 <1/W (200) < 230,192, also ist im Mittel eine Primzahl nach 230 Schleifendurchldu-

fen zu erwarten. Da diese Aussage jedoch nur ,,im Mittel* gilt, ist ein Test auf Primzahleigen-
schaft unabdingbar.

Um eine natlrliche Zahl n > 2 auf Primzahleigenschaft zu testen, kdnnte man alle Primzahlen
von 2 bis L\/ﬁj daraufhin untersuchen, ob es eine von ihnen gibt, die n teilt. Wenn die Zahl n

namlich zusammengesetzt ist, d.h. keine Primzahl ist, hat sie einen Primteiler p mit p < Jn.
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Umgekehrt, falls alle Primzahlen p mit p < Jn keine Teiler von n sind, dann ist n selbst eine

Primzahl. Die Primzahlen kdnnte man etwa systematisch erzeugen (in der Literatur unter dem
Stichwort ,,Sieb des Eratosthenes“ zu finden) oder man konnte sie einer Primzahltabelle (falls
vorhanden) entnehmen. Allerdings ist dieser Ansatz flr sehr groRe Werte von n nicht prakti-
kabel und benétigt exponentiellen Rechenaufwand (in der Anzahl der Stellen von n): Die An-
zahl der Stellen g(n) einer Zahl n>1 im Zahlensystem zur Basis B st
p(n)=|logs(n) |+1=[log,(n+1)], d.h. B(n)eO(log(n)). Die Anzahl der Primzahlen un-
12
terhalb \_\/ﬁj betragt fur groBe n nach dem Primzahlsatz der Zahlentheorie ﬁ(\/ﬁ)"‘ d AL
In(n*?)

B(n)/2
A(n)
untersucht werden, ob sie n teilt. Dazu sind mindestens O((ﬂ(n))z) viele Bitoperationen er-
forderlich (siehe Kapitel 4.5). Daher ist der Gesamtaufwand mindestens von der Ordnung

O(ﬂ(n),zﬁ(n)/z)_

also ein Wert der Ordnung O( ] Jede in Frage kommende Primzahl muss daraufhin

Durch Anwendung zahlentheoretischer Erkenntnisse hat man versucht, effiziente Primzahl-
tests zu entwickeln. Im Jahr 2002 wurde ein deterministisches Verfahren veroffentlicht, das
eine Zahl n daraufhin testet, ob sie eine Primzahl ist!®. Die Laufzeit dieses Verfahrens ist von

der Ordnung O((Iog(n))lz) und damit trotz der polynomiellen Laufzeit fur grof3e n nicht prak-
tikalbel. Der bis dahin bekannte schnellste Algorithmus zur Uberpriifung einer Zahl n auf
Primzahleigenschaft, der APRCL-Test, hat eine Laufzeit der Ordnung O((Iog(n))°('°g('°9('°g(”)”))
mit einer Konstanten ¢ > 0. Das ist jedoch keine polynomielle Laufzeit.

Als effiziente Primzahltest haben sich probabilistische Algorithmen vom Monte-Carlo-Typ
erwiesen.

Um zu testen, ob eine Zahl n eine Primzahl ist oder nicht, versucht man, einen Zeugen (wit-
ness) fur die Primzahleigenschaft von n zu finden. Ein Zeuge ist dabei eine Zahl a mit
1<a<n-1, der eine bestimmte Eigenschaft zukommt, aus der man vermuten kann, dass n
Primzahl ist. Dabei muss diese Eigenschaft bei Vorgabe von a einfach zu tberpriifen sein,
und nach Auffinden einiger weniger Zeugen flr die Primzahleigenschaft von n muss der
Schluss gultig sein, dass n mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Primzahl ist. Die Eigenschaft

»die Primzahl p mit 2< p SL\/HJ ist kein Teiler von n* ist dabei nicht geeignet, da man im

Allgemeinen zu viele derartige Zeugen zwischen 2 und L\/HJ bemuihen musste, um sicher auf
die Primzahleigenschaft schlieen zu kénnen.

19 Agrawal, M.; Kayal, N.; Saxena, N.: PRIMES is in P, preprint,
http://www.cse.iitk.ac.in/news/primality.ps, Aug. 8, 2002.
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Es sei E(a) eine (noch genauer zu definierende) Eigenschaft, die einer Zahl a mit
1<a<n-1 zukommen kann und fir die gilt:
(1)  E(a) ist algorithmisch mit geringem Aufwand zu tberpriifen

(i)  falls n Primzahl ist, dann trifft E(a) fir alle Zahlenamit 1<a<n-1 zu
(iii) falls n keine Primzahl ist, dann trifft E(a) fur weniger als die Halfte aller Zahlen a mit
1<a<n-1 zu.

Falls E(a) gilt, dann heil’t a Zeuge (witness) fur die Primzahleigenschaft von n. Dann l&sst
sich folgender randomisierte Primzahltest definieren:

Eingabe: neN, nistungerade, me N

Verfahren:  Aufruf der Funktion random_is_prime (n : INTEGER;
m : INTEGER): BOOLEAN;

Ausgabe: n wird als Primzahl angesehen, wenn random_is_prime (n, m) = TRUE
ist, ansonsten wird n nicht als Primzahl angesehen.

FUNCTION random_is _prime (n : INTEGER;
m : INTEGER): BOOLEAN;

VAR idx : INTEGER;
a : INTEGER;
is_prime : BOOLEAN;

BEGIN { random_is_prime }
is prime := TRUE;

FOR #dx = 1 TO m DO
BEGIN

-- wahle eine Zufallszahl a zwischen 1 und n—1;
IF (E(a) trifft nicht zu)

THEN BEGIN
is_prime := FALSE;
Break;
END;
END;
random_is_prim = is_prime;

END { random_is_prime };
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Der Algorithmus versucht also, m Zeugen fir die Primzahleigenschaft von n zu finden. Wird
dabei zufallig eine Zahl a mit 1<a <n-1 erzeugt, fur die E(a) nicht zutrifft, dann wird we-

gen (ii) die korrekte Antwort gegeben. Ist n Primzahl, dann gibt der Algorithmus ebenfalls
wegen (ii) die korrekte Antwort. Wurden m Zeugen fur die Primzahleigenschaft von n festge-
stellt, kann es trotzdem sein, dass n keine Primzahl ist, obwohl der Algorithmus angibt, n sei
Primzahl. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Zahl n, die nicht Primzahl ist, m Zeugen zu fin-

den, ist wegen (iii) Kleiner als (]/2)”’, d.h. die Wahrscheinlichkeit einer fehlerhaften Ent-
scheidung ist in diesem Fall Kleiner als (1/2)". Insgesamt ist die Wahrscheinlichkeit einer

korrekten Antwort des Algorithmus grol3er als 1—(1/ )m. Da wegen (i) die Eigenschaft E(a)

leicht zu Uberprifen ist, ist hiermit ein effizientes Verfahren beschrieben, das mit beliebig ho-
her Wahrscheinlichkeit eine korrekte Antwort liefert. Diese ist beispielsweise fur m =20 gro-
Rer als 0,999999.

Die Frage stellt sich, ob es geeignete Zeugeneigenschaften E(a) gibt. Einen ersten Versuch
legt der Satz von Fermat nahe:

Ist ne N eine Primzahl und a e N eine Zahl mit ggT (a,n) =1, dann ist a"* =1(modn).

Fiir die Primzahl n =13 zeigt folgende Tabelle die Werte a' (mod13) miti=1, ..., 12:

amod13 | a' mod13 furi=1,...,12

1 1 furi=1,..,12

2, 4,8, 16=3, 6, 12, 24=11, 22=9, 18=5, 10, 20=7, 14=1

2
3 3,9 27=1, 3,9, 27=1, 3,9, 27=1, 3,9, 27=1
4 4, 16=3, 12, 48=9, 36=10, 40=1, 4, 16=3, 12, 48=9, 36=10,

40=1

5 5 25=12, 60=8, 40=1,5, 25=12, 60=8, 40=1,5, 25=12, 60=8,
40=1

6 6, 36=10, 60=8, 48=9, 54=2, 12, 712=7, 42=3, 18=5, 30=4,
24=11, 66=1

7 |7 49=10, 70=5, 35=9, 63=11, 77=12, 84=6, 42=3, 21=8,
56=4,28=2,14=1

8 8, 64=12, 96=5, 40=1, 8, 64=12, 96=5, 40=1,8, 64=12, 96=5,
40=1

9 9,81=3,27=1,9,81=3, 27=1,9,81=3, 27=1,9, 81=3, 27 =1

10 10, 100=9, 90=12, 120=3, 30=4, 40=1, 10, 100=9, 90=12,
120=3,30=4, 40=1

11 11, 121=4, 44=5, 55=3, 33=7, 77=12, 132=2, 22=9, 99=38,
88=10,110=6, 66=1

12 12,144 =1,12,144=1,12,144=1,12,144=1,12,144=1,12, 144 =1
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Definiert man E(a)=,,99T(a,n)=1 und a"* =1(mod n)*“, dann sieht man, dass (i) und (ii)
gelten. Leider gilt (iii) fir diese Eigenschaft E(a) nicht. Es gibt namlich unendlich viele Zah-
len n, die Carmichael-Zahlen, die folgende Eigenschaft besitzen: n ist keine Primzahl, und es
ist a"* =1(modn) fiir alle a mit ggT (a,n) =1. Die ersten zehn Carmichael-Zahlen sind 561,
1.105, 1.729, 2.465, 2.821, 6.601, 8.911, 10.585, 15.841, 29.341.

Ist n also eine Carmichael-Zahl (wobei man einige Carmichael-Zahlen wie 561, 1.105, 2.465
oder 10.585 leicht als Nichtprimzahlen erkennt) und a eine Zahl mit 1<a<n-1 und

g9T(a,n) =1, dann ist a"*=1(modn). In diesem Fall gilt also fiir alle Zahlen a mit
1<a<n-1 und ggT(a,n)=1 die Eigenschaft E(a), und das sind mehr als die Halfte aller
Zahlenamit 1<a<n-1.

Trotzdem fiihrt die Eigenschaft E(a)=,,ggT(a,n) =1 und a"* =1(mod n)“ schon auf einen

brauchbaren randomisierten Primzahltest, der jedoch bei Eingabe einer Carmichael-Zahl ver-
sagt. Das Beispiel der Nichtprimzahl n = 15 belegt, dass (iii) doch gelten kann:



8.2 Stochastische Verfahren 397

amod15 [ a' mod15 firi=1,...,14

1 1 furi=1,..14

2 2,4,8,16=1,2,4,8,16=1,2,4,8,16=1,2,4

3 3,9 27=12, 36=6, 18=3, 9, 27=12, 36=6, 18=3, 9, 27=12,
36=6,18=3,9

4 4,16=1,4,16=1,4,16=1,4,16=1,4,16=1,4,16=1,4,16=1
(falscher) Zeuge daftr, dass 15 Primzahl ist

5 5, 256=10, 50=5, 25=10, 50=5, 25=10, 50=5, 25=10, 50=5,
25=10,50=5, 25=10, 50=5, 25=10

6 6,36=6,36=6,36=6,36=6,36=6,36=6,36=6, 36=6, 36=6,
36=6,36=6,36=6,36=6

7 7, 49=4, 28=13, 91=1,7, 49=4, 28=13, 91=1,7, 49=4, 28=13,
91=1,7,49=4

8 8, 64=4, 32=2, 16=1, 8, 64=4, 32=2, 16=1, 8, 64=4, 32=2,
16=1,8,64=4

9 9, 81=6,54=9, 81=6,54=9, 81=6, 54=9, 81=6, 54=9, 81=6,
54=9,81=6,54=9,81=6

10 10, 100 =10, 100=10, 100=10, 100=10, 100=10, 100=10, 100=10,
100=10, 100=10, 100=10, 100=10, 100=10, 100=10

11 11, 121=1, 11, 121=1, 11, 121=1, 11, 121=1, 11, 121=1, 11,
121=1,11,121=1
(falscher) Zeuge dafur, dass 15 Primzahl ist

12 12, 144=9,108=3, 36=6, 72=12, 144=9, 108=3, 36=6, 72=12,
144=9,108=3,36=6, 72=12, 144=9

13 13, 169=4, 52=7, 91=1, 13, 169=4, 52=7, 91=1, 13, 169=4,
52=7,91=1,13,169=4

14 14,196 =1, 14, 196 =1, 14, 196 =1, 14, 196 =1, 14, 196 =1, 14, 196 =1,
14,196 =1
(falscher) Zeuge dafur, dass 15 Primzahl ist

Es gilt folgender Satz:

Entweder gilt fur alle Zahlen a mit 1<a<n-1 und ggT(a,n)=1 die Eigenschaft

a" " =1(modn) oder fiir hochstens die Halfte.

Anders formuliert:

Entweder sind mit der Zeugeneigenschaft E(a)=,,ggT(a,n)=1 und a"* =1(modn)*“ alle

Zahlen amit 1<a <n-1 Zeugen fiir die Primzahleigenschaft fir n oder hochstens die Halfte.




398 8 Spezielle Losungsanséatze

Ein zweiter Versuch zur geeigneten Definition einer Zeugeneigenschaften E(a) erweitert den

ersten Versuch und wird durch die folgenden mathematischen Sétze aus der Zahlentheorie
begriindet:

Es sei n eine Primzahl. Dann gilt x*=1(modn) genau dann, wenn x=1(modn) oder
=-1=n-1(modn) ist.

Es sei n eine Primzahl mit n> 2. Dann ist n ungerade, d.h. n=1+2'.r mit ungeradem r und
j>0 bzw. n—1=2"'-r. Ist a eine Zahl mit 1<a<n-1, dannist ggT(a,n) =1 und folglich
a"™ =1(modn). Wegen a"* =al?" "2 - (aZH'r)Z =1(modn) folgt (im vorhergehenden Satz
wird x=a? " gesetzt): a? " =1(modn) oder a? " =—1(modn). Ist hierbei j—1>0 und
a?r =1(modn), dann kann man den Vorgang des Wurzelziehens wiederholen: dazu wird

21l

x=a? " gesetzt usw. Der Vorgang ist spatestens dann beendet, wenn a?’'"=a" erreicht ist.

Es gilt daher der folgende Satz:

Es sei n eine ungerade Primzahl, n=1+2'-r mit ungeradem r und j>0. Dann gilt fr jedes
amitl<a<n-1:

Die Folge
(ar (mod n), a>" (mod n), a*" (modn),...,a®> " (mod n),a*" (mod n))
der Lange j+1 hat eine der Formen
(1,1,1,...,1,1) oder
(%% ... *-11..,11).
Hierbei steht das Zeichen ,,*“ fur eine Zahl, die verschieden von 1 oder —1 ist.

Wenn die Folge eine der drei Formen

**..,%11,..,11),

(*,*,...,* —1) oder

(5% % %)
aufweist, dann ist n mit Sicherheit keine Primzahl. Andererseits ist es nicht ausgeschlossen,
dass fir eine ungerade zusammengesetzte Zahl n und eine Zahl a mit 1<a<n-1 die Folge
(ar (mod n), a>" (mod n), a*" (modn),...,a® " (mod n), a>" (mod n)) eine der beiden Formen
(L,1,1,..,1,1) oder (**,...,*,~1,1,...,1,1) hat. In diesem Fall heilt n streng pseudoprim zur
Basis a.
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Beispielsweise lauten flr die zusammengesetzte Zahl n=2.047=23-89 mit a=2 wegen
n-1=2.046=2"-1.023 die Werte j=1und r =1.023, und die Folge

(ar (mod n), a>" (mod n),a*" (modn),...,a> " (mod n),a*" (mod n)) ist
(21 (mod 2.047), 22**° (mod 2.047) )= (1,1).

Es gilt jedoch folgender Satz:

Es sei n eine ungerade zusammengesetzte Zahl. Dann ist n streng pseudoprim flr hochtens ein
Viertel aller Basenamit 1<a<n-1.

Eine geeignete Zeugeneigenschaften E(a) fur die Funktion

random_is_prime (n : INTEGER;

m : INTEGER): BOOLEAN;
ist daher die folgende Bedingung:
E(a)=,,99T(a,n)=1 und

a"* =1(modn) und
die Folge (ar, a? a*, ..,a?’" azj")mod n hat eine der Formen
(4,1,1,..,1,1) oder (x*,...,*,-1,1,...,1,1)“.

Die Wahrscheinlichkeit einer korrekten Antwort des Algorithmus mit dieser Zeugeneigen-
schaft ist gemaR vorigem Satz groRer als 1—(1/4)" .

Um fiir praktische Belange die Gute des Verfahrens abzuschétzen, werden in folgender Tabel-
le einige Werte fiir (1/4)" abgeschatzt:

m 10 25 30 50 100 168 1.000

(1/4)" <107° <10™ <1078 <107 <10 <10 | <1072

Ist n also eine zusammengesetzte Zahl und werden m =100 zuféllig erzeugte Zahlen a aus-
gewahlt und auf Zeugeneigenschaft untersucht, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle diese
ausgewahlten Zahlen ,falsche Zeugen* sind, d.h. die Primzahleigenschaft von n félschlicher-

weise bezeugen, kleiner als 107

Es ist Ubrigens nicht notwendig, fiir eine grofle Anzahl von Zahlen a mit 1<a<n-1 die
Zeugeneigenschaft zu Uberprifen um sicher zu gehen, dass n eine Primzahl ist: Nur eine zu-
sammengesetzte Zahl n<2,5-10", namlich n = 3.215.031.751, ist streng pseudoprim zu den

vier Basen a = 2, 3, 5 und 7. Fur praktische Belange ist daher das Verfahren ein effizienter
Primzahltest.
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Untersucht man groBe Zahlen, die spezielle Formen aufweisen, etwa Mersenne-Zahlen, auf
Primzahleigenschaft bieten sich speziell angepasste Testverfahren an. Schliel3lich gibt es eine
Reihe von Testverfahren, die andere zahlentheoretische Eigenschaften nutzen.

8.2.2  Stochastische Approximation des Binpacking-Problems

Ein moglicher Ansatz, der probabilistische Eigenschaften der Eingabeinstanzen ausnutzt, be-
steht im Entwurf eines Problemldsungsverfahrens, das im deterministischen Fall eventuell
unbefriedigende Ldsungen (d.h. eventuell nicht korrekte bzw. bei Optimierungsaufgaben
nicht-optimale Ldsungen) erzeugt, sich im Mittel aber ,,sehr gut” verhélt. Das folgende Bei-
spiel erlautert diesen Ansatz.

Bei einem Optimierungsproblem besteht die Aufgabe im Auffinden eines Algorithmus, der
bei Eingabe einer Instanz | unter allen firr | zuldssigen Lsungen y eine optimale Losung y”
findet. Die Optimalitét ist durch das numerische Malk m(1, y) festgelegt, namlich

bei einem Minimierungsproblem: m(l, y*)s m(l, y) fur alle fur 1 zul&ssigen Losungen y,
bei einem Maximierungsproblem: m(l , y*)z m(1, y) firr alle fiir I zulassigen Lésungen y.

Haufig ist die Komplexitét eines Optimierungsalgorithmus exponentiell in der GréRze der Ein-
gabe und damit in den meisten Fallen nicht praktikabel, so dass man nach einem Approxima-
tionsalgorithmus A sucht, der bei Eingabe von | eine fur | zulassige Lésung A(l) findet, de-

ren Mal} m(I,A(I)) sich dem MaR m(l, y") einer optimalen Losung y~ nahert, die zu finden

aber vertretbaren, d.h. meist polynomiellen Zeitaufwand erfordert. Weitere Uberlegungen zu
diesem Ansatz findet man in der angegebenen Literatur ([A/.], [HO3]).

Als Gutekriterium des Approximationsalgorithmus wird hdufig die relative Approximations-
gute bzw. deren Erwartungswert, d.h. die mittlere relative Approximationsgute, genommen:

Die relative Approximationsgute eines Algorithmus A ist

bei einem Minimierungsproblem definiert durch R, (1) = ml ’IA(J)),
m{l,y

bei einem Maximierungsproblem definiert durch RA(I):M.
m(l, A(1))

Wegen R, (1) =1 ist der Algorithmus A ,,besonders gut“, wenn R, (1) mdoglichst dicht bei 1
liegt.
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Bei der mittleren relativen Approximationsgute unterscheidet man noch folgende Zielgro-
Ren:

e erwartetes Approximationsergebnis bei Eingaben der GroRe n: E [m(l ,A(x))| |I | =n ]

e erwartete relative Approximationsgite bei Eingaben der GroRe n:
bei einem Minimierungsproblem E [m(l ,A(I))/m*(l)‘|l|: n ]
bei einem Maximierungsproblem E[m*(l)/m(l ,A(I))‘ I|=n ]
e erwartete Approximationsgute bei ,grofen* bzw. fast allen Eingabegroien:
limE [m(1,A(1)| 1=n ]
e erwartete relative Approximationsgite bei ,,groBen* bzw. fast allen EingabengrofRen:
bei einem Minimierungsproblem limE [m(l A(I ))/m*(l)‘ I|=n ]

bei einem Maximierungsproblem limE [m*(l ) /m(1,A(l ))‘ I]=n ]

Ein typisches Zuordnungsproblem ist das Binpacking-Optimierungsproblem:
Binpacking-Minimierungsproblem:

Problem-
instanz:  [a,,...,a,,b]

a,,...,a, (,Objekte*) sind naturliche Zahlen mit a, >0 firi=1,..,n, beN (,,Be-
haltergroRe™).

Gesuchte

Losung: Eine Zuordnung der Objekte auf moglichst wenige Behalter mit Behaltergrolie b,
so dass die Summe der Objekte in einem Behalter nicht groRer als b ist (kein Be-
halter ,,1auft Gber®).
Formal:
Eine zulassige L6sung ist eine Abbildung f :{1,..,n}—{1,... k}, so dass fiir alle
je{l ..k} giltt D> a <b (.diejenigen Objekte, die in den j-ten Behilter gelegt

f(i)=

werden, Uberschreiten die BehaltergroRe nicht”, f (i) ist die Nummer des Behal-
ters, in den a; gelegt wird). Das Mal einer zulassigen Ldsung ist k. Eine optimale

Losung (Anzahl bendtigter Behalter) ist eine zul&ssige Losung mit minimalem
Wert k.

Die Problemgrof3e ist beschrankt durch n- A mit
A=max({|log,(a,)]+1 ]i=1,...,n}u{|log,(b) |+1}).
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Das zum Binpacking-Minimierungsproblem zugehdrige Entscheidungsproblem ist NP-
vollsténdig, so dass kein Optimierungsalgorithmus mit polynomieller Laufzeit zu erwarten ist.
Es sind daher zahlreiche Approximationsalgorithmen entwickelt worden ([A/.]). Das folgende
sogenannte zeitbeschrénkte Approximationsschema ist ein online-Approximationsalgorithmus
fir das Binpacking-Minimierungsproblem, d.h. jedes Objekt nur einmal inspiziert und eine
Packungsentscheidung trifft, ohne die nachfolgenden Objekte zu kennen. Es ist genau auf die
Voraussetzung der Gleichverteilung der Objekt in einer Eingabeinstanz zugeschnitten. Daher
kann es vorkommen, dass es sich bei nicht Erflllung dieser Voraussetzung ,,schlecht* verhalt.
Aulerdem kann es auf allgemeinere Verteilungen der Objekt in der Eingabeinstanz verallge-
meinert werden, namlich auf stetige Verteilungen, deren Dichtefunktion monoton fallt, insbe-
sondere fur die kleine Objekte haufiger vorkommen als groRe.

Zur Vereinfachung wird das Verfahren so formuliert, dass die Behéltergrofie b gleich 1 ist
und die Objekte a, in der Eingabeinstanz rationale Zahlen mit 0 <a, <1 sind.

Online Approximationsschema fur das Binpacking-Minimierungsproblem
(online Faltungsalgorithmus)

Eingabe: | =[a,,...,a,], se Nmit s>4 und s=0mod(2)

' n

a,,...,a, (,Objekte*) sind rationale Zahlen mit 0<a, <1 firi=1,..,n

Verfahren: VAR idx : INTEGER;

k  : INTEGER;
I : ARRAY [1..s] OF Intervall c]0,1];
BEGIN

FOR 1dx := 1 TO s DO
_ | s—1dx s—1dx+1
s S

I[idx] :

FOR k =1 TO n DO

BEGIN
idx :=s + 1 - fs-akw; { Bestimmung eines Intervalls
I[idx] mit a, el[1dx] }
IF (idx >= 2)
AND
(es gibt einen Behélter B, der ein Objekt b e 1 [s—(1dx-2)]
enthalt)
THEN BEGIN

B:=Bu{a,};

kennzeichne B als gefllt;
END
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ELSE BEGIN
plaziere a, in einen neuen Behélter;

{ fur idx = 1 ist dieser Behalter gefullt }
END;
END;

Ausgabe: OFD(I) = bendtigte nichtleere Behalter B,, ..., B, .

Offensichtlich hat das Verfahren polynomielle Laufzeit (in der GroRe der Eingabeinstanz). Es
lasst sich unter Nutzung einer Reihe von weiterfiihrenden Ergebnissen der Wahrscheinlich-
keitstheorie, insbesondere aus der Warteschlangentheorie zeigen20:

Bezeichnet OPT(I,) das MaB einer minimalen Losung bei einer Eingabeinstanz
I, = [al, e an] fiir das Binpacking-Minimierungsproblem und sind die Objekte in einer Ein-

gabeinstanz im Intervall ]0,1 ] gleichverteilt, so gilt

1.
1—msrI]LrEE[OPT(In)/m(In,OFD(In))]Sl.

Der Erwartungswert des Kehrwerts der Approximationsglte nahert sich also fiir Einga-
beinstanzen mit vielen Objekten dem Wert 1, und zwar gesteuert durch den Parameter s.

Das Ergebnis lasst sich auch auf andere Verteilungen verallgemeinern, ndmlich auf Vertei-
lungen mit monoton fallender Dichtefunktion der Grolie der Eingabeobjekte. Diese Félle sind
in der Praxis besonders interessant, da unter dieser VVoraussetzung kleine Objekte haufiger als
groRe Objekte auftreten.

Das Verfahren nutzt also eine bekannte probabilistische Eigenschaft der Eingabeinstanz.

20 Hoffmann, U.: A class of simple stochastic bin packing algorithms, Computing 29, 227 — 239, 1982.
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