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1 Einleitung

Der vorliegende Text trifft eine (subjektive) Auswahl aus Themen der Theoretischen Informa-
tik, deren Kenntnis neben vielen anderen Themen als unabdingbar im Rahmen der Informa-
tikausbildung angesehen wird. Auch wenn die direkte praktische Relevanz der dargestellten
Inhalte nicht immer sofort sichtbar wird, so zählen diese doch zu den grundlegenden Bil-
dungsinhalten, die jedem Informatiker und Wirtschaftsinformatiker vermittelt werden sollten.
Zudem steht für die (dem einen oder anderen auch sehr theoretisch erscheinenden) Ergebnisse
gerade der Komplexitätstheorie außer Frage, daß sie einen unmittelbaren Einfluß auf die
praktische Umsetzung und algorithmische Realisierung von Problemlösungen haben.

Der Text verzichtet stellenweise auf die Darstellung ausformulierter (mathematisch exakter)
Beweise. Diese können in der angegebenen Literatur nachgelesen werden bzw. sie werden in
der zugehörigen Vorlesung und den Übungen behandelt.

Die Theoretische Informatik als eine der Säulen der Informatik kann natürlich nicht umfas-
send im Rahmen einer einsemestrigen Lehrveranstaltung dargestellt werden. Ein Weg, sich
den wesentlichen Inhalten zu nähern, zu denen die Theorie der Berechenbarkeit und Ent-
scheidbarkeit, die Automatentheorie, die Theorie der Formalen Sprachen und die Komplexi-
tätstheorie zählen, wird in dem Lehrbuch von Schöning: Theoretische Informatik kurzgefaßt
aufgezeigt, in dem die angesprochenen Themen in kompakter Form präsentiert werden. Dem
vorliegenden Text liegt ein ähnlicher Ansatz zugrunde, wobei hier jedoch eine teilweise un-
terschiedliche Schwerpunktbildung erfolgt. Er verzichtet auf den Anspruch einer umfassenden
oder ansatzweisen Darstellung aller wichtigen Teilgebiete der Theoretischen Informatik und
konzentriert sich auf einige Grundlagen, die zum Verständnis der prinzipiellen Leistungsfä-
higkeit von Algorithmen und Computern notwendig erscheinen. Der Blick richtet sich also
auf Inhalte, die der Beantwortung von Fragen dienlich sein können wie

• Wie kann man die Begriffe der algorithmischen Berechenbarkeit formal fassen?
• Was können Computer und Algorithmen leisten und gibt es prinzipielle Grenzen der algo-

rithmischen Berechenbarkeit?
• Mit welchen Modellierungswerkzeugen und Beschreibungsmitteln lassen sich berechen-

bare Menge charakterisieren?
• Mit welchem algorithmischen Aufwand ist im konkreten Fall bei einer Problemlösung zu

rechnen?
• Wie kann man die inhärente Komplexität einiger Problemstellungen praktisch nutzen?

Die Behandlung dieser Fragestellungen führt auf die Betrachtung von Modellen der Bere-
chenbarkeit. Hierbei spielt die Turingmaschine eine herausragende Rolle. Ergänzend wird
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wegen seiner inhaltlichen Nähe zu realen Computern das Modell der Random Access Ma-
schine behandelt. Auf die Darstellung von Theorien wie die µ -rekursiven Funktionen oder

das λ -Kalkül soll hier (im wesentlichen aus Platzgründen) verzichtet werden, obwohl sie eine
hohe mathematische Eleganz und Relevanz aufweisen.

Innerhalb der Theoretischen Informatik nimmt das Teilgebiet Automatentheorie und Formale
Sprachen einen breiten Raum ein. Historisch hat es einen großen Einfluß auf die Entwicklung
von Programmiersprachen und Sprachübersetzern, sowie auf die Modellierung komplexer
Anwendungssysteme und Betriebssysteme ausgeübt. Im folgenden wird dieses Teilgebiet je-
doch nur im Überblick dargestellt, da die Themen Programmiersprachen und Compilerbau in
der Wirtschaftsinformatikausbildung höchstens am Rand gestreift werden und auch die Mo-
dellierungsmöglichkeiten beispielsweise paralleler Abläufe durch Petrinetze und anderer Au-
tomatentypen innerhalb des jeweiligen Anwendungsgebiets behandelt werden können.

Das Thema der praktisch durchführbaren Berechnungen, d.h. der in polynomieller Zeit zu lö-
senden Probleme, führt auf die Theorie der NP-Vollständigkeit und der Approximation
schwerer Optimierungsprobleme. Die damit verbundenen Fragestellungen werden in den bei-
den letzten Kapiteln aufgezeigt.

Im folgenden Text werden im einzelnen nicht die Literaturquellen angegeben, denen die je-
weiligen Inhalte entnommen wurden. Das Literaturverzeichnis führt eine Reihe wichtiger
Standardwerke auf, die die Themen in großer Ausführlichkeit behandeln. Dort finden sich
auch zusätzliche Übungen und weiterführende Quellenangaben.

1.1 Einige grundlegende Bezeichnungen

Im vorliegenden Kapitel werden grundlegende Definitionen angeführt und einige in den fol-
genden Kapiteln verwendete  (mathematische) Grundlagen zitiert. Dabei wird eine gewisse
Vertrautheit mit der grundlegenden Symbolik der Mathematik vorausgesetzt, z.B. mit
Schreibweisen wie

Aa ∈  , BA ⊆ , BA∪ , BA∩ ,  A \ B.

Es seien A und B mathematisch logische Aussagen, die wahr oder falsch sein können. In den
nachfolgenden Kapiteln werden häufig daraus Aussagen der Form
„Aus A folgt B“ bzw.
„A impliziert B“ bzw.
„Wenn A gilt, dann gilt auch B“, gelegentlich auch geschrieben
„ BA ⇒ “
gebildet und bewiesen.

Für einen Beweis der Aussage BA ⇒  geht man folgendermaßen vor:
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Man nimmt an, daß A wahr ist. Durch eine „geeignete“ Argumentation (Anwendung lo-
gischer Schlüsse) zeigt man, daß dann auch B wahr ist.

Alternativ kann man auch folgendermaßen argumentieren:

Man nimmt an, daß B nicht wahr ist. Durch eine „geeignete“ Argumentation (Anwen-
dung logischer Schlüsse) zeigt man, daß dann auch A nicht wahr ist. Diese Argumenta-
tion beruht auf der Tatsache, daß BA ⇒  logisch äquivalent (siehe unten) zu AB ¬⇒¬
ist, d.h. BA ⇒  und AB ¬⇒¬  haben stets denselben Wahrheitswert.

Die Aussage „ BA ⇔ “ steht für BA ⇒  und AB ⇒ . Um die Aussage BA ⇔  zu beweisen,
sind also zwei „Richtungen“ zu zeigen, d.h. jeweils ein Beweis für BA ⇒  und ein Beweis für

AB ⇒  zu erbringen. Alternativ kann man auch BA ⇒  und BA ¬⇒¬  beweisen. Die Gül-
tigkeit von BA ⇔  bedeutet, daß A und B beide wahr oder beide falsch sind.

Statt BA ⇔  sagt man auch
„A ist (logisch) äquivalent zu B“ bzw.
„A gilt genau dann, wenn B gilt“.

Die Elemente einer Menge A seien durch eine Eigenschaft AE  beschrieben, die allen Ele-

menten von A zukommt: { }AEaaA ft  Eigenschadiehat   |  = . Entsprechend werde die Menge B

durch eine Eigenschaft BE  bestimmt: { }BEbbB ft  Eigenschadiehat   |  = . Um zu beweisen,

daß die Teilmengenbeziehung BA ⊆  gilt, geht man folgendermaßen vor:

Man nehme Ax ∈ . Dann weiß man, daß x die Eigenschaft AE  besitzt. Durch eine „ge-

eignete“ Argumentation unter Ausnutzung der Eigenschaft AE  weist man nach, daß x

auch die Eigenschaft BE  besitzt, d.h. Bx ∈ . Man zeigt also BxAx ∈⇒∈ .

Logisch äquivalent ist folgende Argumentation:

Man nehme für ein Element x an, daß es nicht in B liegt: Bx ∉ , d.h. x hat nicht die Ei-
genschaft BE .  Durch eine „geeignete“ Argumentation unter Ausnutzung der Tatsache,

daß für x die Eigenschaft BE  nicht zutrifft, weist man nach, daß x auch nicht die Eigen-

schaft AE  besitzt, d.h. daß Ax ∉  ist.

Um die Gleichheit zweier Mengen A und B nachzuweisen, d.h. BA = , hat man die beiden In-
klusionen BA ⊆  und AB ⊆  nachzuweisen, d.h. BxAx ∈⇔∈ .
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Mit )(MP  wird die Potenzmenge der Menge M bezeichnet, d.h. ( ) { }MLLM ⊆=  |  P  .

Es gilt für alle Mengen A, B und C:
ABA ⊆∩ , BBA ⊆∩ , BAA ∪⊆ , BAB ∪⊆

ABBA ∪=∪ , ABBA ∩=∩  (Kommutativgesetze)
=∪ BA (A \ B) ( )∪∩∪ BA  (B \ A), die rechte Seite ist eine disjunkte Zerlegung1 von BA∪ ,

( ) ( ) ( )CABACBA ∩∪∩=∪∩ , ( ) ( ) ( )CABACBA ∪∩∪=∩∪  (Distributivgesetze).

Für Mengen 1A , 2A , ..., nA  wird das kartesische Produkt definiert als

( ){ }nnnn AaAaAaaaaAAA ∈∈∈=×××  , ... , ,  |  , ... , , ... 22112121 .

Für eine Menge A bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente (oder die Mächtigkeit) von A.

Es seien A und B Mengen. Eine Vorschrift, die jedem Element a A∈  genau ein Element
b B∈  zuordnet, heißt (totale) Funktion von A nach B, geschrieben:

f
A B
a f a

:
( )

→
→





häufig auch in der Form
f A B: → , f a( ) =  ...

Die Angabe f A B: →  legt fest, daß einem Element vom (Daten-) Typ, der „charakteristisch“

für A ist, jeweils ein Element vom (Daten-) Typ, der „charakteristisch“ für B ist, zugeordnet
wird. Beispielsweise könnte die Menge A aus Objekten vom Objekttyp T und die Menge B
aus natürlichen Zahlen bestehen. Dann legt die Angabe f A B: →  fest, daß jedem Objekt vom

Objekttyp T in der Menge A durch f eine natürliche Zahl, die beispielsweise als Primärschlüs-
selwert interpretierbar ist, zugeordnet wird. Die Angabe f a( ) =  ...  beschreibt, wie diese Zu-

ordnung für jedes Element a A∈  geschieht.

Formal ist eine (totale) Funktion f A B: →  eine Abbildungsvorschrift (genauer: eine zwei-

stellige Relation), die folgenden beiden Bedingungen genügt:
(i) Sie ist linkstotal: für jedes Aa ∈  gibt es Bb∈  mit baf =)(

(ii) Sie ist rechtseindeutig: f a b f a b( ) ( )= =1 2 und  implizieren b b1 2= .

Die Menge A heißt Definitionsbereich von f, die Menge

                                               
1 Eine Zerlegung 21 MMM ∪=  der Menge M heißt disjunkt, wenn ∅=∩ 21 MM  ist.
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{ }bafAaBbbAf =∈∈= )(mit  gibt  es und , |  )(

heißt Wertebereich von f. Es ist BAf ⊆)( .

Eine Abbildungsvorschrift f A B: →  heißt partielle Funktion, wenn lediglich die obige Be-

dingung (ii) erfüllt ist. Eine partielle Funktion f A B: →  ordnet u.U. nicht jedem Aa ∈  ein

Bb∈  zu.

Eine Abbildungsvorschrift f A B: →  heißt injektiv, wenn sie linkseindeutig ist, d.h. wenn

gilt:
für jedes Aa ∈1  und jedes Aa ∈2  mit 21 aa ≠  ist )()( 21 afaf ≠ .

Eine Abbildungsvorschrift f A B: →  heißt surjektiv, wenn sie rechtstotal ist, d.h. wenn gilt:

BAf =)( .

Eine Abbildungsvorschrift f A B: →  heißt bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist. In

diesem Fall gibt es eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion  ABf →
−

:
1

 mit aaff =
−

))((
1

und bbff =





 −

)(
1

.

Die Menge der natürlichen Zahlen wird definiert durch N = { 0, 1, 2, 3, 4, ... }.

Die Theoretische Informatik untersucht häufig Eigenschaften von Zeichenketten, die sich aus
einzelnen Symbolen (Buchstaben, Zeichen) zusammensetzen.

Es sei Σ  eine endliche nichtleere Menge. Die Elemente von Σ  heißen Symbole oder Zeichen
oder Buchstaben. Σ  heißt Alphabet. Eine Aneinanderreihung naaa  ... 21  von n Symbolen

(Zeichen, Buchstaben) Σ∈1a , Σ∈2a , ..., Σ∈na  heißt Wort (Zeichenkette) über Σ . Die

Länge von naaa  ... 21  wird durch naaa n   | ... | 21 =  definiert. Das leere Wort (leere Zeichen-

kette), das keinen Buchstaben enthält, wird mit ε  bezeichnet; es gilt 0  || =ε .

Formal lassen sich die Wörter über Σ  wie folgt definieren:

(i) ε  ist ein Wort über Σ  mit 0  || =ε

(ii) Ist x ein Wort über Σ  mit 1−= nx  und Σ∈a , dann ist xa ein Wort über Σ  mit nxa =

(iii) y ist ein Wort über Σ  genau dann, wenn es mit Hilfe der regeln (i) und (ii) konstruiert
wurde.
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Die Menge aller Wörter (beliebiger Länge) über Σ , einschließlich des leeren Worts, wird

mit *Σ  bezeichnet. Zusätzlich wird *Σ=Σ+  \ { }ε  gesetzt.

Sind naaax  ... 21=  und mbbby  ... 21=  zwei Wörter aus *Σ , so heißt das Wort

mn bbbaaaxy  ...  ... 2121=  die Konkatination von x und y. Die Länge von xy ist yxxy += .

Für *Σ∈x  definiert man ε=0x  und xxx nn =+1  für 0≥n .

Eine Teilmenge *Σ⊆L  heißt (formale) Sprache über dem Alphabet Σ .

Für Sprachen *
1 Σ⊆L  und *

2 Σ⊆L  definiert man das Produkt von 1L  und 2L   durch

{ }2121   und  |  LyLxxyLL ∈∈=⋅ .

Der Abschluß *L  einer Sprache *Σ⊆L  wird durch folgende Regeln definiert:

(i) { }ε=0L

(ii) LLL nn ⋅=+1  für 0≥n

(iii) U
0

*

≥

=
n

nLL .

Unter dem positiven Abschluß +L  einer Sprache *Σ⊆L  versteht man U
1≥

+ =
n

nLL .

Offensichtlich ist { }ε∪= +LL* .

Es sei *Lw∈ . Dann ist entweder ε=w  oder es gibt ein N∈n  mit 1≥n  und nLw∈ . In die-
sem Fall gibt es n Wörter Lw ∈1 , ..., Lwn ∈  mit nwww  ... 1= .  Jedes Wort 1w , ..., nw  werde

durch seine einzelnen Buchstaben dargestellt: 
1,11,11  ... iaaw = , ..., 

ninnn aaw ,1,  ... =  mit Σ∈kla ,

für l = 1, ..., n und k = 1, ..., li .  Dann ist

ninni aaaaw ,1,,11,1  ...  ...  ... 
1

= . Für die Länge von w gilt ∑∑
==

==
n

l
l

n

l
l iww

11

.

Ein Wort +∈ Lw . Kann man also in der Form nywxww == 1  mit 1−∈ nLx  und 1−∈ nLy

schreiben. Wegen *1 LLn ⊆−  sind beide Teilwörter x und y in *L . Insgesamt ergibt sich
*LLw ⋅∈  und LLw ⋅∈ *  und damit *LLL ⋅⊆+  und LLL ⋅⊆+ * . Die umgekehrten Inklusionen

+⊆⋅ LLL *  und +⊆⋅ LLL*  ergeben sich entsprechend, so daß damit

LLLLL ⋅=⋅=+ **
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gezeigt ist.

Es gilt
( ) ( ) ( )2121 LLLLLLL ⋅∪⋅=∪⋅ ,

( ) ( ) ( )2121 LLLLLLL ⋅∩⋅⊆∩⋅ , und es gibt Beispiele für Mengen L, 1L  und 2L , für die diese

Inklusion nicht umkehrbar ist (beispielsweise wählt man
{ }1 , ε=L , { }0 1 =L  und { }10 2 =L ).

Eine Menge M ist endlich von der Mächtigkeit (Kardinalität) n, wenn es eine bijektive
Abbildung { }nMf  ..., 1, : →  gibt, d.h. man kann die Elemente in M mit den natürlichen

Zahlen  1, ..., n durchnumerieren: { }nmmM  ..., , 1= .

Eine Menge M ist (von der Mächtigkeit bzw. Kardinalität) unendlich, wenn sie eine bijek-
tive Abbildung MNf →:  zwischen einer echten Teilmenge MN ⊂  und M gibt.

Zwei Mengen 1M  und 2M  heißen gleichmächtig (oder von gleicher Kardinalität), wenn es

eine bijektive Abbildung zwischen 1M  und 2M  gibt.

Eine Menge M, die gleichmächtig mit der Menge N (der natürlichen Zahlen) ist, heißt ab-
zählbar unendlich. Eine Menge heißt (höchstens) abzählbar, wenn sie endlich oder abzähl-
bar unendlich ist.

Ist M eine abzählbar unendliche Menge, dann gibt es eine bijektive Abbildung Mf →N: ,

d.h. { }... ,)2( ,)1( ),0( fffM = . Intuitiv: Man kann die Elemente von M mit natürlichen Zah-

len durchnumerieren; jedes Mm ∈  hat dabei eine eindeutige Nummer i, d.h. )(ifm =  .

Für ein endliches Alphabet { }naa  ..., , 1=Σ  kann man die Wörter aus *Σ  (in lexikographi-

scher Reihenfolge) gemäß folgender Tabelle notieren und durchnumerieren:
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Nummer Wort aus *Σ Bemerkung Nummer Wort aus *Σ Bemerkung

0 ε Wort der Länge 0 12 ++ nn 1a 1a 1a Wörter der Länge 3

1 1a Wörter der Länge 1 22 ++ nn 1a 1a 2a

2 2a ... ...

... ... nn 22 + 1a 1a na

n na 122 ++ nn 1a 2a 1a

n + 1
1a 1a Wörter der Länge 2 ... ...

n + 2 1a 2a nn 32 + 1a 2a na

... ... ... ...
2n

1a na 32 nnn ++ na na na

2n + 1 2a 1a ... ...

2n + 2 2a 2a

... ...
3n

2a na

... ...
2nn + na na

Das leere Wort ε  erhält dabei die Nummer 0; die Wörter der Länge 0>k  bekommen die

Nummern 1
1

1

+






∑
−

=

k

i

in  bis ∑
=

k

i

in
1

. Es gilt also:

Satz 1.1-1:
Es sei Σ  ein endliche Alphabet. Dann gilt:

1. *Σ  ist abzählbar unendlich.

2. Jede Sprache *Σ⊆L  ist entweder endlich oder abzählbar unendlich.

Teil 2. des Satzes folgt aus der Tatsache, daß jede Teilmenge einer abzählbar unendlichen
Menge abzählbar ist.

Satz 1.1-2:
Die Potenzmenge ( ) { }MLLM ⊆=  |  P  einer endlichen Menge M mit n Elementen ent-

hält n2  Elemente (Teilmengen von M).
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Beweis:

Es sei { }10  ..., , −= naaM  eine endliche Menge mit n Elementen. Jede Teilmenge MN ⊆  mit

k Elementen, etwa { }
10

 ..., , 
−

=
kii aaN  kann als 0-1-Vektor der Länge n dargestellt werden. Da-

bei sind alle Komponenten dieses Vektors gleich 0 bis auf die Komponenten an den Positio-
nen 0i , ..., 1−ki ; dort steht jeweils eine 1. Umgekehrt kann jeder 0-1-Vektor der Länge n als

Teilmenge von M interpretiert werden.  ///

Ist M dagegen abzählbar unendlich, so gilt:

Satz 1.1-3:
Die Potenzmenge ( ) { }MLLM ⊆=  |  P  einer abzählbar unendlichen Menge M ist nicht

abzählbar (man sagt: sie ist überabzählbar).

Beweis:

Es wird die Diagonalisierungstechnik angewendet:
Es sei Mf →N:  eine Abzählung von M, d.h. { }... ,)2( ,)1( ),0( fffM =  mit )()( jfif ≠

für ji ≠ . Angenommen, ( )MP  sei abzählbar, etwa mit Hilfe der bijektiven Abbildung

( )Mg PN →: , d.h. ( ) { }... ,)2( ,)1( ),0( gggM =P . Ein Wert )(if  ist ein Element von M, ein

Wert )(ig  ist eine Teilmenge von M. Es wird eine Teilmenge D von M durch

{ })()(  )( igififD ∉=  definiert.

Da D eine Teilmenge von M ist (denn alle Werte )(if  sind Elemente von M), ist D Element

von ( )MP , hat also eine Nummer N∈Dn , d.h. ( )DngD = . Es wird nun untersucht, ob das

Element von M mit der Nummer Dn  (das ist das Element ( )Dnf  in D liegt oder nicht:

Es gilt ( ) Dnf D ∈  nach Definition von D genau dann, wenn ( ) ( )DD ngnf ∉  ist. Wegen

( )DngD =  ist dieses gleichbedeutend mit ( ) Dnf D ∉ . Dieser Widerspruch zeigt, daß die

Annnahme, ( )MP  sei abzählbar, falsch ist. ///

Mit *Σ=M  sieht man:

Satz 1.1-4:

Die Menge { }* |  Σ⊆LL  aller Sprachen über einem endlichen Alphabet Σ  ist nicht ab-

zählbar.
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Im folgenden seien RN →:f  und RN →:g  zwei Funktionen. Die Funktion f ist von der

(Größen-) Ordnung ( ))(ngO , geschrieben ( ))()( ngOnf ∈ , wenn gilt:

es gibt eine Konstante 0>c , die von n nicht abhängt, so daß )()( ngcnf ⋅≤  ist für jedes

N∈n  bis auf höchstens endlich viele Ausnahmen („ ..., so daß )()( ngcnf ⋅≤  ist für fast

alle  N∈n “).

Einige Regeln:

( ))()( nfOnf ∈

Für d = const. ist ( ))()( nfOnfd ∈⋅

Es gelte )()( ngcnf ⋅≤  für jedes N∈n  bis auf höchstens endlich viele Ausnahmen. Dann

ist ( ) ( ))()( ngOnfO ⊆ , insbesondere ( ))()( ngOnf ∈ .

( )( ) ( ))()( nfOnfOO = ;

 hierbei ist

( )( )
( )













∈⋅≤

>∈→
=

Ausnahmen  vieleendlich höchstens auf bis  jedesfür  )()(mit  

0  Konstanteeine und )(  Funktioneinegibt  es und : 
 )(

N

RN

nngcnh

cnfOgh
hnfOO

Im folgenden seien 1S  und 2S  zwei Mengen, deren Elemente miteinander arithmetisch ver-

knüpft werden können, etwa durch den Operator o . Dann ist
{ }22112121  und  |  SsSsssSS ∈∈= oo .

Mit dieser Notation gilt:

( ) ( ) ( ))()()()( ngnfOngOnfO ⋅⊆⋅ ,

( ) ( ))()()()( ngOnfngnfO ⋅⊆⋅ ,

( ) ( ) ( ))()()()( ngnfOngOnfO +⊆+ .

Satz 1.1-5:

Ist p ein Polynom vom Grade m, ∑
=

⋅=
m

i

i
i nanp

0

)(  mit R∈ia  und 0≠ma , so ist

( )knOnp ∈)(  für mk ≥ ,

( )km nOn ∈  für mk ≥ .
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Konvergiert ∑
∞

=

⋅=
0

)(
i

i
i nanf  für rn ≤ , so ist für jedes 0≥k : )()(

0

ngnanf
k

i

i
i +⋅= ∑

=

 mit

( )1)( +∈ knOng .

Für 1>a  und 1>b  ist )(log
)(log

1
)(log n

a
n b

b
a ⋅= . Daher gilt

Satz 1.1-6:
Für 1>a  und 1>b  ist ( ))(log)(log nOn ba ∈ .

Wegen )()(log)( 22 nhenhe ⋅=  gilt

Satz 1.1-7:
( )( ))()( 2 nhOnh Oe ∈ .

Für jedes Polynom )(np und jede Exponentialfunktion na  mit 1>a  ist ( ))(npOa n ∉ , jedoch

( )naOnp ∈)( .

Für jede Logarithmusfunktion )(log na  mit 1>a  und jedes Polynom )(np  ist

( ))(log)( nOnp a∉ , jedoch ( ))()(log npOna ∈ .

Für jede Logarithmusfunktion )(log na  mit 1>a  und jede Wurzelfunktion m n  ist

( ))(log nOn a
m ∉ , jedoch ( )m

a nOn ∈)(log .

Insgesamt ergibt sich damit

Satz 1.1-8:
Es seien 1>a  , 1>b , 0N>∈m , )(np  ein Polynom; dann ist

( ) ( ) ( ) ( )nm
b aOnpOnOnO ⊂⊂⊂ )()(log .

Ein Boolescher Ausdruck (Boolesche Formel, Formel der Aussagenlogik) ist eine Zei-
chenkette über dem Alphabet { }  1, 0, ), (, , , , xA ¬∨∧= , der eine Aussage der Aussagenlogik
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darstellt2. Innerhalb eines Booleschen Ausdrucks kommen Variablen vor, die mit dem Zei-
chen x beginnen und von einer Folge von Zeichen aus {0, 1} ergänzt werden. Diese ergän-
zende 0-1-Folge, die an das Zeichen x „gebunden“ ist, wird als Indizierung der Variablen in-
terpretiert. Im folgenden werden daher Variablen als indizierte Variablen geschrieben, wobei
die indizierende 0-1-Folge als Binärzahl in Dezimaldarstellung angegeben wird. Kommen die
Zeichen 0 bzw. 1 innerhalb eines Booleschen Ausdrucks nicht an das Zeichen x gebunden
vor, so werden sie als Konstanten FALSCH (FALSE) bzw. WAHR (TRUE) interpretiert.

Beispielsweise steht ( ) ( )( ) 054351 ∨∨∧¬∨¬∧ xxxxx  für den Booleschen Ausdruck

( ) ( )( ) 0101100111011 ∨∨∧¬∨¬∧ xxxxx .

Die Zeichen ∧ , ∨  bzw. ¬  stehen für die üblichen logischen Junktoren UND, ODER bzw.
NICHT. Ein Boolescher Ausdruck wird nur bei korrekter Verwendung der Klammern „(“ und
„)“ als syntaktisch korrekt angesehen: zu jeder sich schließenden Klammer „)“ muß es weiter
links in der Zeichenkette eine sich öffnende Klammer „(“ geben, und die Anzahlen der sich
öffnenden und schließenden Klammern müssen gleich sein; außerdem müssen die Junktoren
∧ , ∨  bzw. ¬  korrekt verwendet werden.

Die Bedeutungen der Junktoren ∧ , ∨  bzw. ¬  ergeben sich aus folgenden Tabellen.

x x¬
FALSE TRUE
TRUE FALSE

yx ∨ y = FALSE y = TRUE yx ∧ y = FALSE y = TRUE

x = FALSE FALSE TRUE x = FALSE FALSE FALSE

x = TRUE TRUE TRUE x = TRUE FALSE TRUE

Unter einem Literal innerhalb eines Booleschen Ausdrucks versteht man eine Variable ix

oder eine negierte Variable ix¬ .

Ein Boolescher Ausdruck F heißt erfüllbar, wenn es eine Ersetzung der Variablen in F durch
Werte FALSE bzw. TRUE gibt, wobei selbstverständlich  gleiche Variablen durch die gleichen
Werte ersetzt werden (man sagt: die Variablen werden mit FALSE bzw. TRUE belegt), so daß
sich bei Auswertung der so veränderten Formel F gemäß den Regeln über die Junktoren der
Wert TRUE ergibt.

Ein Boolescher Ausdruck F ist in konjunktiver Normalform, wenn F die Form

                                               
2 Die Syntax eines Booleschen Ausdrucks bzw. einer Formel der Aussagenlogik wird hier als bekannt
vorausgesetzt.



1.1   Einige grundlegende Bezeichnungen 15

mFFF ∧∧=  ... 1

und jedes iF  die Form

( )
kiii yyF  ... 

1
∨=

hat, wobei 
jiy  ein Literal oder eine Konstante 0 oder 1 ist, d.h. für eine Variable (d.h.

li xy
j

= ) oder für eine negierte Variable (d.h. li xy
j

¬= ) oder für eine Konstante 0 bzw. 1

steht.

Die Teilformeln iF  von F bezeichnet man als die Klauseln (von F). Natürlich ist eine Klausel

selbst in konjunktiver Normalform.

Eine Klausel iF  von F ist durch eine Belegung der in F vorkommenden Variablen erfüllt, d.h.

besitzt den Wahrheitswert WAHR, wenn mindestens ein Literal in iF  erfüllt ist d.h. den

Wahrheitswert WAHR besitzt. F ist erfüllt, wenn alle in F vorkommenden Klauseln erfüllt
sind.

Zu jedem Booleschen Ausdruck F gibt es einen Booleschen Ausdruck in konjunktiver Nor-
malform, der genau dann erfüllbar ist, wenn F erfüllbar ist.

Nicht jeder Boolesche Ausdruck, selbst wenn er syntaktisch korrekt ist, ist erfüllbar. Bei-
spielsweise ist xx ¬∧  nicht erfüllbar. Mit Hilfe eines systematischen Verfahrens kann man
die Erfüllbarkeit eines Booleschen Ausdrucks F mit n Variablen dadurch testen, daß man

nacheinander alle n2  möglichen Belegungen der Variablen in F mit Wahrheitswerten WAHR
bzw. FALSCH erzeugt. Immer, wenn eine neue Belegung generiert worden ist, wird diese in
die Variablen eingesetzt und der Boolesche Ausdruck ausgewertet. Die Entscheidung, ob F

erfüllbar ist oder nicht, kann u.U. erst nach Überprüfung aller n2  Belegungen erfolgen.

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge { }nvvV , ... , 1=  von

Knoten (vertices) und einer endlichen Menge { } VVeeE k ×⊆= , ... , 1  von Kanten (edges).

Die Kante e v vi j= ( , )  läuft von v i  nach v j  (verbindet v i  mit v j ). Der Knoten v i  heißt An-

fangsknoten der Kante e v vi j= ( , ) , der Knoten v j  Endknoten von e v vi j= ( , ) . Zu einem

Knoten v V∈  heißt { }Evvvvpred ∈′′= ),( |  )(  die Menge der direkten Vorgänger von v,

{ }Evvvvsucc ∈′′= ),( |  )(  die Menge der direkten Nachfolger von v.

Ein Binärbaum Bn = (V, E) mit n Knoten wird durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

1. Entweder ist n ≥ 1  und V n E n= ≥ = −1 1 und ,

 oder es ist n = 0  und V E= = ∅  (leerer Baum).
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2. Bei n ≥ 1  gibt es genau einen Knoten r V∈ , dessen Menge direkter Vorgänger leer ist;
dieser Knoten heißt Wurzel von Bn.

3. Bei n ≥ 1  besteht die Menge der direkten Vorgänger eines jeden Knotens, der nicht die
Wurzel ist, aus genau einem Element.

4. Bei n ≥ 1  besteht die Menge der direkten Nachfolger eines jeden Knotens aus einem Ele-
ment oder zwei Elementen oder ist leer. Ein Knoten, dessen Menge der direkten Nachfol-
ger leer ist,  heißt Blatt.

In einem Binärbaum B = (V, E) gibt es für jeden Knoten v V∈  genau einen Pfad von der

Wurzel r zu v, d.h. es gibt eine Folge ( ) ( ) ( )( )a a a a a am m0 1 1 2 1, , , ,,  . .. ,  −  mit r a= 0 , v am=

und ( )a a Ei i− ∈1 ,  für i = 1, ..., m. Der Wert m gibt die Länge des Pfads an. Um den Knoten v

von der Wurzel aus über die Kanten des Pfads zu erreichen, werden m Kanten durchlaufen.
Diese Länge wird auch als Rang des Knotens v bezeichnet.

500

120

100 300

110 220 400

200

210

700

Rang 0

Rang 1

Rang 2

Rang 3

Rang 4

Rang 5

Höhe 6
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13
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4 12

1 7

18

16 20

1915 17 23

21 27

Der Rang eines Knotens läßt sich auch folgendermaßen definieren:

(i) Die Wurzel hat den Rang 0.
(ii) Ist v ein Knoten im Baum mit Rang 1−r  und w ein direkter Nachfolger von v, so hat w

den Rang r.

Unter der Höhe eines Binärbaums versteht man den maximal vorkommenden Rang eines
Blattes + 1. Die Höhe ist gleich der Anzahl der Knoten, die auf einem Pfad maximaler Länge
von der Wurzel zu einem Blatt durchlaufen werden.

In einem Binärbaum bilden alle Knoten mit demselben Rang ein Niveau des Baums. Das Ni-
veau 0 eines Binärbaums enthält genau einen Knoten, nämlich die Wurzel. Das Niveau 1 ent-
hält mindestens 1 und höchstens 2 Knoten. Das Niveau j enthält höchstens doppelt soviele
Knoten wie das Niveau 1−j . Daher gilt:
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Satz 1.1-9:
1. Das Niveau j ≥ 0  eines Binärbaums enthält mindestens einen und höchstens 2 j

Knoten. Die Anzahl der Knoten vom Niveau 0 bis zum Niveau j (einschließlich)

beträgt mindestens j +1  Knoten und höchstens 2 2 1
0

1j

i

j
j

=

+∑ = −  Knoten.

2. Ein Binärbaum hat maximale Höhe, wenn jedes Niveau genau einen Knoten ent-
hält. Er hat minimale Höhe, wenn jedes Niveau eine maximale Anzahl von Knoten
enthält. Also gilt für die Höhe h Bn( )  eines Binärbaums mit n Knoten:

 log ( ) ( )2 1n h B nn+ ≤ ≤ .

3. Für die Anzahl )(hb  der Blätter eines Binärbaums der Höhe h gilt

  12)(1 −≤≤ hhb .

4. Für die Mindesthöhe )(bh  eines Binärbaums mit 1≥b  vielen Blättern gilt

 1)(log)( 2 +≥ bbh .

5. Die Anzahl (strukturell) verschiedener Binärbäume mit n Knoten beträgt

1
1

2 4 4
5n

n
n n n

C
n

n

n

+






= +
π

  mit einer reellen Konstanten C > 0 .

6. Die mittlere Anzahl von Knoten, die von der Wurzel aus bis zur Erreichung eines
beliebigen Knotens eines Binärbaums mit n Knoten (gemittelt über alle n Knoten)
besucht werden muß, d.h. der mittlere „Abstand“ eines Knotens von der Wurzel, ist

πn C+  mit einer reellen Konstanten C > 0 . Im günstigsten Fall (wenn also alle
Niveaus voll besetzt sind) ist der größte Abstand eines Knotens von der Wurzel in

einem Binärbaum mit n Knoten gleich  log ( ) log ( )2 21n n+ ≈ , im ungünstigsten

Fall ist dieser Abstand gleich n.

1.2 Problemklassen

In der Informatik beschäftigt man sich häufig damit, Problemstellungen mit Hilfe von Rech-
nerprogrammen zu lösen. Meist wird man dabei das Programm so entwerfen, daß es nicht nur
die Lösung für eine einzige konkrete Problemstellung findet, sondern für eine ganze Klasse
von Problemen, die natürlich alle „ähnlich“ spezifiziert sind. Beispielsweise wird ein Sortier-
verfahren in der Lage sein, nicht nur einen Satz von 100 Zahlen zu sortieren, sondern eine be-
liebige Anzahl von Zahlen, eventuell sogar von feiner strukturierten Objekten.

Ein Problem ist eine zu beantwortende Fragestellung, die von Problemparametern (Varia-
blenwerten, Eingaben usw.) abhängt, deren genaue Werte in der Problembeschreibung zu-
nächst unspezifiert sind, deren Typen jedoch in die Problembeschreibung eingeht. Ein Pro-
blem wird beschrieben durch:
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1. eine allgemeine Beschreibung aller Parameter, von der die Problemlösung abhängt; diese
Beschreibung spezifiziert die (Problem-) Instanz (Eingabeinstanz)

2. die Eigenschaften, die die Antwort, d.h. die Problemlösung, haben soll.

Eine spezielle Problemstellung erhält man durch Konkretisierung einer Probleminstanz, d.h.
durch die Angabe spezieller Parameterwerte in der Problembeschreibung.

Im folgenden werden einige grundlegende Problemtypen unterschieden und zunächst an Bei-
spielen erläutert.

Problem des Handlungsreisenden als Optimierungsproblem
(minimum traveling salesperson problem)

Instanz: ) ,( dCx =

{ }nccC  ..., ,1=  ist eine endliche Menge und N→×CCd :  eine Funktion.

Die Menge C kann beispielsweise als eine Menge von Orten und die Wert ),( ji ccd

können als Abstand zwischen ic  und jc interpretiert werden.

Lösung: Eine Permutation (Anordnung) [ ] [ ]nn :1:1: →π , d.h. (implizit) eine Anordnung

)()1(  ..., , ncc ππ  der Werte in C, die den Wert

( ) ( ))1()(
1

)1()( ,, ππππ ccdccd n

n

i
ii +∑

=
+

minimiert (unter allen möglichen Permutationen von [ ]n:1 ).

Dieser Ausdruck gibt die Länge einer „kürzesten Tour“ an, die in )1(πc  startet, nach-

einander alle Orte einmal besucht und direkt vom letzten Ort )(ncπ  nach )1(πc  zu-

rückkehrt. Der Wert )(iπ  gibt an, wo man sich im i-ten Schritt befindet.

Ein Beispiel einer Instanz ist die Menge { }41  ..., , ccC =  mit den Werten ( ) 10, 21 =ccd ,

( ) 5, 31 =ccd , ( ) 9, 41 =ccd , ( ) 6, 32 =ccd , ( ) 9, 42 =ccd , ( ) 3, 43 =ccd  und ( ) ( )ijji ccdccd ,, = .

Die Permutation 







=

3421
4321

π , d.h. die Anordnung 3421 ,,, cccc  der Werte in C ist eine

(optimale) Lösung mit Wert 27.
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Eine verallgemeinerte Formulierung des Problems des Handlungsreisenden bezogen auf end-
liche Graphen lautet:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimierungsproblem

Instanz: ( )wEVG ,,=

( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der

Knotenmenge { }nvvV  ..., ,1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

VVE ×⊆ ; die Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder Kante Ee ∈  ein nichtnegatives

Gewicht.

Lösung: Eine Tour durch G, d.h. eine geschlossene Kantenfolge

( ) ( ) ( ) ( )
113221

, ,, ..., ,, ,, iiiiiiii vvvvvvvv
nnn−

 mit ( ) Evv
jj ii ∈
+1

,  für 1 ..., ,1 −= nj ,

in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal
vorkommt, die minimale Kosten (unter allen möglichen Touren durch G) verur-
sacht. Man kann o.B.d.A. 11

vvi =  setzen.

Die Kosten einer Tour ( ) ( ) ( ) ( )
113221

, ,, ..., ,, ,, iiiiiiii vvvvvvvv
nnn−

 ist dabei die Summe

der Gewichte der Kanten auf der Tour, d.h. der Ausdruck

( ) ( )
11

,,
1

1
ii

n

j
ii vvwvvw

njj
+∑

−

=
+

.

Das Problem des Handlungsreisenden findet vielerlei Anwendungen in den Bereichen

• Transportoptimierung:
Ermittlung einer kostenminimalen Tour, die im Depot beginnt, 1−n Kunden erreicht und im De-
pot endet.

• Fließbandproduktion:
Ein Roboterarm soll Schrauben an einem am Fließband produzierten Werkstück festdrehen. Der
Arm startet in einer Ausgangsposition (über einer Schraube), bewegt sich dann von einer zur
nächsten Schraube (insgesamt n Schrauben) und kehrt in die Ausgangsposition zurück.

• Produktionsumstellung:
Eine Produktionsstätte stellt verschiedene Artikel mit denselben Maschinen her. Der Herstel-
lungsprozeß verläuft in Zyklen. Pro Zyklus werden n unterschiedliche Artikel produziert. Die

Änderungskosten von der Produktion des Artikels iv  auf die des Artikels jv  betragen ( )( )ji vvw ,

(Geldeinheiten). Gesucht wird eine kostenminimale Produktionsfolge. Das Durchlaufen der

Kante ( )ji vv ,  entspricht dabei der Umstellung von Artikel iv  auf Artikel jv . Gesucht ist eine

Tour (zum Ausgangspunkt zurück), weil die Kosten des nächsten, hier des ersten, Zyklusstarts
mit einbezogen werden müssen.
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Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Berechnungsproblem

Instanz: ( )wEVG ,,=

( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der

Knotenmenge { }nvvV  ..., ,1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

VVE ×⊆ ; die Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder Kante Ee ∈  ein nichtnegatives

Gewicht.

Lösung:
Der Wert ( ) ( )

11
,,

1

1
ii

n

j
ii vvwvvw

njj
+∑

−

=
+

 einer kostenminimalen Tour

( ) ( ) ( ) ( )
113221

, ,, ..., ,, ,, iiiiiiii vvvvvvvv
nnn−

 durch G.

Zu  beachten ist hierbei, daß nicht eine kostenminimale Tour selbst gesucht wird, sondern le-
diglich der Wert einer kostenminimalen Tour. Eventuell ist es möglich, diesen Wert (durch
geeignete Argumentationen und Hinweise) zu bestimmen, ohne eine kostenminimale Tour
explizit anzugeben. Das Berechnungsproblem scheint daher „einfacher“ zu lösen zu sein als
das Optimierungsproblem.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Entscheidungsproblem

Instanz: ( )wEVG ,,=  und 0≥∈ RK

( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der

Knotenmenge { }nvvV  ..., ,1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

VVE ×⊆ ; die Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder Kante Ee ∈  ein nichtnegatives

Gewicht.

Lösung: Die Antwort auf die Frage:

Gibt es eine kostenminimale Tour  ( ) ( ) ( ) ( )
113221

, ,, ..., ,, ,, iiiiiiii vvvvvvvv
nnn−

 durch G,

deren Wert K≤  ist?

Bei dieser Problemstellung ist nicht einmal der Wert einer kostenoptimalen Tour gesucht,
sondern lediglich eine Entscheidung, ob dieser Wert „nicht zu groß“, d.h. kleiner als eine vor-
gegebene Schranke ist. Das Entscheidungsproblem scheint daher „noch einfacher“ zu lösen zu
sein als das Optimierungsproblem.

Im vorliegenden Fall des Problems des Handlungsreisenden befindet man sich jedoch im Irr-
tum: In einem noch zu präzisierenden Sinne sind bei diesem Problem alle Problemvarianten
algorithmisch gleich schwierig zu lösen.
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Das Beispiel läßt sich verallgemeinern, wobei im folgenden vom (vermeintlich) einfacheren
Problemtyp zum komplexeren Problemtyp übergegangen wird.

Die Instanz x eines Problems Π  ist eine endliche Zeichenkette über einem endlichen Alpha-

bet ΠΣ , das dazu geeignet ist, derartige Problemstellungen zu formulieren, d.h. *
ΠΣ∈x .

Es werden folgende Problemtypen unterschieden:

Entscheidungsproblem Π :

Instanz: *
ΠΣ∈x

und Spezifikation einer Eigenschaft, die einer Auswahl von Elementen aus *
ΠΣ  zu-

kommt, d.h. die Spezifikation einer Menge *
ΠΠ Σ⊆L  mit

}{ ft  Eigenschanebeschriebe diehat   |  * uuL Σ∈=Π

Lösung: Entscheidung „ja“, falls Π∈ Lx  ist,

Entscheidung „nein“, falls Π∉ Lx  ist.

Bemerkung: In konkreten Beispielen für Entscheidungsprobleme wird gelegentlich die Pro-
blemspezifikation nicht in dieser strengen formalen Weise durchgeführt. Insbe-

sondere wird die Spezifikation der die Menge *
ΠΠ Σ⊆L  beschreibenden Eigen-

schaft direkt bei der Lösung angegeben.

Bei der Lösung eines Entscheidungsproblems geht es also darum, bei Vorgabe einer Instanz
*
ΠΣ∈x  zu entscheiden, ob x zur Menge ΠL  gehört, d.h. eine genau spezifizierte Eigenschaft,

die genau allen Elementen in ΠL  zukommt, besitzt, oder nicht.

Es zeigt sich, daß der hier formulierte Begriff der Entscheidbarkeit sehr eng gefaßt ist. Eine
erweiterte Definition eines Entscheidungsproblems verlangt bei der Vorgabe einer Instanz

*
ΠΣ∈x  nach endlicher Zeit lediglich eine positive Entscheidung „ja“, wenn Π∈ Lx  ist. Ist

Π∉ Lx , so kann die Entscheidung eventuell nicht in endlicher Zeit getroffen werden. Dieser

Begriff der Entscheidbarkeit führt auf die rekursiv aufzählbaren Mengen (im Gegensatz zu
den entscheidbaren Mengen) und ist Gegenstand von Kapitel 3.
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Berechnungsproblem Π :

Instanz: *
ΠΣ∈x

und die Beschreibung einer Funktion **: Σ′→ΣΠf .

Lösung: Berechnung des Werts ( )xf  .

Optimierungsproblem Π :

Instanz: 1. *
ΠΣ∈x

2. Spezifikation einer Funktion ΠSOL , die jedem *
ΠΣ∈x  eine Menge zulässiger

Lösungen zuordnet

3. Spezifikation einer Zielfunktion Πm , die jedem *
ΠΣ∈x  und ( )xy Π∈SOL  ei-

nen Wert ( )yxm ,Π , den Wert einer zulässigen Lösung, zuordnet

4. { }max ,min ∈Πgoal , je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein

Maximierungsproblem handelt.

Lösung: )(SOL* xy Π∈  mit ( ) ( ){ })(SOL | , min, * xyyxmyxm ΠΠΠ ∈=  bei einem Minimie-

rungsproblem (d.h. min=Πgoal ) bzw. ( ) ( ){ })(SOL | , max, * xyyxmyxm ΠΠΠ ∈=

bei einem Maximierungsproblem (d.h. max)=Πgoal .

Der Wert ( )*, yxmΠ  einer optimalen Lösung wird auch mit ( )xm*
Π  bezeichnet.

In dieser (formalen) Terminologie wird das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem wie
folgt formuliert:

Instanz: 1. ( )wEVG ,,=

( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der

Knotenmenge { }nvvV  ..., ,1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

VVE ×⊆ ; die Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder Kante Ee ∈  ein nichtnegati-

ves Gewicht

2. ( ) ( ) ( ) ( ){ }GvvvvvvvvTTG iiiiiiii nnn
 durchTour  eineist  , ,, ..., ,, ,, |  )(SOL

113221 −
== ;

eine Tour durch G ist eine geschlossene Kantenfolge, in der jeder Knoten des
Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal vorkommt

3. für )(SOL GT ∈ , ( ) ( ) ( ) ( )
113221

, ,, ..., ,, ,, iiiiiiii vvvvvvvvT
nnn−

= , ist die Zielfunktion
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definiert durch ( ) ( ) ( )
11

,,,
1

1
ii

n

j
ii vvwvvwTGm

njj
+= ∑

−

=
+

4. min=goal

Lösung: Eine Tour )(SOL* GT ∈ , die minimale Kosten (unter allen möglichen Touren durch

G) verursacht, und ( )*,TGm .

Im folgenden werden zunächst hauptsächlich Entscheidungsprobleme (kommt einem Wort
*
ΠΣ∈x  eine Eigenschaft zu, d.h. gilt Π∈ Lx  für eine Sprache *

ΠΠ Σ⊆L ?) und Berechnungs-

probleme (man berechne den Wert ( )xf  für eine Funktion **: Σ′→ΣΠf ) behandelt. Diese

Probleme sollen algorithmisch gelöst werden. Dazu müssen die Begriffe der Entscheidbarkeit
und der Berechenbarkeit präziser gefaßt und geeignete Modelle Berechnungsmodelle definiert
werden.

1.3 Ein intuitiver Algorithmusbegriff

Ein Algorithmus ist eine Verfahrensvorschrift (Prozedur, Berechnungsvorschrift), die aus ei-
ner endlichen Menge eindeutiger Regeln besteht, die eine endliche Aufeinanderfolge von
Operationen spezifiziert, so daß eine Lösung zu einem Problem bzw. einer spezifischen Klas-
se von Problemen daraus erzielt wird.

Konkret kann man sich einen Algorithmus als ein Computerprogramm vorstellen, das in einer
Pascal-ähnlichen Programmiersprache formuliert ist. Darunter versteht man Programmier-
sprachen, die
• Deklarationen von Variablen (mit geeigneten Datentypen) zulassen
• die üblichen arithmetischen Operationen mit Konstanten und Variablen und Wertzuwei-

sungen an Variablen enthalten
• Kontrollstrukturen wie Sequenz (Hintereinanderreihung von Anweisungen, blockstruk-

turierte Anweisungen, Prozeduren), Alternativen (IF ... THEN ... ELSE, CASE ...
END) und WHILE-Schleifen (WHILE ... DO ...) besitzen.
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Von einem Algorithmus erwartet man eine Reihe von Eigenschaften, damit er als „effektives
Rechenverfahren“ gelten kann:

1. Die Verfahrensvorschrift (das Programm) soll aus einem endlichen Text bestehen.

2. Der Ablauf einer Berechnung soll schrittweise als Folge elementarer Rechenschritte erfol-
gen.

3. Das Verfahren soll deterministisch sein, d.h. in jedem Stadium einer Berechnung soll
vollständig und eindeutig bestimmt sein, welcher elementare Rechenschritt als nächster
getan wird. Ein Text „Bei Eingabe von x kann man für )(xf  einen von endlich vielen

Werten aussuchen“ ist als Teil eines Algorithmus nicht zulässig.

4. Das Verfahren soll abgeschlossen sein, d.h. welcher Rechenschritt als nächster getan wird,
soll ausschließlich von den Eingabewerten und den vorangegangenen berechneten Zwi-
schenergebnissen abhängen. Ein Text „ =)(xf x, wenn es gerade regnet bzw. = 2x sonst “

ist als Teil eines Algorithmus nicht zulässig.

5. Das Verfahren soll im Prinzip beliebig große Zahlen handhaben können.

Typische Fragestellungen bei einem gegebenen Algorithmus für eine Problemlösung sind:

• Hält der Algorithmus immer bei einer gültigen Eingabe nach endlich vielen Schritten an?

• Berechnet der Algorithmus bei einer gültigen Eingabe eine korrekte Antwort?

Die positive Beantwortung beider Fragen erfordert einen mathematischen Korrektheitsbe-
weis des Algorithmus. Bei positiver Beantwortung nur der zweiten Frage spricht man von
partieller Korrektheit. Für die partielle Korrektheit ist lediglich nachzuweisen, daß der Al-
gorithmus bei einer gültigen Eingabe, bei der er nach endlich vielen Schritten anhält, ein kor-
rektes Ergebnis liefert.

• Wieviele Schritte benötigt der Algorithmus bei einer gültigen Eingabe höchstens (worst
case analysis) bzw. im Mittel (average case analysis), d.h. welche (Zeit-) Komplexität
hat er im schlechtesten Fall bzw. im Mittel? Dabei ist es natürlich besonders interessant
nachzuweisen, daß die Komplexität des Algorithmus von der jeweiligen Formulierungs-
grundlage (Programmiersprache, Maschinenmodell) weitgehend unabhängig ist.

Entsprechend kann man nach dem benötigten Speicherplatzbedarf (Platzkomplexität) eines
Algorithmus fragen.
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Die Beantwortung dieser Fragen für den schlechtesten Fall gibt obere Komplexitätsschran-
ken (Garantie für das Laufzeitverhalten bzw. den Speicherplatzbedarf) an.

• Gibt es zu einer Problemlösung eventuell ein „noch besseres“ Verfahren (mit weniger
Rechenschritten, weniger Speicherplatzbedarf)? Wieviele Schritte wird jeder Algorith-
mus mindestens durchführen, der das vorgelegte Problem löst?

Die Beantwortung dieser Frage liefert untere Komplexitätsschranken.

Entsprechend der verschiedenen Problemtypen (Entscheidungsproblem, Berechnungspro-
blem, insbesondere Optimierungsproblem) gibt es auch unterschiedliche Typen von Algo-
rithmen:

Ein Algorithmus 
ΠLA  für ein Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *

ΠΠ Σ⊆L  hat die

Schnittstellen und die Form

Eingabe: *
ΠΣ∈x

Ausgabe: ja (accept), falls Π∈ Lx  gilt

nein (reject), falls Π∉ Lx  gilt.

Bei Eingabe von *
ΠΣ∈x  wird mit ( )xLΠ

A , ( ) { }nein ja, ∈
Π

xLA , die Entscheidung von

ΠLA  bezeichnet.

Es gilt also für *
ΠΣ∈x :

Es ist Π∈ Lx  genau dann, wenn 
ΠLA  bei Eingabe von *

ΠΣ∈x  mit ( ) ja=
Π

xLA  stoppt.

Wie bereits in Kapitel 1.2 bemerkt, erweist sich der definierte Begriff des Entscheidungs-
algorithmus als zu eng gefaßt, wenn man fordert, daß der Algorithmus bei jeder Eingabe

*
ΠΣ∈x  stoppt (entweder mit Antwort ja oder nein). Es werden daher auch Entscheidungs-

probleme algorithmisch behandelt, die Verfahren zulassen, die nicht bei jeder Eingabe anhal-

*
ΠΣ∈x ja, Π∈ Lx

nein, Π∉ LxΠLA
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ten. Bei Eingabe von *
ΠΣ∈x  stoppt der Algorithmus mit Antwort ja, falls Π∈ Lx  ist. Für

Π∉ Lx  wird zugelassen, daß der Algorithmus entweder mit Antwort nein stoppt oder nicht

terminiert. Dieser Algorithmusbegriff führt auf den Begriff der rekursiv aufzählbaren Men-
gen.

Ein Algorithmus fA  für ein Berechnungsproblem Π (Berechnung einer Funktion
**: Σ′→ΣΠf ) hat die Schnittstellen und die Form

Eingabe: *
ΠΣ∈x

Ausgabe: *)( Σ′∈xf

Mit ( )xfA  wird das Berechnungsergebnis von fA  bei Eingabe von *
ΠΣ∈x  bezeichnet, d.h.

( ) )(xfxf =A . Falls fA  bei einer Eingabe *
ΠΣ∈x  nicht anhält, ist )(xf  nicht definiert. In

diesem Fall berechnet fA  eine partielle Funktion.

Mit diesen sehr „vagen“ Begriff der Berechenbarkeit läßt sich bereits zeigen, daß es Funktio-
nen gibt, die nicht berechenbar sind. Genauer:

Satz 1.3-1:
Es gibt nichtberechenbare Funktionen der Form { } 1 0, : →Ng .

Beweis:

Wieder wird die Diagonalisierungstechnik verwendet (vgl. den Beweis von Satz 1.1-3):
Jedes Berechnungsverfahren ist ein Algorithmus, der mit Hilfe eines endlichen Alphabets Σ
formuliert werden kann. Die Menge B aller Berechnungsverfahren für Funktionen der Form

{ } 1 0, : →Ng  ist daher eine Teilmenge von *Σ  und damit abzählbar (unendlich). Es gibt da-

her eine bijektive Funktion Bf →N: , d.h. { }... ),2( ,)1( ,)0( fffB = . Die folgende Argu-

mentation wird klarer, wenn man B in der Form { }... , , , 210 fffB =  darstellt, d.h. die Nummer

einer Funktion in B als Index angibt. Es wird eine Funktion { } 1 0, :0 →Ng  wie folgt defi-

niert:

*
ΠΣ∈x

fA *)( Σ′∈xf
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{ }











=
=

→

→

0)( falls1
1)( falls0

 1 0, 
:0

nf
nf

ng

n

n

N
  ist.

Angenommen, die Funktion 0g  komme in B vor. Dann hat 0g  eine Nummer N∈gi  in der

Aufzählung von B, also 
gi

fg =0 . Nun gibt es zwei Möglichkeiten: entweder ( ) 00 =gig  oder

( ) 10 =gig .

Ist ( ) 00 =gig , dann ist (nach Definition von 0g ) ( ) 1=gi if
g

. Wegen 
gi

fg =0  entsteht der Wi-

derspruch ( ) ( ) 10 0 === gig ifig
g

.

Ist ( ) 10 =gig , dann ist (nach Definition von 0g ) ( ) 0=gi if
g

. Wieder ergibt sich ein Wider-

spruch, nämlich ( ) ( ) 01 0 === gig ifig
g

.

Daher ist Bg ∉0  und damit eine nichtberechenbare Funktion der Form { } 1 0, : →Ng . ///

Der Vollständigkeit halber soll noch die Form eines Algorithmus zur Lösung eines Optimie-
rungsproblems, wie es in Kapitel 1.2 definiert wurde, angeführt werden:

Ein Algorithmus OPTA  für ein Optimierungsproblem Π mit Zielfunktion Πm  und Opti-

mierungsziel { }max ,min ∈Πgoal  hat die Schnittstellen und die Form

Eingabe: *
ΠΣ∈x

Ausgabe: )(SOL* xy Π∈  und ( ) ( ){ })(SOL | ,, * xyyxmgoalyxm ΠΠΠΠ ∈=

Mit ( )xOPTA  wird die von OPTA  bei Eingabe von *
ΠΣ∈x  ermittelte Lösung bezeichnet, d.h.

( ) ( )( )** ,, yxmyxOPT Π=A . Hier wird implizit vorausgesetzt,daß für *
ΠΣ∈x  die Menge

)(SOL xΠ  nichtleer ist.

*
ΠΣ∈x

OPTA )(SOL* xy Π∈  und  ( )*, yxmΠ
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2 Modelle der Berechenbarkeit

In diesem Kapitel werden zwei unterschiedliche Ansätze beschrieben, die den Begriff der Be-
rechenbarkeit mathematisch exakt formulieren: das Modell der Turingmaschine und das Mo-
dell der Random Access Maschine. Beide Modelle sind „theoretische“ Modelle, da man we-
der eine Turingmaschine noch eine Random Access Maschine (wegen der Modellierung des
eingesetzten Speichers) physisch bauen kann. Sie ähneln jedoch sehr der Architektur heutiger
Rechner.

Beide Modelle haben ihre Stärken. Die Turingmaschine ist Basismodell in der Automaten-
theorie, die ihrerseits eng verknüpft mit der Theorie der Formalen Sprachen ist. Diese wieder-
um hat erst die Grundlage dazu gelegt, daß wir heute über Programmiersprachen und schnelle
Compiler und über mächtige Modellierungswerkzeuge in der Anwendungsentwicklung verfü-
gen. Die Random Access Maschine ist ein Modell eines Rechners einschließlich einer sehr
einfachen Assemblersprache, so daß es eher einen mechanischen Zugang zum Begriff der Be-
rechenbarkeit liefert. Es stellt sich heraus, daß die Modelle äquivalent in dem Sinne sind, daß
sie in der Lage sind, die gleiche Menge von Funktionen zu berechnen bzw. die gleichen Men-
gen zu entscheiden (in einem noch zu präzisierenden Sinn).

Ein weiterer Ansatz, der jedoch auch hier nicht vertieft wird, beschäftigt sich damit, eine Pro-
grammiersprache auf ihre minimale Anzahl möglicher Anweisungstypen zu reduzieren. Auch
hier stellt sich heraus, daß die Berechnungsfähigkeit dieses Modells mit der einer Turingma-
schine äquivalent ist.

Auch weitere hier nicht behandelte Ansätze wie die eher mathematisch ausgerichteten Theori-
en der µ -rekursiven Funktionen oder des Churchsche λ -Kalküls haben bisher keinen for-

malen umfassenderen Berechenbarkeitsbegriff erzeugt. Daher wird die als Churchsche These
bekannte Aussage als gültig angesehen, nach der das im folgenden behandelte Modell der Tu-
ringmaschine die Formalisierung des Begriffs „Algorithmus“ darstellt.

2.1 Deterministische Turingmaschinen

Das hier beschriebene Modell zur Berechenbarkeit wurde 1936 von Alan Turing (1912 –
1954) vorgestellt, und zwar noch vor der Entwicklung der Konzepte moderner Computer.
Grundlage ist dabei die Vorstellung, daß eine Berechnung mit Hilfe eines mechanischen Ver-
fahrens durchgeführt wird, wobei Zwischenergebnisse auf einem Rechenblatt notiert und
später wieder verwendet werden können. Die seinem Initiator zu Ehren genannte Turingma-
schine stellt ein theoretisches Modell zur Beschreibung der Berechenbarkeit dar und ist trotz
seiner Ähnlichkeit mit heutigen Computern hardwaremäßig nicht realisierbar, da es über ei-
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nen abzählbar unendlich großen Speicher verfügt. Es hat wesentlichen Einfluß sowohl auf die
mathematische Logik als auch auf die Entwicklung heutiger Rechner genommen.

Eine deterministische k-Band-Turingmaschine (k-DTM) TM ist definiert durch
( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=

mit:

1. Q ist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge
2. Σ  ist eine endliche nichtleere Menge: das Arbeitsalphabet; Σ  enthält alle Zeichen, die in

Feldern der Bänder (siehe unten) stehen können
3. Σ⊆I ist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet; mit den Zeichen aus I

werden die Wörter der Eingabe gebildet
4. Σ∈b  \ I ist das Leerzeichen
5. Qq ∈0  ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

6. Qqaccept ∈  ist der akzeptierende Zustand (Endzustand)

7. δ : (Q \ {qaccept}) { }( )kk SRLQ ,,×Σ×→Σ×  ist eine partielle Funktion, die Überführungs-

funktion; insbesondere ist ( )kaaq , ... ,, 1δ  für acceptqq =  nicht definiert; zu beachten ist,

daß δ  für einige weitere Argumente eventuell nicht definiert ist.

Anschaulich kann man sich die Arbeitsweise einer k-DTM wie folgt vorstellen:

Es gibt k (Speicher-) Bänder, die jeweils in Zellen eingeteilt sind und nach rechts unendlich
lang sind. Jede Zelle eines jeden Bands kann einen Buchstaben des Arbeitsalphabets aufneh-
men. Eine Zelle, die das Leerzeichen enthält, wird als leere Zelle bezeichnet. Für jedes Band
gibt es genau einen Schreib/Lesekopf, der jeweils genau über einer Zelle steht. Dieser kann
den Zellinhalt lesen, neu beschreiben und zur linken oder rechten Nachbarzelle übergehen
oder auf der Zelle stehenbleiben. Welche Aktion der jeweilige Schreib/Lesekopf unternimmt,
wird in der Überführungsfunktion δ  in Abhängigkeit vom Zustand (des Steuerwerks) und der
auf den Bändern gelesenen Zeichen angegeben.

Die Arbeitsweise der k-DTM wird durch ein endliches Steuerwerk festgelegt, dessen Zu-
standsüberführungen getaktet ablaufen und durch δ  beschrieben werden:

Liest der Kopf des i-ten Bandes den Buchstaben Σ∈ia  (i = 1, ..., k), ist das Steuerwerk im

Zustand q und ist
( ) ( ) ( )( )kkk dbdbqaaq , ..., ,,,, ... ,, 111 ′=δ ,

dann geht das Steuerwerk in den Zustand q′  über, der i-te Kopf schreibt ib  und geht zur lin-

ken Nachbarzelle für Ld i =  (falls dieses möglich ist), zur rechten Nachbarzelle für Rd i =

oder bleibt für Sd i =  über der Zelle stehen.
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Ist ( )kaaq , ... ,, 1δ  nicht definiert, so hält die k-DTM im Zustand q an (stoppt im Zustand

q). Sobald also der akzeptierende Zustand acceptq  erreicht wird, hält die Turingmaschine an, da

( )kaaq , ... ,, 1δ  für acceptqq =  nicht definiert ist. Sie kann aber auch eventuell vorher in einem

anderen Zustand anhalten (nämlich dann, wenn ( )kaaq , ... ,, 1δ  nicht definiert ist), oder sie

kann beliebig lange weiterlaufen (sie hält nicht an). Diese Situation tritt beispielsweise
dann ein, wenn die Turingmaschine in einen Zustand acceptqq ≠  kommt und

( ) ( ) ( )( )SaSaqaaq kk , ..., ,,,, ... ,, 11 =δ  ist. Eine andere Möglichkeit eines endlosen Weiterlau-

fens ergibt sich dann, wenn die Turingmaschine in einen Zustand acceptqq ≠  kommt, alle Köp-

fe über Zellen stehen, die das Leerzeichen b enthalten, rechts dieser Zellen auf allen Bändern
nur noch Leerzeichen stehen und  ( ) ( ) ( )( )RbRbqbbq , ..., ,,,, ... ,, =δ  ist.

Die Werte ( ) ( ) ( )( )kkk dbdbqaaq , ..., ,,,, ... ,, 111 ′=δ  der Überführungsfunktion werden häufig in

Form einer endlichen Tabelle angegeben:
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momentaner
Zustand

Symbol unter dem
Schreib/Lesekopf auf

neuer Zustand neues Symbol,
 Kopfbewegung auf

Band 1 ... Band k Band 1 ... Band k
q 1a ... ka q′

11,db ... kk db ,

Eine Konfiguration K einer k-DTM TM beschreibt den gegenwärtigen Gesamtzustand von
TM, d.h. den gegenwärtigen Zustand zusammen mit den Bandinhalten und den Positionen der
Schreib/Leseköpfe:

( ) ( )( )kk iiqK , ..., ,,, 11 αα=  mit Qq∈ , *Σ∈jα , 1≥ji  für j = 1, ..., k.

Diese Konfiguration K wird folgendermaßen interpretiert:

TM ist im Zustand q, das j-te Band (für j = 1, ..., k) enthält linksbündig die endliche Zeichen-
kette jα  (jeder Buchstabe von jα  belegt eine Zelle), gefolgt von Zellen, die das Leerzeichen

enthalten (leere Zellen), der Schreib/Lesekopf des j-ten Bands steht über der ji -ten Zelle; für

[ ]jji α:1∈  ist dieses der ji -teBuchstaben von jα , für 1+≥ jji α  steht der Schreib/Lesekopf

hinter jα  über einer Zelle, die das Leerzeichen enthält.

Ist ja  der ji -te Buchstabe von jα  bzw. ba j =  für 1+≥ jji α , und ist

( ) ( ) ( )( )kkk dbdbqaaq , ..., ,,,, ... ,, 111 ′=δ ,

dann geht die TM in die Folgekonfiguration K ′  über, die durch
( ) ( )( )kk iiqK ′′′=′ , ..., ,,, 11 ββ

definiert wird. Dabei entsteht jβ  aus jα  durch Ersetzen von ja  durch jb . Die Positionen ji′

der Schreib/Leseköpfe der Folgekonfiguration K ′  lauten









≥=−
=
=+

=′

.2 und für1
für
für1

jjj

jj

jj

j

iLdi
Sdi
Rdi

i

Man schreibt in diesem Fall
KK ′⇒ .

Die Bezeichnung KK ′⇒*  besagt, daß entweder keine Konfigurationsänderung stattgefun-
den hat (es ist dann KK ′= ) oder daß es eine Konfiguration 1K  gibt mit 1KK ⇒  und

KK ′⇒*
1  (auch geschrieben als KKK ′⇒⇒ *

1 ).
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Man schreibt KK m ′⇒  mit N∈m , wenn K ′  aus K durch m Konfigurationsänderungen her-
vorgegangen ist, d.h. wenn es m Konfigurationen 1K , ..., mK  gibt mit

KKKK m ′=⇒⇒⇒  ... 1 .

Für 0=m  ist dabei KK ′= .

Eine Konfiguration 0K , die den Anfangszustand 0q  und auf dem 1. Band ein Wort *Iw∈

enthält, wobei sich auf allen anderen Bändern nur Leerzeichen befinden und die Köpfe über
den am weitesten links stehenden Zellen stehen, d.h. eine Konfiguration der Form

( ) ( ) ( )( )1, ..., ,1,,1,,00 εεwqK = ,

heißt Anfangskonfiguration mit Eingabewort w. Da *Iw∈  ist und das Leerzeichen nicht
zu I gehört, kann TM (bei entsprechender Definition der Überführungsfunktion) das Ende von
w, nämlich das erste Leerzeichen im Anschluß an w, erkennen. Im folgenden wird gelegent-

lich für eine Eingabe *Iw∈  auch *Σ∈w  geschrieben und dabei implizit angenommen, daß w
nur Buchstaben aus I enthält.

Eine Konfiguration acceptK , die den akzeptierenden Zustand acceptq  enthält, d.h. eine Konfigu-

ration der Form
( ) ( )( )kkacceptaccept iiqK , ..., ,,, 11 αα= ,

heißt akzeptierende Konfiguration (Endkonfiguration).

Ein Wort w über dem Eingabealphabet wird von TM akzeptiert, wenn gilt:

( ) ( ) ( )( ) acceptKwq *
0 1, ..., ,1,,1,, ⇒εε

mit einer Endkonfiguration acceptK .

Die von einer k-DTM TM akzeptierte Sprache ist die Menge

{ }akzeptiert   von wird und  |  )( * TMwIwwTML ∈=

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }kkaccept iiqwqIww , ..., ,,,1, ..., ,1,,1,, und  |  11
*

0
* ααεε ⇒∈= .

Zu beachten ist, daß TM eventuell auch dann bereits eine Endkonfiguration erreicht, wenn das
Eingabewort w noch gar nicht komplett gelesen ist. Auch in diesem Fall gehört w zu L(TM).

Für )(TMLw∉  hält TM entweder nicht im Zustand acceptq , oder TM läuft unendlich lange

weiter, d.h. die Überführungsfolge KK ′⇒0  läßt sich unendlich lang fortsetzen, ohne daß ei-

ne Konfiguration erreicht wird, die den Endzustand enthält.
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Eine 2-DTM Turingmaschine zur Akzeptanz von

{ }{ } { }ε∪∈= +  Zahl geradeneiner  tellung Binärdarsdieist   und 1 ,0  |  )( wwwTML

Die 2-DTM ( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  wird gegeben durch

{ }210  , , qqqQ = , { }b 1, 0, =Σ , { }1 0, =I , 1qqaccept =  mit der Überführungsfunktion δ , die

durch folgende Tabelle definiert ist:

momentaner
Zustand

Symbol unter dem
Schreib/Lesekopf auf

neuer Zustand neues Symbol,
 Kopfbewegung auf

Band 1 Band 2 Band 1 Band 2

0q b b 1q b, S 1, S

0 b
0q 0, R b, S

1 b 2q 1, R b, S

2q b b
2q b, R b, S

0 b 0q 0, R b, S

1 b 2q 1, R b, S

TM stoppt bei Eingabe von w nicht, falls w die Binärdarstellung einer ungeraden Zahl ist.

Eine 2-DTM Turingmaschine zur Akzeptanz der Palindrome über { 0, 1}

Die folgende Turingmaschine 2-DTM TM akzeptiert genau die Palindrome über {0, 1}:

{ }{ } { }ε∪==∈= −−
+

1111 ...... und 1 ,0  |  )( aaaaaawwwTML nnnn .

( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  mit { }50  ..., , qqQ = , { }# , 1, ,0 b=Σ , { }1 ,0 =I  , 5qqaccept = .

TM arbeitet wie folgt:

1. Die 1. Zelle des 2. Bandes wird mit # markiert. Dann wird das Eingabewort auf das 2.
Band kopiert; der Kopf des 1. Bandes steht jetzt unmittelbar rechts des Eingabeworts.

2. Der Kopf des 2. Bandes wird bis zum Zeichen # zurückgesetzt.
3. Der Kopf des 1. Bandes wird jeweils um 1 Zelle nach links und der Kopf des 2. Bandes

um 1 Zelle nach rechts verschoben. Wenn die von den Köpfen jeweils gelesenen Symbole
sämtlich übereinstimmen, ist das Eingabenwort ein Palindrom, und die Maschine geht in
den Zustand 5qq f =  und stoppt. Sonst stoppt die Maschine in einem von fq  verschiede-

nen Zustand.
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Die Überführungsfunktion  wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner
Zustand

Symbol unter dem
Schreib/Lesekopf auf

neuer
Zustand

neues Symbol,
 Kopfbewegung auf

Band 1 Band 2 Band 1 Band 2

0q 0 b 1q 0, S #, R

1 b
1q 1, S #, R

b b acceptq b, S b, S

1q 0 b
1q 0, R 0, R

1 b 1q 1, R 1, R

b b 2q b, S b, L

2q b 0
2q b, S 0, L

b 1 2q b, S 1, L

b #
3q b, L #, R

3q 0 0 4q 0, S 0, R

1 1
4q 1, S 1, R

4q 0 0 3q 0, L 0, S

0 1
3q 0, L 1, S

1 0 3q 1, L 0, S

1 1
3q 1, L 1, S

0 b acceptq 0, S b, S

1 b acceptq 1, S b, S
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Beobachtet man die Arbeitsweise einer Turingmaschine TM bei einem Eingabewort w, so
liegt nach endlich vielen Überführungen eine der folgenden Situationen vor:

1. Fall: TM ist bereits in einem Zustand acceptqq ≠  stehengeblieben (d.h. ...) ,(qδ  ist nicht de-

finiert). Dann ist )(TMLw∉ .

2. Fall: TM ist bereits im Zustand acceptq  stehengeblieben. Dann ist )(TMLw∈ .

3. Fall: TM ist noch nicht stehengeblieben, d.h. TM befindet sich in einem Zustand acceptqq ≠ ,

für den ...) ,(qδ  definiert ist. Dann ist noch nicht entschieden, ob )(TMLw∈  oder

)(TMLw∉  gilt. TM ist eventuell noch nicht lange genug beobachtet worden. Es ist

nicht „vorhersagbar“, wie lange TM beobachtet werden muß, um eine Entscheidung
zu treffen (es ist algorithmisch unentscheidbar).

Eine Turingmaschine TM kann als Berechnungsvorschrift definiert werden: Das 1. Band
wird als Eingabeband und ein Band, etwa das k-te Band, als Ausgabeband ausgezeichnet.

Die Turingmaschine TM berechnet eine partielle Funktion **: Σ→IfTM , wenn gilt:

Startet TM im Anfangszustand mit w, d.h. startet TM mit w auf dem Eingabeband im Zustand

0q  (alle anderen Bänder sind leer), und stoppt TM nach endlich vielen Schritten im akzeptie-

renden Zustand acceptq , dann wird die Bandinschrift y des Ausgabebands von TM als Funkti-

onswert )(wfy TM=  interpretiert. Falls TM überhaupt nicht oder nicht im Endzustand stehen-

bleibt, dann ist )(wfTM  nicht definiert. Daher ist TMf  eine partielle Funktion.

Eine 2-DTM zur Berechnung der (totalen) Funktion 




+→
→

1
:

nn
f

NN

Die folgende 2-DTM berechnet die (totale) Funktion 




+→
→

1
:

nn
f

NN
:

Hierbei wird ein N∈n  als Zeichenkette in seiner Binärdarstellung auf das Eingabeband ge-
schrieben; die höchstwertige Stelle steht dabei ganz links. Der Wert 0 wird als Zeichenkette 0
eingegeben, alle anderen Werte N∈n  ohne führende Nullen. Entsprechend steht abschlie-
ßend n + 1 in seiner Binärdarstellung ohne führende Nullen auf dem Ausgabeband (2. Band).

( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  mit { }190  ..., , qqQ = , { }# , 1, ,0 b=Σ , { }1 ,0 =I  , 19qqaccept = .
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TM arbeitet wie folgt:

1. Auf das 2. Band wird zunächst das Zeichen # geschrieben, das das linke Ende des 2. Ban-
des markieren soll. Dann wird auf das 2. Band eine 0 geschrieben und das Eingabewort w
auf das 2. Band kopiert (auf dem 2. Band steht jetzt #0w, d.h. das Eingabewort w ist durch
eine führende 0 ergänzt worden).

2. Auf dem 2. Band werden von rechts alle 1‘en in 0‘en invertiert, bis die erste 0 erreicht ist;
diese wird durch 1 ersetzt (Addition n := n + 1).

3. Der Kopf des 2. Bandes wird auf die Anfangsmarkierung # zurückgesetzt und geprüft, ob
rechts dieses Zeichens eine 0 steht (das bedeutet, daß die anfangs an w angefügte führende
0 wieder entfernt werden muß).

4. In diesem Fall wird der Inhalt des 2. Bandes komplett um zwei Position nach links ver-
schoben. Dadurch werden die führende 0 und das Zeichen # auf dem 2. Band entfernt. Es
ist zu beachten, daß am rechten Ende des 2. Bandes 2 Leerzeichen gesetzt werden.

5. Andernfalls wird der Inhalt des 2. Bandes um 1 Position nach links verschoben und da-
durch das Zeichen # entfernt.

Die Überführungsfunktion  wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner
Zustand

Symbol unter dem
Schreib/Lesekopf auf

neuer
Zustand

neues Symbol,
Kopfbewegung auf

Bemerkung

Band 1 Band 2 Band 1 Band 2

0q 0 b 1q 0, S #, R linkes Ende für n+1

1 b
1q 1, S #, R markieren

1q 0 b 2q 0, S 0, R führende 0 erzeugen

1 b 2q 1, S 0, R

2q 0 b
2q 0, R 0, R Inhalt des Eingabe-

1 b 2q 1, R 1, R bandes auf 2. Band

b b
3q b, S b, L kopieren

3q b 0 4q b, S 1, S 1 addieren:
anhängende 1‘en in-

b 1 3q b, S 0, L vertieren, erste 0 von
rechts invertieren

4q b 0 4q b, S 0, L auf # zurückgehen

b 1 4q b, S 1, L

b #
5q b, S #, R

../..
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5q b 0
6q b, S 0, R muß führende 0

b 1 15q b, S 1, S entfernt werden?

6q b 0
7q b, S 0, L gelesenes Zeichen

b 1
8q b, S 1, L im Zustand merken

b b 13q b, S b, L

7q b 0
9q b, S 0, L 2. Kopf um 1 Positi-

b 1 9q b, S 1, L on nach links setzen

8q b 0
10q b, S 0, L 2. Kopf um 1 Positi-

b 1 10q b, S 1, L on nach links setzen

9q b 0
11q b, S 0, R 0 schreiben

b 1 11q b, S 0, R

b # 11q b, S 0, R

10q b 0
11q b, S 1, R 1 schreiben

b 1 11q b, S 1, R

b #
11q b, S 1, R

11q b 0 12q b, S 0, R 2. Kopf um 1 Positi-

b 1 12q b, S 1, R on nach rechts set-
zen

12q b 0
6q b, S 0, R 2. Kopf  1 weitere

b 1 6q b, S 1, R Position nach rechts
setzen

13q b 0 14q b, S b, L letztes Zeichen

b 1
14q b, S b, L löschen und  nach

links gehen

14q b 0 fqq =19 b, S b, S letztes Zeichen

b 1 fqq =19 b, S b, S löschen und STOP

15q b 0 16q b, S 0, L gelesenes Zeichen

b 1
17q b, S 1, L im Zustand merken

b b 14q b, S b, L

16q b 0
18q b, S 0, R 0 schreiben

b 1 18q b, S 0, R

b #
18q b, S 0, R

../..
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17q b 0
18q b, S 1, R 1 schreiben

b 1 18q b, S 1, R

b #
18q b, S 1, R

18q b 0 15q b, S 0, R 2. Kopf um 1 Posi-

b 1 15q b, S 1, R tion nach rechts set-
zen

Die Konzepte der Berechnung partieller Funktionen und das Akzeptieren von Sprachen mit-
tels Turingmaschinen sind äquivalent:

Satz 2.1-1:

Berechnet die Turingmaschine TM die partielle Funktion **: Σ→IfTM , dann kann man

eine Turingmaschine MT ′  konstruieren mit ( ) { } )( | # wfyywMTL TM==′ .

Akzeptiert die Turingmaschine TM die Sprache )(TML , dann läßt sich TM so modifi-

zieren, daß sie die partielle Funktion **: Σ→IfTM  berechnet, die definiert ist durch

ywfTM =)(  genau dann, wenn gilt:

     ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 ,, ..., ,,,,,1,,1, ..., ,1,,1,, 11-2211
*

0 +⇒ − yyiiiqwq kkaccept αααεεε

Die Aussage läßt die Interpretation zu, daß die Verifikation eines Funktionsergebnisses ge-
nauso komplex ist wie die Berechnung des Funktionsergebnisses selbst.

Die Überführungsfunktion δ  einer Turingmaschine TM werde folgendermaßen modifiziert:
Die Zustandsmenge Q wird um einen neuen Zustand rejectq  erweitert. Für alle bisherigen Zu-

stände Qq∈  mit acceptqq ≠ , für die ( )... ,qδ  nicht definiert ist, werden in δ  die Zeilen

( ) ( ) ( )( )SaSaqaaq krejectk  , ..., , , ,  ..., , , 11 =δ  mit Σ∈ia  für ki  ..., ,1=

aufgenommen. Für rejectq  ist δ  nicht definiert. Kommt die so modifizierte Turingmaschine

bei Eingabe eines Wortes *Iw∈  in einen Zustand Qq∈  mit acceptqq ≠ , für die ( )... ,qδ  bis-

her nicht definiert war (es ist dann )(TMLw∉ ), so macht die modifizierte Turingmaschine

noch eine Überführung, ohne die Bandinhalte zu ändern, und stoppt im Zustand rejectq , ohne

das Wort w zu akzeptieren. Man kann daher annehmen, daß eine Turingmaschine TM so defi-
nierte Zustände acceptq  und rejectq  enthält. Der Zustand acceptq  heißt akzeptierender Zustand,

der Zustand rejectq  heißt nicht-akzeptierender (verwerfender) Zustand. Startet TM bei Ein-
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gabe eines Wortes *Iw∈  im Anfangszustand 0q , so zeigt sie folgendes Verhalten: Entweder

kommt TM in den Zustand acceptq , dann ist )(TMLw∈  und die Eingabe w wird akzeptiert;

oder TM kommt in den Zustand rejectq , dann ist )(TMLw∉  und die Eingabe w wird verwor-

fen; oder TM läuft unendlich lange weiter, dann ist ebenfalls )(TMLw∉ . Man kann TM da-

her als Blackbox darstellen, die eine Eingangsschnittstelle besitzt, über die im Anfangszu-

stand 0q  ein Wort *Iw∈  eingegeben wird und der Start der Berechnung gemäß der Überfüh-

rungsfunktion δ  erfolgt. Sie besitzt zwei „aktivierbare“ Ausgangsschnittstellen: Die erste
Ausgangsschnittstelle wird von TM dann aktiviert, wenn TM bei der Berechnung den Zustand

acceptq  erreicht und stoppt; es ist dann )(TMLw∈ . Die zweite Ausgangsschnittstelle wird von

TM aktiviert, wenn TM bei der Berechnung den Zustand rejectq  erreicht und stoppt; es ist dann

)(TMLw∉ . Wird keine Ausgangsschnittstelle aktiviert, weil TM nicht anhält, dann ist eben-

falls )(TMLw∉ . Eine graphische Repräsentation von TM sieht wie folgt aus.

Da die Turingmaschine TM dazu verwendet wird, um festzustellen, ob ein Eingabewort
*Iw∈  von ihr akzeptiert wird, kann man TM vereinfacht auch folgendermaßen darstellen:

Turingmaschinen können zu neuen Turingmaschinen zusammengesetzt werden: Es seien zwei
Turingmaschinen ( )acceptqqbIQTM ,10,11111 ,,,,,, δΣ=  und ( )acceptqqbIQTM ,20,22222 ,,,,,, δΣ=

mit disjunkten Zustandsmengen ( ∅=∩ 21 QQ ) und demselben Eingabealphabet 1Σ⊆I  und

2Σ⊆I  und jeweils getrennten Bändern gegeben. Die Anzahl der Bänder von 1TM  sei 1k , die

*Iw∈
0q

acceptq

rejectq

)(TMLw∈

)(TMLw∉

stoppt nicht )(TMLw∉

TM

*Iw∈
0q

acceptq
acceptq

rejectq

)(TMLw∈

stoppt nicht

TM
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von 2TM  sei 2k . Jeweils das 1. Band ist das Eingabeband. Beispiele für die Möglichkeiten

der Zusammensetzung sind:

• Man kann eine neue Turingmaschine TM durch Hintereinanderschaltung von 1TM  und

2TM  konstruieren, die die Bänder von 1TM  und 2TM  umfaßt, d.h. 21 kk +  viele Bänder

besitzt, und folgendermaßen arbeitet: Eine Eingabe *Iw∈  für die zusammengesetzte Tu-
ringmaschine TM wird auf das 1. Band von 1TM  gegeben und auf das 1. Band von 2TM

kopiert. Jetzt wird zunächst das Verhalten von 1TM  auf w simuliert. Falls 1TM  das Wort

w akzeptiert, d.h. in den Zustand wird acceptq ,1  gelangt, wird das Verhalten von 2TM  auf w

simuliert. TM akzeptiert das Wort w, falls 2TM  das Wort w akzeptiert. Es gilt:

( ) ( )21)( TMLTMLTML ∩= . Graphisch läßt sich TM wie folgt darstellen.

Die formale Notation von TM mit Hilfe der Überführungsfunktion ist etwas mühsam:

Es ist ( )acceptqqbIQTM ,20,1 ,,,,,, δΣ= . Dabei ist

{ }skipcopy qqQQQ  , 21 ∪∪=  die Zustandsmenge von TM mit zwei neuen Zuständen copyq

und skipq , die nicht in 21 QQ ∪  enthalten sind,

{ }# 21 ∪Σ∪Σ=Σ  das Arbeitsalphabet von TM mit einem neuen Symbol #, das nicht in

21 Σ∪Σ  enthalten ist,

δ : (Q \ {q2,accept}) { }( ) 2121 ,, kkkk SRLQ ++ ×Σ×→Σ×  die Überführungsfunktion, die sich aus

den Überführungsfunktionen 1δ  und 2δ  wie folgt ergibt:

Die Bänder von TM werden von 1 bis 21 kk +  numeriert; die ersten 1k  Bänder sind die ur-

sprünglichen Bänder von 1TM . Insbesondere ist das Eingabeband von TM das ursprüngli-

che Eingabeband von 1TM . Das Band mit der Nummer 11 +k  ist das ursprüngliche Ein-

gabeband von 2TM . Ein Eingabewort *Iw∈  wird auf das erste Band von TM gegeben.

*Iw∈
0,1q

acceptq ,1

rejectq ,1

)( 1TMLw∈

stoppt nicht

1TM

0,2q

stoppt nicht

2TM

acceptq ,2

rejectq ,2

)( 2TMLw∈

( ) )( 21 TMLTMLw ∩∈

TM
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Es sei wn = . In die erste Zelle des Bands mit der Nummer 11 +k  wird das Zeichen # ge-

schrieben und w auf dieses Band kopiert. Das Zeichen # dient dazu, das linke Ende des
Bands mit der Nummer 11 +k  zu erkennen. Nach diesem Kopiervorgang stehen die Köpfe

des ersten und des ( 11 +k )-ten Bands jeweils über der (n+1)-ten Zelle, alle übrigen Köpfe

wurden nicht bewegt. Das Ende des Kopiervorgangs wurde dadurch erkannt, daß auf dem
ersten Band das Leerzeichen gelesen wurde. Nun werden die Köpfe des ersten und des
( 11 +k )-ten Bands beide zurück auf das erste Zeichen von w gesetzt.

Für den Kopier- und den Rücksetzvorgang der Köpfe werden folgende Zeilen in die Über-
führungsfunktion δ  von TM aufgenommen:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












=














444 3444 21444 3444 2132143421

2121

 , ..., , , , ,# , , ..., , , , , ,  ..., , , ..., , , , 0,1

kk

copy

kk

SbSbRSbSbSaqbbbbaqδ  für alle

1Σ∈a  (b ist das Leerzeichen),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












=














444 3444 21444 3444 2132143421

2121

 , ..., , , , , , , ..., , , , , ,  ..., , , ..., , , , 
kk

copy

kk

copy SbSbRaSbSbRaqbbbbaqδ  für alle

Ia ∈  (man beachte, daß  a = Leerzeichen hierbei nicht vorkommt),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












=














444 3444 21444 3444 2132143421

2121

 , ..., , , , , , , ..., , , , , ,  ..., , , ..., , , , 
kk

skip

kk

copy SbSbLbSbSbSbqbbbbbqδ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












′=














′ 444 3444 21444 3444 214342143421

2121

 , ..., , , , , , , ..., , , , , ,  ..., , , , ..., , , , 
kk

skip

kk

skip SbSbLaSbSbLaqbbabbaqδ  für alle

{ }bIa  ∪∈′  und Ia ∈ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












′=














′ 444 3444 21444 3444 214342143421

2121

 , ..., , , , ,# , , ..., , , , , ,  ..., , ,# , ..., , , , 0,1

kkkk

skip SbSbRSbSbSaqbbbbaqδ  für alle

{ }bIa  ∪∈′ .

Nun wird das Verhalten von 1TM  simuliert, wobei die Inhalte der Bänder mit den  Num-

mern 11 +k  bis 21 kk +  (entsprechend den ursprünglichen Bändern von 2TM ) und die Po-

sitionen der Köpfe auf diesen Bändern nicht verändert werden. Die dafür erforderlichen
Zeilen in der Überführungsfunktion δ  lauten:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )













′=















444 3444 214444 34444 21434214434421
21

11

21

1
 , ..., , , , , , , ..., , , , , ,  ..., , , , ..., , , , 22111211

kk

kk

kk

k SbSbSadbdbdbqbbaaaaqδ für

jeden Eintrag ( ) ( ) ( ) ( )( )
111

 , ..., , , , , ,  ..., , , , 221112111 kkk dbdbdbqaaaq ′=δ  in der Überführungs-

funktion 1δ  von 1TM  und 1Σ∈a .
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Falls bei der Simulation der akzeptierende Zustand acceptq ,1  von 1TM  erreicht wird, d.h.

( )1TMLw∈ , wird die Simulation des Verhaltens von 2TM  auf w gestartet. Auf den ersten

1k  ändert sich dabei nichts mehr. Folgende Zeilen werden in die Überführungsfunktion δ
aufgenommen:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )













=















444 3444 214444 34444 21434214434421
21

1

21

1
 , ..., , , , , , , ..., , , , , ,  ..., , , , ..., , , , 210,221,1

kk

k

kk

kaccept SbSbSaSaSaSaqbbaaaaqδ

mit 11 Σ∈a , ..., 11
Σ∈ka  und 1Σ∈a und

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )













′=















44444 344444 214444 34444 2144344214434421
2

22

1

1

2

2

1

1
 , ..., , , , , , , ..., , , , , ,  ..., , , , ..., , , , 221121221212

k

kk

k

k

k

k

k

k dhdhdhSaSaSaqgggaaaqδ

für jeden Eintrag ( ) ( ) ( ) ( )( )
222

 , ..., , , , , ,  ..., , , , 221122122 kkk dhdhdhqgggq ′=δ  in der Überfüh-

rungsfunktion 2δ  von 2TM  und 11 Σ∈a , ..., 11
Σ∈ka .

• Durch Parallelschaltung kann man aus 1TM  und 2TM  eine neue Turingmaschine TM

bilden: ein Wort w wird sowohl auf das 1. Band von 1TM  als auch auf das 1. Band von

2TM  gegeben und das Verhalten beider Turingmaschinen simultan simuliert. Sobald eine

der beiden Turingmaschinen w akzeptiert, wird w von TM akzeptiert. Es gilt:
( ) ( )21)( TMLTMLTML ∪= .

*Iw∈

0,1q
acceptq ,1

rejectq ,1

)( 1TMLw∈

stoppt nicht

1TM

0,2q

stoppt nicht

2TM

acceptq ,2

rejectq ,2

)( 2TMLw∈

( ) )( 21 TMLTMLw ∪∈

TM
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Auch hier ist die formale Notation von TM mit Hilfe der Überführungsfunktion etwas
mühsam:

Es ist ( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ= . Dabei ist

( ) ( ) ( ) ( ){ }accaccskipcopy qqqqqqQQQ  , , , , , 0,20,221 ∪×=  die Zustandsmenge von TM mit zwei

neuen Zuständen copyq  und skipq , die nicht in 1Q  enthalten sind, und einem neuen Zustand

accq , der nicht in 21 QQ ∪  enthalten ist (die Zustände bestehen jetzt aus Paaren von Zu-

ständen der Turingmaschinen 1TM  und 2TM  und drei neuen Zuständen),

{ }# 21 ∪Σ∪Σ=Σ  das Arbeitsalphabet von TM mit einem neuen Symbol #, das nicht in

2Σ  enthalten ist,

δ : (Q \ ( ){ }accacc qq  , ) { }( ) 2121 ,, kkkk SRLQ ++ ×Σ×→Σ×  die Überführungsfunktion, die sich

aus den Überführungsfunktionen 1δ  und 2δ  ergibt (siehe unten),

( )0,20,10  , qqq =  der Anfangszustand und

( )accaccaccept qqq  , =  der akzeptierende Zustand von TM.

Die Bänder von TM werden wieder von 1 bis 21 kk +  numeriert; die ersten 1k  Bänder sind

die ursprünglichen Bänder von 1TM . Insbesondere ist das Eingabeband von TM das ur-

sprüngliche Eingabeband von 1TM . Das Band mit der Nummer 11 +k  ist das ursprüngli-

che Eingabeband von 2TM . Ein Eingabewort *Iw∈  wird auf das erste Band von TM ge-

geben. Wieder wird in die erste Zelle des Bands mit der Nummer 11 +k  das Zeichen #

geschrieben und w auf dieses Band kopiert. Anschließend werden der Kopf des ersten
Bands  auf den Bandanfang und der Kopf des ( 11 +k )-ten Bands auf die zweite Zelle

(rechte Nachbarzelle der Zelle, die das Zeichen # enthält) zurückgesetzt. Der Vorgang
verläuft ähnlich dem Vorgang, der bei der Hintereinanderschaltung von 1TM  und 2TM

beschrieben wurde. Die erforderlichen Einträge in der Überführungsfunktion lauten jetzt:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












=














444 3444 21444 3444 2132143421

2121

 , ..., , , , ,# , , ..., , , , , , ,  ..., , , ..., , , , , 0,20,20,1

kk

copy

kk

SbSbRSbSbSaqqbbbbaqqδ

 für alle 1Σ∈a  (b ist das Leerzeichen),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












=














444 3444 21444 3444 2132143421

2121

 , ..., , , , , , , ..., , , , , , ,  ..., , , ..., , , , , 0,20,2

kk

copy

kk

copy SbSbRaSbSbRaqqbbbbaqqδ

 für alle Ia ∈  (man beachte, daß  a = Leerzeichen hierbei nicht vorkommt),
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












=














444 3444 21444 3444 2132143421

2121

 , ..., , , , , , , ..., , , , , , ,  ..., , , ..., , , , , 0,20,2

kk

skip

kk

copy SbSbLbSbSbSbqqbbbbbqqδ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












′=














′ 444 3444 21444 3444 214342143421

2121

 , ..., , , , , , , ..., , , , , , ,  ..., , , , ..., , , , , 0,20,2

kk

skip

kk

skip SbSbLaSbSbLaqqbbabbaqqδ

 für alle { }bIa  ∪∈′  und Ia ∈ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












′=














′ 444 3444 21444 3444 214342143421

2121

 , ..., , , , ,# , , ..., , , , , , ,  ..., , ,# , ..., , , , , 0,20,10,2

kkkk

skip SbSbRSbSbSaqqbbbbaqqδ

 für alle { }bIa  ∪∈′ .

Nun wird parallel das Verhalten von 1TM  und von 2TM  simuliert, wobei für die Simula-

tion von 1TM  nur auf die Inhalte der Bänder mit den  Nummern 1 bis 1k  (entsprechend

den ursprünglichen Bändern von 1TM ) und für die Simulation von 2TM  nur auf die In-

halte der Bänder mit den Nummern 11 +k  bis 21 kk +  (entsprechend den ursprünglichen

Bändern von 2TM ) zugegriffen wird. Die dafür erforderlichen Zeilen in der Überfüh-

rungsfunktion δ  lauten:

( )














44344214434421
2

2

1

1
 ..., , , , ..., , , ,  , 212121

k

k

k

k gggaaaqqδ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )













′′=

4444 34444 214444 34444 21
2

22

1

11
 , ..., , , , , , , ..., , , , , , ,  2211221121

k

kk

k

kk hhehehdbdbdbqq ,

falls ( ) ( ) ( ) ( )( )
111

 , ..., , , , , ,  ..., , , , 221112111 kkk dbdbdbqaaaq ′=δ  in der Überführungsfunktion

1δ  von 1TM  und ( ) ( ) ( ) ( )( )
222

 , ..., , , , , ,  ..., , , , 221122122 kkk ehehehqgggq ′=δ  in der Überfüh-

rungsfunktion 2δ  von 2TM  ist.

Falls bei der Simulation ein Zustand der Form ( )2,1  , qq reject  mit 22 Qq ∈  bzw. der Form

( )rejectqq ,21  ,  mit 11 Qq ∈  erreicht wird, muß sichergestellt werden, daß die Simulation von

2TM  bzw. von 1TM  weiterläuft. Daher werden auch folgende Einträge in die Überfüh-

rungsfunktion δ  aufgenommen:

( )














44344214434421
2

2

1

1
 ..., , , , ..., , , ,  , 21212,1

k

k

k

kreject gggaaaqqδ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )













′=

4444 34444 214444 34444 21
2

22

1

1
 , ..., , , , , , , ..., , , , , , ,  2211212,1

k

kk

k

kreject ehehehSaSaSaqq
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mit 11 Σ∈a , ..., 11
Σ∈ka  und falls ( ) ( ) ( ) ( )( )

222
 , ..., , , , , ,  ..., , , , 221122122 kkk ehehehqgggq ′=δ

in der Überführungsfunktion 2δ  von 2TM  ist und

( )














44344214434421
2

2

1

1
 ..., , , , ..., , , , , 2121,21

k

k

k

kreject gggaaaqqδ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )













′=

4444 34444 214444 34444 21
2

2

1

11
 , ..., , , , , , , ..., , , , , , ,  212211,21

k

k

k

kkreject SgSgSgdbdbdbqq

für jeden Eintrag ( ) ( ) ( ) ( )( )
111

 , ..., , , , , ,  ..., , , , 221112111 kkk dbdbdbqaaaq ′=δ  in der Überfüh-

rungsfunktion 1δ  von 1TM  und 21 Σ∈g , ..., 22
Σ∈kg .

Schließlich soll TM die Eingabe w akzeptieren, wenn 1TM  oder 2TM  die Eingabe akzep-

tiert. Folgende Einträge werden daher in die Überführungsfunktion von TM aufgenom-
men:

( )














44344214434421
2

2

1

1
 ..., , , , ..., , , ,  , 21212,1

k

k

k

kaccept gggaaaqqδ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )













=

4444 34444 214444 34444 21
2

2

1

1
 , ..., , , , , , , ..., , , , , , ,  2121

k

k

k

kaccacc SgSgSgSaSaSaqq  und

( )














44344214434421
2

2

1

1
 ..., , , , ..., , , ,  , 2121,21

k

k

k

kaccept gggaaaqqδ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )













=

4444 34444 214444 34444 21
2

2

1

1
 , ..., , , , , , , ..., , , , , , ,  2121

k

k

k

kaccacc SgSgSgSaSaSaqq

für alle 11 Qq ∈ , 22 Qq ∈ , 11 Σ∈a , ..., 11
Σ∈ka  und 21 Σ∈g , ..., 22

Σ∈kg .

• Dadurch, daß man die Turingmaschine 2TM  als Unterprogramm in die Berechnung der

Turingmaschine 1TM  einsetzt, erhält man eine neue Turingmaschine TM, die prinzipiell

folgendermaßen abläuft: Eine Eingabe *Iw∈  wird in 1TM  eingegeben. Ein Band von

1TM  wird als „Parameterübergabeband“ für 2TM  ausgezeichnet. Sobald 1TM  in einen als

Parameterübergabezustand ausgezeichneten Zustand ?q  gelangt, wird der Inhalt des Para-

meterübergabebands auf das erste Band von 2TM  kopiert. Wird diese Eingabe von 2TM

akzeptiert, wobei bei Akzeptanz der Inhalt des 2k -ten Bands y lautet, wird das Parameter-

übergabeband gelöscht, y darauf kopiert, das erste Band von 2TM  gelöscht und die Be-
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rechnung von 1TM  fortgesetzt. Die Ausformulierung der Details dieser Konstruktion

werden dem Leser als Übung überlassen.

Obige Überlegungen und Ausführungen in Kapitel 3.1 zeigen:

Satz 2.1-2:
Die Klasse der von Turingmaschinen akzeptierten Mengen ist gegenüber Vereinigungs-
bildung und Schnittbildung abgeschlossen.

Die Klasse der von Turingmaschinen akzeptierten Mengen ist gegenüber Komplement-

bildung nicht abgeschlossen: Wenn *Σ⊆L  von einer Turingmaschine TM akzeptiert

wird, d.h. )(TMLL = , muß das Komplement *Σ \ L von L nicht auch notwendigerweise

von einer Turingmaschine akzeptiert werden.

Für eine k-DTM ( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  und eine Eingabe )(TMLw ∈  gelte

( ) ( ) ( )( ) accept
m Kwq ⇒1, ..., ,1,,1,,0 εε

mit einer Endkonfiguration ( ) ( )( )kkacceptaccept iiqK , ..., ,,, 11 αα= . Dann wird durch mwtTM =)(

eine partielle Funktion N→Σ*:TMt  definiert, die angibt, wieviele Überführungen TM

macht, um w zu akzeptieren. Es handelt sich hierbei um eine partielle Funktion, da TMt  für

Wörter )(TMLw∉  nicht definiert ist.

Die Zeitkomplexität von TM (im schlechtesten Fall, worst case) wird definiert durch die
partielle Funktion NN →:TMT  mit

{ }  und |)( max)( * nwwwtnT TMTM ≤Σ∈= .

Bemerkung: In der Literatur findet man auch die Definition

 { }  und |)( max)( * nwwwtnT TMTM =Σ∈=

Entsprechend kann man die Platzkomplexität von TM (im schlechtesten Fall, worst case)
)(nSTM  als den maximalen Abstand vom linken Ende eines Bandes definieren, den ein

Schreib/Lesekopf bei der Akzeptanz eines Worts )(TMLw ∈  mit nw ≤  erreicht.
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Beispiele:

Die oben angegebene Turingmaschine zur Akzeptanz der Palindrome über { } 1 0,  hat eine

Zeitkomplexität der Größe 34)( += nnTTM  und eine Platzkomplexität 2)( += nnSTM .

Die oben angegebene Turingmaschine zur Berechnung der Funktion 




+→
→

1
:

nn
f

NN
 hat

folgende Zeitkomplexität: Der Wert  n wird in Binärdarstellung auf das Eingabeband gege-

ben. Die Eingabe )(nbinw =  belegt daher für 1≥n    1)(log )(   2 +== nnbinw  viele Zei-

chen bzw. ein Zeichen für n = 0. Dann führt die Turingmaschine ( ) ( ))log(  nOwO =  viele

Schritte aus. Die Zeitkomplexität ist linear in der Länge der Eingabe.

Bei der Betrachtung der Zeitkomplexität werden in diesem Beispiel also die Bitoperationen
gezählt, die benötigt werden, um )(nf  zu berechnen, wenn n in Binärdarstellung gegeben ist.

Die Turingmaschine dieses Beispiels läßt sich leicht zu einer Turingmaschine modifizieren,

die die Funktion 




+→
→×

mnmn
SUM

) ,(
:

NNN
 berechnet. Hierbei werden die Zahlen n und m in

Binärdarstellung, getrennt durch das Zeichen #, auf das Eingabeband geschrieben, d.h. die
Eingabe hat die Form )()#( mbinnbinw = . Dann werden die Zahlen n und m stellengerecht

addiert. Auch für die arithmetischen Funktionen 










<
≥−

→

→×

mn
mnmn

mnDIF
für 0
für  

) ,(:
NNN

,





⋅→
→×

mnmn
MULT

) ,(
:

NNN
 und 

 



→
→× >

mnmn
DIV

) ,(
:

NNN 0  lassen sich entsprechende Tu-

ringmaschinen angeben. Dabei wird beispielsweise die Berechnung von MULT auf sukzessive
Anwendung der Berechnung für SUM zurückgeführt. In jedem Fall erfolgt die Eingabe in der
Form )()#( mbinnbinw = , und die Zeitkomplexitäten geben an, wieviele Bitoperationen zur

Berechnung der jeweiligen Funktionen erforderlich sind. Die Ergebnisse sind in folgendem
Satz zusammengefaßt.
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Satz 2.1-3:
Es seien n und m natürliche Zahlen. Mit )(nsize  werde die Länge der Binärdarstellung

der Zahl n (ohne führende binäre Nullen) bezeichnet. Dabei sei 1)0( =size . Es gelte

mn ≥ , ( ) ( )msizensizek ≥= , ( )( )nOk log∈ . Dann gibt es Turingmaschinen, die die

Funktionen ) ,( mnSUM , ) ,( mnDIF , ) ,( mnMULT  und ) ,( mnDIV  berechnen und fol-

gende Zeitkomplexitäten besitzen:

(i) Die Addition und Differenzenbildung der Zahlen n und m (Berechnung von
) ,( mnSUM  und ) ,( mnDIF ) erfordert jeweils )(kO , also ( )( )nO log  viele Bitope-

rationen.
(ii) Die Multiplikation der Zahlen n und m (Berechnung von ) ,( mnMULT ) kann in

)( 2kO , also in ( )( )( )2log nO  vielen Bitoperationen durchgeführt werden.

(iii) Ist ( ) ( )msizensize ⋅≥ 2 , dann kann die Berechnung des ganzzahligen Quotienten

 mn  (Berechnung von ) ,( mnDIV ) in )( 2kO , also in ( )( )( )2log nO  vielen Bitope-

rationen durchgeführt werden.

Meist ist man nicht am exakten Wert der Anzahl der Konfigurationsänderungen interessiert,
sondern nur an der Größenordnung der Zeitkomplexität (in Abhängigkeit von der Größe
der Eingabe). Bei der Analyse wird man meist eine obere Schranke )(ng  für )(nTTM  herlei-

ten, d.h. man wird eine Aussage der Form )()( ngnTTM ≤  begründen. In diesem Fall ist

( ))()( ngOnTTM ∈ . Eine zusätzliche Aussage )()()( ngnhnTTM ≤≤  mit einer Funktion )(nh

führt auf die verbesserte Abschätzung ( ))()( nhOnTTM ∈ . Man ist also bei der worst case-

Analayse an einer möglichst kleinen oberen Schranke für )(nTTM  interessiert.

Es gibt eine Reihe von Varianten von Turingmaschinen:

• Die Turingmaschine besitzt Bänder, die nach links und rechts unendlich lang sind.
• Die Turingmaschine besitzt ein einziges nach links und rechts oder nur zu einer Seite un-

endlich langes Band.
• Die Turingmaschine besitzt mehrdimensionale Bänder bzw. ein mehrdimensionales Band.
• Das Eingabealphabet der Turingmaschine besteht aus zwei Zeichen, etwa I = {0, 1}.
• Das Arbeitsalphabet der Turingmaschine besteht aus zwei Zeichen, etwa Σ  = {0, 1}.
• Die Turingmaschine hat endlich viele Endzustände.

Es zeigt sich, daß alle Definitionen algorithmisch äquivalent sind, d.h. eine Turingmaschi-
nenvariante kann eine andere Turingmaschinenvariante simulieren. Allerdings ändert sich da-
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bei u.U. die Zeitkomplexität, in der von der jeweiligen Turingmaschinenvariante Sprachen er-
kannt werden. Beispielsweise kann eine k-DTM TM mit Zeitkomplexität )(nTTM  durch eine

1-DTM mit Zeitkomplexität ( ))(2 nTO TM  simuliert werden.

2.2 Random Access Maschinen

Eine Random Access Maschine (RAM) modelliert einen Algorithmus in Form eines sehr
einfachen Computers, der ein Programm ausführt, das sich nicht selbst modifizieren kann und
fest in einem Programmspeicher geladen ist. Das Konzept der RAM ist zunächst als Modell

für die Berechnung partieller Funktionen mnf ZZ →:  gedacht, die n-stellige Zahlenfolgen

(ganzer Zahlen) auf m-stellige Zahlenfolgen abbilden. Eine Turingmaschine dagegen ist zur

Akzeptanz von Sprachen *Σ⊆L  bzw. zur Berechnung von partieller Funktionen **: Σ′→Σf

konzipiert, die Zeichenketten (Wörtern) über einem endlichen Alphabet auf Zeichenketten
über eventuell einem anderen Alphabet abbilden. Es wird sich jedoch zeigen, daß beide Mo-
delle äquivalent sind.  Beide Modelle sind in der Lage, numerische Funktionen zu berechnen
und als Sprachakzeptoren eingesetzt zu werden. Während die „Programmierung“ einer Tu-
ringmaschine in der Definition der Überführungsfunktion besteht, eine Vorgehensweise, die
verglichen mit der gängigen Programmierung eines Computers zumindest gewöhnungsbe-
dürftig ist, entspricht die Programmierung einer RAM eher der Programmierung eines Com-
puters auf Maschinensprachebene.

Eine RAM hat folgende Bestandteile:

• Eingabeband: eine Folge von Zellen, die als Eingabe n ganze (positive oder negative)
Zahlen 1x , ..., nx  enthalten und von einem Lesekopf nur gelesen werden können. Nach-

dem eine Zahl ix  gelesen wurde, rückt der Lesekopf auf die benachbarte Zelle, die die

ganze Zahl 1+ix  enthält.

• Ausgabeband: eine Folge von Zellen, über die ein Schreibkopf von links nach rechts
wandert, der nacheinander ganze Zahlen jy  schreibt. Ist eine Zahl geschrieben, kann sie

nicht mehr verändert werden; der Schreibkopf rückt auf das rechts benachbarte Feld.
• Speicher: eine unendliche Folge 0r , 1r , 2r , ..., von Registern, die jeweils in der Lage

sind, eine beliebig große ganze Zahl aufzunehmen. Das Register 0r  wird als Akkumula-

tor bezeichnet. In ihm finden alle arithmetische Operationen statt.
• Programm: eine Folge aufsteigend numerierter Anweisungen, die fest in der RAM „ver-

drahtet“ sind. Zur besseren Lesbarkeit eines RAM-Programms können einzelne Anwei-
sungen auch mit symbolischen Marken versehen werden. Jede RAM stellt ein eigenes
Programm dar, das natürlich mit unterschiedlichen Eingaben konfrontiert werden kann.
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Das Programm kann sich nicht modifizieren. Ein Programm ist aus einfachen Befehlen
aufgebaut (siehe unten). Die einzelnen Anweisungen werden nacheinander ausgeführt.

• Befehlszähler: enthält die Nummer der nächsten auszuführenden Anweisung.

Um die Bedeutung des Befehlsvorrats einer RAM festzulegen, wird die Speicherabbil-
dungsfunktion ZN →:c  verwendet. )(ic  gibt zu jedem Zeitpunkt des Programmlaufs den

Inhalt des Registers ir  an. Zu Beginn des Programmlaufs wird jedes Register mit dem Wert 0

initialisiert, d.h. es ist 0)( =ic  für jedes N∈i .

Jeder Anweisung (Befehl) ist aus einem Operationscode und einem Operanden aufgebaut.
Ein Operand kann eine der folgenden Formen aufweisen:

1. i
2. )(ic , für 0≥i ; bei 0<i stoppt die RAM

3. ))(( icc , für 0≥i und 0)( ≥ic ; bei 0<i  oder 0)( <ic stoppt die RAM.
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Die RAM-Anweisungen und ihre Bedeutung sind folgender Tabelle zu entnehmen. Dabei
steht i für eine natürliche Zahl und m für eine Anweisungsnummer bzw. für eine Anwei-
sungsmarke im Programm der RAM.

RAM-Anweisung Bedeutung

LOAD i ic  : )0( =

LOAD )(ic   für 0≥i )( : )0( icc =

LOAD ))(( icc    für 0≥i

                           und 0)( ≥ic

))(( : )0( iccc =

STORE )(ic    für 0≥i (0) : )( cic =

STORE ))(( icc    für 0≥i

                            und 0)( ≥ic

(0) : ))(( cicc =

ADD i icc += )0( : )0(

ADD )(ic    für 0≥i )()0( : )0( iccc +=

ADD ))(( icc     für 0≥i

                         und 0)( ≥ic

))(()0( : )0( icccc +=

SUB i icc −= )0( : )0(

SUB )(ic    für 0≥i )()0( : )0( iccc −=

SUB ))(( icc     für 0≥i

                        und 0)( ≥ic

))(()0( : )0( icccc −=

MULT i icc *)0( : )0( =

MULT )(ic    für 0≥i )(*)0( : )0( iccc =

MULT ))(( icc     für 0≥i

                            und 0)( ≥ic

))((*)0( : )0( icccc =

DIV i   für 0≠i  icc /)0( : )0( =

DIV )(ic    für 0≥i  )(/)0( : )0( iccc = , falls 0)( ≠ic  ist, sonst stoppt die RAM

DIV ))(( icc     für 0≥i

                       und 0)( ≥ic
 ))((/)0( : )0( icccc = , falls 0))(( ≠icc  ist, sonst stoppt die

RAM
READ )(ic     für 0≥i rt Eingabewemomentaner : )( =ic , und der Lesekopf rückt eine

Zelle nach rechts
READ ))(( icc    für 0≥i

                          und 0)( ≥ic

rt Eingabewemomentaner : ))(( =icc , und der Lesekopf rückt

eine Zelle nach rechts

../..
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WRITE i i wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreibkopf
rückt um eine Zelle nach rechts

WRITE )(ic    für 0≥i )(ic  wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreibkopf

rückt um eine Zelle nach rechts
WRITE ))(( icc    für 0≥i

                            und 0)( ≥ic

))(( icc  wird auf das Ausgabeband gedruckt, und der Schreib-

kopf rückt um eine Zelle nach rechts

JUMP m Der Befehlszähler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m trägt (nächste auszuführende Anwei-
sung)

JGTZ m Der Befehlszähler wird mit der Nummer der Anweisung gela-
den, die die Marke m trägt (nächste auszuführende Anwei-
sung), falls 0)0( >c  ist, sonst wird der Inhalt des Befehlszäh-

lers um 1 erhöht
JZERO m Der Befehlszähler wird mit der Nummer der Anweisung gela-

den, die die Marke m trägt (nächste auszuführende Anwei-
sung), falls 0)0( =c  ist, sonst wird der Inhalt des Befehlszäh-

lers um 1 erhöht
HALT Die RAM stoppt

Falls eine Anweisung nicht definiert ist, z.B. STORE 3 oder STORE ))3((cc  mit 10)3( −=c ,

dann stoppt die RAM, desgleichen bei einer Division durch 0.

Die RAM RAM definiert bei Beschriftung der ersten n Zellen des Eingabebandes mit 1x , ...,

nx  eine partielle Funktion mn
RAMf ZZ →:  (die Funktion ist partiell, da RAM nicht bei jeder

Eingabe stoppen muß): falls RAM bei Eingabe von 1x , ..., nx  stoppt, nachdem 1y , ..., my  in

die m ersten Zellen des Ausgabebands geschrieben wurde, dann ist
( ) ( )mnRAM yyxxf  ..., , ..., , 11 = .

Eine RAM zur Berechnung der Funktion 










≥
=

→

→

1für
0für1:

nn
n

nf
n

NN

Ein entsprechendes RAM-Programm lautet:
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RAM-Anweisungsfolge Bemerkung zur Bedeutung
Zeilennummer RAM-Befehl

1 READ c(1) nr  : 1 = , Eingabe

2
3
4

LOAD c(1)
JGTZ pos
WRITE 0

IF 01 ≤r  THEN Write(0)

5 JUMP endif
pos
7

LOAD c(1)
STORE c(2)

12  : rr =

8
9
10

LOAD c(1)
SUB 1
STORE c(3)

1 : 13 −= rr

while
12
13

LOAD c(3)
JGTZ continue
JUMP endwhile

WHILE 03 >r  DO

continue
15
16

LOAD c(2)
MULT c(1)
STORE c(2)

122 * : rrr =

17
18
19

LOAD c(3)
SUB 1
STORE c(3)

1 : 33 −= rr

20 JUMP while
endwhile WRITE c(2) Write ( 2r )

endif HALT

Eine RAM kann auch als Akzeptor einer Sprache interpretiert werden. Die Elemente des

endlichen Alphabets Σ  werden dazu mit den Zahlen 1, 2, ..., Σ  identifiziert. Das RAM-

Programm RAM akzeptiert *Σ⊆L  auf folgende Weise. In die ersten n Zellen des Eingabe-

bandes werden Zahlen geschrieben, die den Buchstaben 1x , ..., nx  eines Wortes *Σ∈w ,

nxxw  ... 1= , entsprechenden. In die ( )1+n -te Zelle kommt als Endmarkierung der Wert 0.

RAM akzeptiert w, falls alle den Buchstaben von w entsprechenden Zahlen und die Endmar-
kierung 0 gelesen wurden, von RAM eine 1 auf das Ausgabeband geschrieben wurde und
RAM stoppt, dann ist Lw∈ . Falls Lw∉  ist, dann stoppt RAM mit einer Ausgabe ungleich 1,

oder RAM stoppt nicht. Die auf diese Weise akzeptierten Wörter aus *Σ  bilden die Menge
)(RAML .
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Ein RAM-Programm P zur Akzeptanz von

{ }{ } en2'der  Anzahlder  gleichist  en1'der  Anzahl die und 2 1,  |  )( *∈= wwPL

P liest jedes Eingabesymbol nach Register 1r  (hier wird angenommen, daß nur die Zahlen 0, 1

und 2 auf dem Eingabeband stehen) und berechnet in Register 2r  die Differenz d der Anzah-

len der bisher gelesenen 1‘en und 2‘en. Wenn beim Lesen der Endmarkierung 0 diese Diffe-
renz gleich 0 ist, wird eine 1 auf das Ausgabeband geschrieben, und P stoppt.

RAM-Anweisungsfolge Bemerkung zur Bedeutung
Zeilennummer RAM-Befehl

LOAD 0
STORE c(2)

0 : =d

READ c(1) Read (x)
while LOAD c(1)

JZERO endwhile
WHILE 0≠x  DO

LOAD c(1)
SUB 1
JZERO one

IF 1≠x

LOAD c(2)
SUB 1
STORE c(2)

THEN 1 : −= dd

JUMP endif
one LOAD c(2)

ADD 1
STORE c(2)

ELSE 1 : += dd

endif READ c(1)
JUMP while

Read (x)

endwhile

output

LOAD c(2)
JZERO output
HALT
WRITE 1
HALT

IF 0=d  THEN Write (1)
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Auch beim RAM-Modell interessieren Zeit- und Raumkomplexität einer Berechnung.

Mit nZ  werde das n-fache kartesische Produkt von Z bezeichnet, d.h. 43421
mal-

 ... 
n

n ZZZ ××= . Die

Menge *Z  aller endlichen Folgen ganzer Zahlen sei definiert durch U
0

*

≥

=
n

nZZ .

Ein RAM-Programm RAM lese die Eingabe 1x , ..., nx  und durchlaufe bis zum Erreichen der

HALT-Anweisung m viele Anweisungen (einschließlich der HALT-Anweisung). Dann wird

durch  ( ) mxxt nRAM = ..., ,1  eine partielle Funktion NZ* →:RAMt  definiert. Falls RAM bei

Eingabe von 1x , ..., nx  nicht anhält, dann ist ( )nRAM xxt  ..., ,1  nicht definiert.

In diesem Modell werden zwei Kostenkriterien unterschieden:

Beim uniformen Kostenkriterium benötigt die Ausführung jeder Anweisung eine Zeitein-
heit, und jedes Register belegt eine Platzeinheit. Die Zeitkomplexität von RAM (im schlech-
testen Fall, worst case) wird unter dem uniformen Kostenkriterium definiert durch die
partielle Funktion NN →:RAMT  mit

( ){ } Zahlen nnatürliche  vielen zu bis ausbesteht  | max)( nwwtnT RAMRAM = .

Entsprechend wird die Platzkomplexität von RAM (im schlechtesten Fall, worst case)
)(nSRAM  unter dem uniformen Kostenkriterium als die während der Rechnung benötigte

maximale Anzahl an Registern definiert, wenn bis zu n viele Zahlen eingelesen werden.

Ein Register bzw. eine Zelle des Eingabe- und Ausgabebandes kann im RAM-Modell eine
beliebig große Zahl aufnehmen. Eine Berechnung mit n „großen Zahlen“ ist unter dem uni-
formen Kostenkriterium genauso komplex wie eine Berechnung mit n „kleinen Zahlen“. Die-
se Sichtweise entspricht häufig nicht den praktischen Gegebenheiten. Dies gilt in der Praxis
besonders dann, wenn Speicherzellen eine beschränkte Größe aufweisen, so daß für die
Handhabung großer Zahlen pro Zahl mehrere Speicherzellen erforderlich sind. Es erscheint
daher sinnvoll, die Größenordnung der bei einer Berechnung beteiligten Zahlen bzw. Operan-
den mit zu berücksichtigen. Dieses führt auf das logarithmische Kostenkriterium, das die
Größen der bei einer Berechnung beteiligten Zahlen (gemessen in der Anzahl der Stellen zur
Darstellung einer Zahl in einem geeigneten Stellenwertsystem) berücksichtigt.
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Mit )(il werde die Länge einer ganzen Zahl i bezeichnet:

 




=
≠+

=
0für 1
0für 1log

)(
i
ii

il

Die Kosten eines Operanden einer RAM-Anweisung faßt folgende Tabelle zusammen.

Operand Kosten
i )(il

c(i) ))(()( iclil +

c(c(i)) )))((())(()( iccliclil ++

Beispielsweise erfordert die Ausführung einer Anweisung ADD c(c(i)) folgende Einzelschrit-
te:
1. „Decodieren“ des Operanden i: Kosten )(il

2. „Lesen“ von )(ic : Kosten ))(( icl

3. „Lesen“ von ))(( icc : Kosten )))((( iccl

4. Ausführung von ADD c(c(i)): Kosten )))((())(()())0(( iccliclilcl +++ .

Die folgende Tabelle zeigt die Kosten unter dem logarithmischen Kostenkriterium der Aus-
führung für jede RAM-Anweisung.

RAM-Anweisung Bedeutung Kosten der Ausführung

LOAD i ic  : )0( = )(il

LOAD )(ic   für 0≥i )( : )0( icc = ))(()( iclil +

LOAD ))(( icc    für 0≥i

                           und 0)( ≥ic

))(( : )0( iccc = )))((())(()( iccliclil ++

STORE )(ic    für 0≥i (0) : )( cic = )())0(( ilcl +

STORE ))(( icc    für 0≥i

                            und 0)( ≥ic

(0) : ))(( cicc = ))(()())0(( iclilcl ++

ADD i icc += )0( : )0( )())0(( ilcl +

ADD )(ic    für 0≥i )()0( : )0( iccc += ))(()())0(( iclilcl ++

ADD ))(( icc     für 0≥i

                         und 0)( ≥ic

))(()0( : )0( icccc += )))((())(()())0(( iccliclilcl +++

../..
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SUB i icc −= )0( : )0( )())0(( ilcl +

SUB )(ic    für 0≥i )()0( : )0( iccc −= ))(()())0(( iclilcl ++

SUB ))(( icc     für 0≥i

                        und 0)( ≥ic

))(()0( : )0( icccc −= )))((())(()())0(( iccliclilcl +++

MULT i icc *)0( : )0( = )())0(( ilcl +

MULT )(ic    für 0≥i )(*)0( : )0( iccc = ))(()())0(( iclilcl ++

MULT ))(( icc     für 0≥i

                            und 0)( ≥ic

))((*)0( : )0( icccc = )))((())(()())0(( iccliclilcl +++

DIV i   für 0≠i  icc /)0( : )0( = )())0(( ilcl +

DIV )(ic    für 0≥i  )(/)0( : )0( iccc = ))(()())0(( iclilcl ++

DIV ))(( icc     für 0≥i

                       und 0)( ≥ic
 ))((/)0( : )0( icccc = )))((())(()())0(( iccliclilcl +++

READ )(ic     für 0≥i rt Eingabewe: )( =ic )()tEingabewer( ill +

READ ))(( icc    für 0≥i

                          und 0)( ≥ic

rt Eingabewe: ))(( =icc ))(()tEingabewer( icll +

WRITE i Ausgabe von i )(il

WRITE )(ic    für 0≥i Ausgabe von )(ic ))(( icl

WRITE ))(( icc    für 0≥i

                            und 0)( ≥ic

Ausgabe von ))(( icc )))((( iccl

JUMP m Befehlszähler := m 1
JGTZ m Befehlszähler := m,

falls 0)0( >c  ist
))0((cl

JZERO m Befehlszähler := m,
falls 0)0( =c  ist

))0((cl

HALT Die RAM stoppt 1

Die Zeitkosten eines RAM-Programms bei gegebenen Eingabewerten unter dem log-
arithmischen Kostenkriterium ist gleich der Summe der Kosten der abzuarbeitenden An-
weisungen. Entsprechend sind die Platzkosten eines RAM-Programms bei gegebenen Ein-
gabewerten unter dem logarithmischen Kostenkriterium gleich dem Produkt der während
der Rechnung benötigte maximalen Anzahl an Registern und der Länge der längsten während
der Abarbeitung abgespeicherten Zahl.
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Kosten des RAM-Programms zur Berechnung der Funktion











≥
=

→

→

1für
0für1:

nn
n

nf
n

NN

uniformes Kostenkriterium Logarithmisches Kostenkriterium
Zeitkomplexität )(nO ))log(( 2 nnO ⋅

Platzkomplexität )1(O ))(log(nO

Kosten des RAM-Programm P zur Akzeptanz von

{ }{ } en2'der  Anzahlder  gleichist  en1'der  Anzahl die und 2 1,  |  )( *∈= wwPL

uniformes Kostenkriterium Logarithmisches Kostenkriterium
Zeitkomplexität )(nO ))log(( nnO ⋅

Platzkomplexität )1(O ))(log(nO

Eine RAM RAM kann eine deterministische Turingmaschine mit k Bändern (k-DTM) TM si-
mulieren. Dazu wird jede Zelle von TM durch ein Register von RAM nachgebildet. Genauer:
der Inhalt der i-ten Zelle des j-ten Bandes von TM kann in Register cjikr ++  gespeichert werden.

Hierbei wird angenommen, daß die Symbole des Alphabets Σ  von TM für RAM mit den

Zahlen 1, ..., Σ  identifiziert werden, so daß man davon sprechen kann, daß „ein Symbol aus

Σ  in einem Register oder einer Zelle des Eingabe- oder Ausgabebandes von RAM gespeichert
werden kann“. Der Wert kc ≥  ist eine Konstante, durch die die Register 1r , ..., cr  als zusätz-

liche Arbeitsregister für RAM reserviert werden. Unter diesen Arbeitsregistern werden k Regi-
ster, etwa 1r , ..., kr , dazu verwendet, die jeweilige Kopfposition von TM während der Simu-

lation festzuhalten ( jr  enthält die Kopfposition des j-ten Bandes). Um den Inhalt einer Zelle

von TM in der Simulation zu lesen, wird indirekte Adressierung eingesetzt. Beispielsweise
kann der Inhalt der simulierten Zelle, über der sich gerade der Schreib/Lesekopf des j-ten
Bandes befindet, in den Akkumulator durch die RAM-Anweisung LOAD c(c(j)) geladen
werden.
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Satz 2.2-1:
Hat die k-DTM TM die Zeitkomplexität nnT TM ≥)( , dann gibt es eine RAM RAM, die

die Eingabe von TM in die Register liest, die das erste Band nachbilden, und anschlie-
ßend die )(nT TM  Schritte von TM simuliert. Dieser Vorgang verläuft unter uniformem

Kostenkriterium in ( ))(nTO TM  vielen Schritten, unter logarithmischem Kostenkriterium

in ( )( ))(log)( nTnTO TMTM ⋅  vielen Schritten.

Umgekehrt gilt:

Es sei L eine Sprache, die von einem RAM-Programm der Zeitkomplexität )(nT RAM

unter dem logarithmischen Kostenkriterium akzeptiert wird. Falls das RAM-Programm
keine Multiplikationen oder Divisionen verwendet, dann wird L von einer k-DTM (für

ein geeignetes k) mit Zeitkomplexität ( ))(2 nTO RAM  akzeptiert.

Falls das RAM-Programm Multiplikationen oder Divisionen einsetzt, werden diese Operatio-
nen jeweils durch Unterprogramme simuliert, in denen als arithmetische Operationen nur Ad-
ditionen und Subtraktionen verwendet werden. Es läßt sich zeigen, daß diese Unterprogram-
me so entworfen werden können, daß die logarithmischen Kosten zur Ausführung des jewei-
ligen Unterprogramms höchstens das Quadrat der logarithmischen Kosten der Anweisung be-
tragen, die es nachbildet.

Die folgende Übersicht zeigt (in Ergänzung mit den Aussagen aus Kapitel 2.1) die Anzahl der
Schritte (Zeitkomplexität), die Maschinenvariante A benötigt, um die Ausführung einer Rech-
nung zu simulieren, der auf Maschinenvariante B bei einem akzeptierten Eingabewort w der
Länge n eine Schrittzahl (Anzahl der Überführungen bis zum Akzeptieren) von )(nT  benö-

tigt. Dabei wird für das RAM-Modell das logarithmische Kostenkriterium angenommen.

simulierende Maschine A
Simulierte Maschine B 1-DTM k-DTM RAM
1-DTM - ( ))(nTO ( )( ))(log)( nTnTO

k-DTM ( ))(2 nTO - ( )( ))(log)( nTnTO

RAM ( ))(3 nTO ( ))(2 nTO -
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2.3 Programmiersprachen

In den meisten Anwendungen werden Algorithmen mit Hilfe der gängigen Programmierspra-
chen formuliert (siehe Kapitel 1.3). Es zeigt sich (siehe angegebene Literatur), daß man sehr
einfache Programmiersprachen definieren kann, so daß man mit in diesen Sprachen formu-
lierten Algorithmen Turingmaschinen simulieren kann. Umgekehrt kann man mit Turingma-
schinen das Verhalten dieser Algorithmen nachbilden. Da eine Turingmaschine einen unend-
lich großen Speicher besitzt, muß man für Algorithmen in diesen Programmiersprachen un-
endlich viele Variablen zulassen bzw. voraussetzen, daß die Algorithmen auf Rechnern ablau-
fen, die einen unendlich großen Speicher besitzen. Dieses Prinzip wurde ja auch im RAM-
Modell verwirklicht.

Eine Programmiersprache, deren Programme die Turingberechenbarkeit nachzubilden in der
Lage sind, benötigt die Definition von:

• abzählbar vielen Variablen, die Werte aus N annehmen können (ganzzahlige und rationale
Werte werden durch natürlichzahlige Werte nachgebildet, vgl. die Festpunktdarstellung
von Zahlen, reelle Werte durch natürlichzahlige Werte approximiert, vgl. die Gleitpunkt-
darstellung von Zahlen)

• elementaren Anweisungen wie Wertzuweisungen an Variablen, einfachen arithmetischen
Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, ganzzahlige Division) zwischen Va-
riablen und Konstanten

• zusammengesetzten Anweisungen (Sequenz anweisung1; anweisung2;), Blockbildung
(BEGIN anweisung1; ...; anweisungn END), bedingte Anweisungen (IF bedingung
THEN anweisung1 ELSE anweisung2; hierbei ist bedingung ein Boolescher Ausdruck,
der ein logisches Prädikat mit Variablen darstellt), Wiederholungsanweisungen (WHILE
bedingung DO anweisung;)

• einfachen Ein/Ausgabeanweisungen (READ (x), WRITE (x)).

Auf eine formale Beschreibung dieses Ansatzes soll hier verzichtet werden.

Auch bei der Formulierung eines Algorithmus mit Hilfe einer Programmiersprache kann man
nach der Zeit- und Raumkomplexität fragen. Dabei muß man wieder zwischen uniformen und
logarithmischen Kostenkriterium unterscheiden.

Ein Programm PROG habe die Eingabe [ ]nxxx  ..., ,1= , die sich aus n Parametern (Formalpa-

rameter bei der Spezifikation des Programms, Aktualparameter bei Aufruf des Programms)
zusammensetzt. Beispielsweise kann x ein Graph sein, der n Knoten besitzt. PROG berechne
eine Ausgabe [ ]myyy  ..., ,1= , die sich aus m Teilen zusammensetzt. Beispielsweise kann y
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das Ergebnis der Berechnung einer Funktion f sein, d.h. [ ] ( )nm xxfyy  ..., , ..., , 11 = . Oder

PROG soll entscheiden, ob die Eingabe x eine spezifizierte Eigenschaft besitzt; dann ist
{ }FALSETRUE  , ∈y . In der Regel wird die Zeit- und Raumkomplexität von PROG in Abhän-

gigkeit der Eingabe [ ]nxxx  ..., ,1=  gemessen.

Bei der Berechnung der uniformen Zeitkomplexität von PROG bei Eingabe von x wird die
Anzahl der durchlaufenen Anweisungen gezählt. Bei der Berechnung der uniformen Raum-
komplexität von PROG bei Eingabe von x wird die Anzahl der benötigten Variablen gezählt.

Der Ansatz bietet sich immer dann an, wenn die so ermittelten Werte der Zeit- und Raum-
komplexität nur von der Anzahl n der Komponenten der Eingabe [ ]nxxx  ..., ,1=  abhängen.

Diese Situation liegt beispielsweise vor, wenn PROG die Aufgabe hat, die Komponenten der
Eingabe (nach einem „einfachen“ Kriterium) zu sortieren.

Das folgende Beispiel zeigt jedoch, daß der Ansatz nicht immer adäquat ist. Die Pascal-

Prozedur zweier_potenz berechnet bei Eingabe einer Zahl 0>n  den Wert 122 −=
n

c .

PROCEDURE zweier_potenz (    n : INTEGER;
                         VAR c : INTEGER);

VAR idx : INTEGER;
    p   : INTEGER;

BEGIN {zweier-potenz }
  idx := n;      { Anweisung 1 }
  p   := 2;      { Anweisung 2 }
  WHILE idx > 0 DO      { Anweisung 3 }
    BEGIN
      p   := p*p;            { Anweisung 4 }
      idx := idx - 1; { Anweisung 5 }
    END;
  c := p - 1; { Anweisung 6 }

END   { zweier-potenz };

Werden nur die Anzahl der ausgeführten Anweisungen gezählt, so ergibt sich bei Eingabe der
Zahl 0>n  eine Zeitkomplexität der Ordnung )(nO  und eine Raumkomplexität der Ordnung

)1(O . Das Ergebnis 122 −=
n

c  belegt jedoch n2  viele binäre Einsen und benötigt zu seiner

Erzeugung mindestens n2  viele (elementare) Schritte. Vergrößert man die Eingabe n um eine
Konstante k, d.h. betrachtet man die Eingabe kn + , so bleibt die Laufzeit in der Ordnung

)(nO , während das Ergebnis um den Faktor k2  größer wird.
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Es bietet sich daher eine etwas sorgfältigere Definition der Zeit- und Raumkomplexität an.
Diese wird hier aufgezeigt, wenn die Ein- und Ausgabe eines Programms aus numerischen
Daten bzw. aus Daten besteht, die als numerische Daten dargestellt werden können (bei-
spielsweise die Datentypen BOOLEAN oder SET OF ... in Pascal).

Wenn die Zeit- und Raumkomplexität nicht nur von der Anzahl n der Komponenten der Ein-
gabe [ ]nxxx  ..., ,1=  abhängt, sondern wie im Beispiel der Prozedur zweier_potenz von den

Zahlenwerten nxx  ..., ,1  selbst, wird folgender Ansatz gewählt.

Für eine ganze Zahl z sei die Größe )()( zbinzsize =  die Anzahl signifikanter Bits, die benö-

tigt werden, um z im Binärsystem darzustellen. Für negative Werte von z wird die Komple-

mentdarstellung gewählt. Dabei sei 1)0( =size . Es gilt also 
( ) 





=
≠+

=
0für 1
0für 1log

)( 2

z
zz

zsize

und ( )( )zOzsize log)( ∈ . Für [ ]nxxx  ..., ,1=  sei ( ) ( ){ }nxsizexsizenxsize  ..., , max)( 1⋅= .

Der Wert )(xsize  repräsentiert damit die Anzahl der Bits, um die Zahlenwerte darzustellen,

die in x vorkommen.

Die logarithmische Zeitkomplexität eines Programms PROG bei Eingabe von x ist die An-
zahl der durchlaufenen Anweisungen, gemessen in Abhängigkeit von der so definierten Größe

)(xsize . Bei der Berechnung der logarithmischen Raumkomplexität von PROG bei Einga-

be von x wird die Anzahl der Bits gezählt, um alle von PROG benötigten Variablen abzuspei-
chern; dieser Wert wird in Abhängigkeit von )(xsize  genommen.

In obiger Pascal-Prozedur zweier_potenz gilt für die Eingabe n die Beziehung
)(log)( 2 ncnsizek ⋅== ; die Prozedur hat eine Laufzeit der Ordnung

 ( ) ( ) ( )knccn OOOnO 2222)( )(log1)(log 22 =⋅== ⋅ , also exponentielle Laufzeit, gemessen in der

Größe der Eingabe. Seine Raumkomplexität wird durch die Anzahl der Bits bestimmt, um die

Variable p zu speichern. Diese ist von der Ordnung ( ) ( )k

OO n 222 = . Insgesamt gibt das log-

arithmische Kostenkriterium die Realität exakt wieder.

2.4 Universelle Turingmaschinen

Jede Turingmaschine und jeder in einer Programmiersprache formulierte Algorithmus ist zur
Lösung eines spezifischen Problems entworfen. Dabei ist natürlich die Eingabe wechselnder
Werte der Problemparameter möglich. Entsprechend könnte man in dieser Situation den Al-
gorithmus hardwaremäßig implementieren und hätte dadurch einen „Spezialrechner“, der in
der Lage ist, das spezifische Problem, für das er entworfen ist, zu lösen. Ein Computer wird
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jedoch üblicherweise anders eingesetzt: ein Algorithmus wird in Form eines in einer Pro-
grammiersprache formulierten Quelltextes einem Compiler (etwa innerhalb einer Entwick-
lungsumgebung) vorgelegt. Das Programm wird im Computer in Maschinensprache übersetzt,
so daß er in der Lage ist, das Programm „zu interpretieren“. Anschließend wird es von diesem
Computer mit entsprechenden eingegebenen Problemparametern ausgeführt. Der Computer
ist also in der Lage, nicht nur einen speziellen Algorithmus zur Lösung eines spezifischen
Problems, sondern jede Art von Algorithmen auszuführen, solange sie syntaktisch korrekt
formuliert sind.
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Diese Art der Universalität ist auch im Turingmaschinen-Modell möglich. Im folgenden wird
dazu eine universelle Turingmaschine UTM definiert. Diese erhält als Eingabe die Be-
schreibung einer Turingmaschine TM (ein Problemlösungsalgorithmus) und einen Eingabe-
datensatz w für TM. Die universelle Turingmaschine verhält sich dann genauso, wie sich TM
bei Eingabe von w verhalten würde.

Im folgenden wird zunächst gezeigt, wie man die Beschreibung einer Turingmaschine aus ih-
rer formalen Definition erhält.

Eine deterministische k-Band-Turingmaschine ( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  kann als endli-

ches Wort über {0, 1} kodiert werden. Dazu wird angegeben, wie eine mögliche Kodierung
von TM aussehen kann (die hier vorgestellte Kodierung ist natürlich nur eine von vielen
möglichen):

Es sei # ein neues Zeichen, das in Σ∪Q  nicht vorkommt. Das Zeichen # dient als syntakti-

schen Begrenzungssymbol innerhalb der Kodierung.

Die Zustandsmenge von TM sei { }10  .., , −= QqqQ , ihr Arbeitsalphabet { }10  .., , −Σ=Σ aa . Man

kann annehmen, daß der Startzustand 0q  und der akzeptierende Zustand 1−= Qaccept qq  ist. Das

Blankzeichen b kann mit 0a  identifiziert werden. Die Anzahl der Zustände, die Anzahl der

Elemente in Σ  und die Anzahl der Bänder werden in einem Wort { }*
0 # 1, 0, ∈w  festgehalten:

( ) ( ) #)#(###0 kbinbinQbinw Σ= .

Hierbei bezeichnet wieder )(nbin  die Binärdarstellung von n.

Die Überführungsfunktion δ  habe d viele Zeilen. Die t- te Zeile laute:
( ) ( ) ( )( )kjjjiii dadaqaaq

kk
, ..., ,,,, ... ,, 111

=δ .

Es sind Σ∈
li

a , Σ∈
mj

a  und { }  , , SRLd i ∈ . Diese Zeile wird zunächst als Zeichenkette

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )##...# ##)#(...# #)#( 111 kkkt djbindjbinjbinibinibinibinw =

kodiert. Diese Zeichenkette ist ein Wort über dem Alphabet { }  , , ,# ), (, 1, 0, SRL . Zu beach-

ten ist, daß tw  sich öffnende und schließende Klammern enthält; der Ausdruck )(ibin  enthält

keine Klammern, sondern ist eine Zeichenkette über { }1 0, .

Die gesamte Turingmaschine TM läßt sich durch Konkatination TMw  der Wörter 0w , 1w , ...,

dw  kodieren: dTM wwww  ... 10= . Es ist { }*  , , ,# ), (, 1, 0, SRLwTM ∈ . Die 8 Buchstaben dieses

Alphabets werden buchstabenweise gemäß der Tabelle
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Zeichen Umsetzung Zeichen Umsetzung
0
1
(
)

000
001
010
011

#
L
R
S

100
101
110
111

umgesetzt.  Das Resultat der Umsetzung von TMw  in eine Zeichenkette über {0, 1} wird mit

)(TMcode  bezeichnet.

Beispiel: Kodierung einer Turingmaschine

Gegeben sei die 1-DTM ( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  mit { }210  , , qqqQ = , { }b 1, 0, =Σ ,

{ }1 0, =I , 2qqaccept =  und δ  gemäß der folgenden Tabelle:

Überführungsfunktion

( )
kiii aaq , ... ,,

1
δ

( ) ( )( )kjjj dadaq
k
, ..., ,,,                 11

=

Zwischenkodierung
( ) ( )( )kt ibinibinibinw ...# #)#( 1=

( )( ) ( )( )( );#...# ##)#( 11 kk djbindjbinjbin

entsprechend dem Wort über {0, 1}

( ) ( )( )Rqq ,0,1, 10 =δ =1w (0#1)(1#(0#R))#

010000100001011010001100010000100110011011100
( ) ( )( )Rqq ,1,0, 01 =δ =2w  (1#0)(0#(1#R))#

010001100000011010000100010001100110011011100
( ) ( )( )Rqq ,0,1, 21 =δ =3w  (1#1)(10#(0#R))#

010001100001011010001000100010000100110011011100
( ) ( )( )Lqbq ,1,, 11 =δ =4w  (0#11)(1#(1#L))#

010001100001001011010001100010001100101011011100

Das Wort 0w  lautet: ##1#11#11#0 =w . Dieses Wort wird übersetzt in eine 0-1-Kodierung und

ergibt 1000010011000010011001100100.

Die Turingmaschine TM ist also kodiert durch  code(TM) =
100001001100001001100110010001000010000101101000110001000010011001101110
001000110000001101000010001000110011001101110001000110000101101000100010
0010000100110011011100010001100001001011010001100010001100101011011100.

Die Turingmaschine minTM  mit der kürzesten Kodierung ist die k-DTM

( )acceptmin qqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  mit 0=k , { }0 qQ = , { }b =Σ  und ∅=δ . Das dieser Tu-

ringmaschine entsprechende Wort 0w  lautet: ##0#1#1#0 =w , übersetzt in eine 0-1-Kodierung
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100001100001100000100100.  Da ∅=δ  ist, stimmt ( )minTMcode  mit dieser 0-1-Folge be-

reits überein.

Zu jeder Turingmaschine TM gibt es also ein Wort { }* 1 0, ∈w , )(TMcodew = , das TM ko-

diert. Offensichtlich ist { } { }*1 0, hineTuringmasc eineist   | )( ⊆TMTMcode .

Für unterschiedliche Turingmaschinen 1TM  und 2TM  gilt dabei )()( 21 TMcodeTMcode ≠ ,

d.h. die so definierte Abbildung code ist injektiv.

Andererseits kann man einem Wort { }*1 0, ∈w  „ansehen“, ob es eine Turingmaschine kodiert.

Nicht jedes Wort { }*1 0, ∈w  kodiert eine Turingmaschine, und natürlich kann es vorkommen,

daß die durch ein Wort { }*1 0, ∈w  kodierte Turingmaschine wenig Sinnvolles leistet. Die

oben informell beschriebenen Regeln der Kodierung einer Turingmaschine TM durch ein
Wort )(TMcode  erlauben ein (deterministisches) algorithmisches Verfahren der syntakti-

schen Analyse, das feststellt, ob ein Wort  { }*1 0, ∈w  die Kodierung einer Turingmaschine

darstellt. Dieses Verfahren, auf dessen detaillierte Darstellung hier verzichtet werden soll,
werde mit VERIFIZIERE_TM bezeichnet.

Für ein Wort  { }*1 0, ∈w  ist





=
darstellt hineTuringmasceiner   Kodierungdienicht   falls

darstellt hineTuringmasceiner   Kodierungdie  falls
)(_

w
w

wTMEVERIFIZIER
FALSE
TRUE

Falls ein Wort { }*1 0, ∈w  eine Turingmaschine TM kodiert, d.h. )(TMcodew = , dann be-

zeichnet man mit )(
1

wcodeTM
−

=  die durch w kodierte Turingmaschine (diese Notation ist

zulässig, da code injektiv ist). Wir schreiben dafür kürzer

wKTM = .

Mit Hilfe der Kodierungen von Turingmaschinen kann man eine lineare Ordnung auf der

Menge der Turingmaschinen definieren. Es sei { }*1 0, ∈w . Für 0>∈ Ni  heißt w Kodierung

der i-ten Turingmaschine, falls gilt:

(i) VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE

(ii) die Menge 
{ }













=
∈

TRUE)(_ und 
  vor Ordnung hischenlexikograpder  inliegt   und 1 ,0  

  
*

xTMEVERIFIZIER
wxx

x  ent-

hält genau 1−i  viele Elemente.
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Falls )(TMcodew =  die Kodierung der i-ten Turingmaschine ist, dann heißt wKTM =  die  i-

te Turingmaschine.

Der folgende Algorithmus ermittelt bei Eingabe einer Zahl 0>∈ Ni  die Kodierung der i-ten

Turingmaschine.

Eingabe: Eine natürliche Zahl 0>∈ Ni

Verfahren: Aufruf der Funktion Generiere_TM (i)

Ausgabe: { }*1 0, ∈w , w ist die Kodierung der i-ten Turingmaschine.

Die Funktion Generiere_TM wird in Pseudocode beschrieben.

FUNCTION Generiere_TM (i : INTEGER) : STRING;

VAR x : STRING;
    y : STRING;
    k : INTEGER;

BEGIN { Generiere_TM }

  x := ‘0‘;  { { }*1 0, ∈x  }
  k := 0;

  WHILE k < i DO
     BEGIN
       IF VERIFIZIERE_TM(x)
       THEN BEGIN
              k := k + 1;
              y := x;
            END;

       x := Nachfolger von x in der lexikographischen Reihenfolge von { }*1 0, ;
     END;

 Generiere_TM := y;
END   { Generiere_TM }

Der folgende Algorithmus ermittelt bei Eingabe von { }*1 0, ∈w  die Nummer i in der oben de-

finierten Ordnung auf der Menge der Turingmaschinen, falls w überhaupt eine Turingmaschi-
ne kodiert; ansonsten gibt er den Wert 0 aus.
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Eingabe: { }*1 0, ∈w

Verfahren: Aufruf der Funktion Ordnung_TM (w)

Ausgabe: 0>i , falls w die Kodierung der i-ten Turingmaschine ist,
0=i , sonst.

Die Funktion Ordnung_TM wird in Pseudocode beschrieben.

FUNCTION Ordnung_TM (w : STRING) : INTEGER;

VAR x : STRING;
    k : INTEGER;

BEGIN { Ordnung_TM }
  IF NOT VERIFIZIERE_TM(w)
  THEN BEGIN
         Ordnung_TM := 0;
         Exit;
       END;

  x := ‘0‘;  { { }*1 0, ∈x  }
  k := 1;

  WHILE NOT (x = w) DO
     BEGIN
       IF VERIFIZIERE_TM(x)
       THEN k := k + 1;

       x := Nachfolger von x in der lexikographischen Reihenfolge von { }*1 0, ;
     END;

 Ordnung_TM := k;
END   { Ordnung_TM }

Ein Wort { }*1 0, ∈w  kann damit sowohl als die Kodierung der i-ten Turingmaschine als auch

als ein Eingabewort für eine gegebene Turingmaschine oder auch als Binärzahl interpretiert
werden. Die Nummer i kann aus w algorithmisch deterministisch ermittelt werden (falls w
überhaupt eine Turingmaschine kodiert); ebenso kann die Kodierung der i-ten Turingma-
schine erzeugt werden.
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Satz 2.4-1:
Es gibt eine universelle Turingmaschine UTM mit Eingaben der Form wuz #=  mit

{ }*1 0, ∈u  und { }*1 0, ∈w , so daß )(UTMLz ∈  genau dann gilt, wenn )(TMcodew =

für eine Turingmaschine TM ist, d.h. wKTM = , und ( )wKLu∈  ist.

Die universelle Turingmaschine UTM simuliert das Verhalten von wK  auf u: Sie be-

trachtet w als die Turingmaschine wK  und verhält sich dann auf u so, wie sich wK  auf u

verhält.

Beweis:

Zunächst prüft UTM, ob die Eingabe { }*# 1, 0, ∈z  genau ein Zeichen # enthält. Ist dieses

nicht der Fall, so wird z nicht akzeptiert. Hat z die Form wuz #=  mit { }*1 0, ∈u  und

{ }*1 0, ∈w , so überprüft UTM, ob w eine Turingmaschine kodiert (siehe Funktion VERIFI-

ZIERE_TM(w)). Falls dieses nicht zutrifft, wird z nicht akzeptiert.

Andernfalls hat w die Form vvvvw 100100100100100 321= , wobei sich 1v , 2v  und 3v  aus-

schließlich aus der Konkatination von Zeichenfolgen 000 und 001 zusammensetzen und

{ }*1 0, ∈v  ist. Nimmt man von 1v  jedes dritte Zeichen, so erhält man eine Binärzahl, die die

Anzahl der Zustände von wK  angibt. Der Zustand mit der höchsten Nummer ist der akzeptie-

rende Zustand, der Zustand mit der Nummer 0 der Anfangszustand. Entsprechend erhält man
aus 2v  die Anzahl der Zeichen des Arbeitsalphabets und damit implizit das Arbeitsalphabet

Σ  und aus 3v  die Anzahl k der Bänder von wK . In v ist die Überführungsfunktion von wK

kodiert.

UTM erzeugt jetzt auf einem weiteren Band, das als Konfigurations-Simulationsband be-
zeichnet werden soll, die Kodierung der Anfangskonfiguration von wK  mit Eingabewort u,

d.h. die Kodierung von ( ) ( ) ( )









= 444 3444 21

k

uqK 1, ..., ,1,,1,,00 εε . Hierbei kann ein ähnlicher Umset-

zungsmechanismus wie zur Erzeugung der Kodierung einer Turingmaschine verwendet wer-
den. Eine Konfiguration von wK  der Form ( ) ( )( )kkt iiqK , ..., ,,, 11 αα= , wobei tq  der t-te Zu-

stand von wK  und  *Σ∈jα , 1≥ji  für j = 1, ..., k ist, wird zunächst (gedanklich) umgesetzt in

( )( ) ( )( )( )kk ibinibintbin ## ... ##)#( 11 ββ . Hierbei erhält man jβ  aus jα  (für j = 1, ..., k), indem

man jeden Buchstaben durch den Binärwert seiner Nummer in Σ , gefolgt vom Zeichen # er-
setzt. Ist beispielsweise aaccaj =α  und sind a bzw. c die Zeichen in Σ  mit den Nummern 1

bzw. 3, so ist #1#11#11#1#1=jβ . Die Zeichenfolge ( )( ) ( )( )( )kk ibinibintbin ## ... ##)#( 11 ββ

wird mittels anfangs angegebener Tabelle in eine Folge über { }1 0,  umgesetzt.
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Ist wK  etwa eine 3-DTM mit { }ab  1, 0, , =Σ , wobei b das Blankzeichen (mit Nummer 0) be-

zeichnet und die Zeichen 0, 1 und a die Nummern 1 bis 3 tragen, so lautet die Anfangskonfi-
guration 0K  von wK  mit dem Eingabewort 11001=u :

( ) ( ) ( ) ( )( )1, ,1 , ,1 ,,1 ,11001 ,00 εεεqK =  bzw.

( ) ( ) ( )( )1##0#1##0#1##10#1#1#10#10#0  und in eine 0-1-Folge kodiert:

010000100010001000100001000100001100001100001000100100001011100010000100100
001011100010000100100001011011.

Im Endstück v des Wortes vvvvw 100100100100100 321=  ist die Überführungsfunktion von

wK  kodiert. UTM kann mit Hilfe der dort enthaltenen Informationen das Verhalten von wK

simulieren, indem UTM die Einträge auf dem Konfigurations-Simulationsband entsprechend
der aus v gelesenen Überführungsfunktion schrittweise ändert. Auf dem Anfangsstück
010m100 des Konfigurations-Simulationsbands (hierbei besteht m ausschließlich aus Teilzei-
chenketten der Form 000 und 001) steht dabei jeweils die Kodierung des aktuellen Zustands
von wK . Endet die Simulation mit einem Wert m, der dem akzeptierenden Zustand von wK

entspricht, akzeptiert UTM die Eingabe z. ///

Die universelle Turingmaschine UTM kann so konstruiert werden, daß sie mit einem Band
auskommt, da sich jede Turingmaschinen mit mehreren Bändern durch eine einbändige Tu-
ringmaschine simulieren läßt.

Das Konzept einer universellen Turingmaschine wird u.a. dazu verwendet, die Grenzen der
Berechenbarkeit aufzuzeigen (Kapitel 3.2).

2.5 Nichtdeterminismus

Der Begriff „deterministisch“ in der Definition einer k-DTM drückt aus, daß die Nachfolge-
konfiguration einer Konfiguration K in einer Berechnung der k-DTM eindeutig durch den in
K vorkommenden Zustand q, die von den Schreib/Leseköpfen gerade gelesenen Zeichen a1,
..., ak, den (eindeutigen) Wert  ( )kaaq  ..., , , 1δ  der Überführungsfunktion und die gegenwärti-

gen Positionen der Schreib/Leseköpfe bestimmt ist. In diesem Kapitel wird das Modell der
nichtdeterministischen Turingmaschine eingeführt. Eine nichtdeterministische Turingmaschi-
ne unterscheidet sich von einer deterministischen Turingmaschine in der Definition der Über-
führungsfunktion δ .
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Eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschine (k-NDTM) TM ist definiert durch
( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=

mit:

1. Q ist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge
2. Σ  ist eine endliche nichtleere Menge: das Arbeitsalphabet
3. Σ⊆I ist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet
4. Σ∈b  \ I ist das Leerzeichen
5. Qq ∈0  ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

6. Qqaccept ∈  ist der akzeptierende Zustand (Endzustand)

7. δ : (Q \ {qaccept}) { }( )( )kk SRLQ ,,×Σ×→Σ× P  ist eine partielle Funktion, die Überfüh-

rungsfunktion; insbesondere ist ( )kaaq , ... ,, 1δ  für acceptqq =  nicht definiert; zu beachten

ist, daß δ  für einige weitere Argumente eventuell nicht definiert ist.

Die Überführungsfunktion ordnet also jedem Argument ( )kaaq , ... ,, 1  nicht einen einzigen

(eindeutigen) Wert ( ) ( )( )kk dbdbq , ..., ,,, 11′  zu, sondern eine endliche Menge von Werten der

Form ( ) ( )( )kk dbdbq , ..., ,,, 11′ , von denen in einer Berechnung ein Wert genommen werden

kann (natürlich kann diese endliche Menge auch aus einem einzigen Element bestehen).

Damit wird auch das Aussehen einer Berechnung einer nichtdeterministischen Turingmaschi-
ne TM neu definiert. Auch hierbei wird wieder der Begriff der Konfiguration verwendet, um
den gegenwärtigen Gesamtzustand von TM zu beschreiben, d.h. den gegenwärtigen Zustand
zusammen mit den Bandinhalten und den Positionen der Schreib/Leseköpfe:

( ) ( )( )kk iiqK , ..., ,,, 11 αα=  mit Qq∈ , *Σ∈jα , 1≥ji  für j = 1, ..., k.

TM startet wie im deterministischen Fall im Anfangszustand mit einer Anfangskonfiguration
( ) ( ) ( )( )1, ..., ,1,,1,,00 εεwqK = . Ist TM in eine Konfiguration ( ) ( )( )kk iiqK , ..., ,,, 11 αα=  gekom-

men und ist  ( )kaaq , ... ,, 1δ  definiert, dann besteht ( )kaaq , ... ,, 1δ  aus einer endlichen Menge

von Werten der Form ( ) ( )( )kk dbdbq , ..., ,,, 11′ , d.h.

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ } , ..., ,,, ..., ,, ..., ,,, , ... ,, 1111111111 tktktttkkk dbdbqdbdbqaaq =δ .

Als Folgekonfiguration von K wird eine der t möglichen Konfigurationen
( ) ( )( )kk iiqK 11111111 , ..., ,,, ′′= ββ , ..., ( ) ( )( )tktktttt iiqK ′′= , ..., ,,, 11 ββ

genommen. iK  für i = 1, ..., t entsteht aus K dadurch, daß man wie im deterministischen Fall

q durch iq  und 1a , ..., ka  durch 1ib , ..., ikb  ersetzt und die Köpfe so bewegt, wie es

( ) ( )( )ikikiii dbdbq , ..., ,,, 11  in ( )kaaq , ... ,, 1δ  angibt. Welche der t möglichen Folgekonfiguratio-

nen auf die Konfiguration K folgt, wird nicht gesagt (wird nichtdeterministisch festgelegt); es
wird „eine geeignete Folgekonfiguration“ genommen. Man schreibt dann
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iKK ⇒ .

Wie im deterministischen Fall heißt eine Konfiguration acceptK , die den akzeptierenden Zu-

stand acceptq  enthält, d.h. eine Konfiguration der Form

( ) ( )( )kkacceptaccept iiqK , ..., ,,, 11 αα= ,

akzeptierende Konfiguration (Endkonfiguration).

Wie im deterministischen Fall schreibt man KK m ′⇒  mit N∈m , wenn K ′  aus K durch m
Konfigurationsänderungen hervorgegangen ist, d.h. wenn es m Konfigurationen 1K , ..., mK

gibt mit
KKKK m ′=⇒⇒⇒  ... 1 .

Für 0=m  ist dabei KK ′= .

Die von einer k-NDTM TM akzeptierte Sprache ist die Menge

{ }akzeptiert   von wird und  |  )( * TMwIwwTML ∈=

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }kkaccept iiqwqIww , ..., ,,,1, ..., ,1,,1,, und  |  11
*

0
* ααεε ⇒∈= .

Wie im deterministischen Fall kann man die Überführungsfunktion δ  modifizieren, indem
man die Zustandsmenge Q um einen neuen Zustand rejectq  erweitert und δ  um entsprechende

Zeilen ergänzt (siehe Kapitel 2.1), so daß alle Berechnungen, die in einem Zustand acceptqq ≠ ,

für die ( )... ,qδ  bisher nicht definiert ist, um eine Überführung in den Zustand rejectq  fortge-

setzt werden können. Für rejectq  ist δ  nicht definiert.

Im deterministischen Fall kann man sich den Ablauf einer Berechnung als eine Folge
...  ... 0 ⇒′⇒⇒⇒ KKK

vorstellen, wobei jeder Schritt KK ′⇒  eindeutig durch die Überführungsfunktion δ  fest-
steht. Im nichtdeterministischen Fall hat man in einem Schritt KK ′⇒  eventuell mehrere
Alternativen, so daß sich eine Berechnung hier als ein Pfad durch einen „Berechnungsbaum“
darstellt. Jeder Knoten dieses Berechnungsbaums ist mit einer Konfiguration markiert. Die
Wurzel ist mit einer Anfangskonfiguration ( ) ( ) ( )( )1, ..., ,1,,1,,00 εεwqK =  mit einem Wort

*Iw∈  markiert.  Ist die Konfiguration ( ) ( )( )kk iiqK , ..., ,,, 11 αα=  die Markierung eines Kno-

tens und kann hier der Eintrag ( )kaaq , ... ,, 1δ  der Überführungsfunktion angewendet werden,

etwa
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ } , ..., ,,, ..., ,, ..., ,,, , ... ,, 1111111111 tktktttkkk dbdbqdbdbqaaq =δ , dann enthält dieser

Knoten des Berechnungsbaums t direkte Nachfolger, die mit den sich ergebenden Nachfolge-
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konfigurationen ( ) ( )( )kk iiqK 11111111 , ..., ,,, ′′= ββ , ..., ( ) ( )( )tktktttt iiqK ′′= , ..., ,,, 11 ββ  markiert

sind. Führt einer der Pfade von einer Anfangskonfiguration 0K  zu einer Endkonfiguration

acceptK , so wird das in der Anfangskonfiguration stehende Wort w akzeptiert.

Das Partitionenproblem mit ganzzahligen Eingabewerten

Instanz: { }naaI  ..., ,1=

I ist eine Menge von n natürlichen Zahlen.

Lösung: Entscheidung „ja“, falls es eine Teilmenge { }nJ  ..., 1,⊆  mit ∑∑
∉∈

=
Ji

i
Ji

i aa  gibt (d.h.

wenn sich die Eingabeinstanz in zwei Teile zerlegen läßt, deren jeweilige Summen
gleich groß sind).
Entscheidung „nein“ sonst.

Offensichtlich lautet bei einer Instanz { }naaI  ..., ,1=  mit ungeradem ∑
=

=
n

i
iaB

1

 die Entschei-

dung „nein“. Daher kann B als gerade vorausgesetzt werden.

Zunächst wird eine 3-NDTM TM angegeben, die dieses Problem löst, wenn die Eingaben in
„unärer“ Kodierung eingegeben werden: Eine Eingabeinstanz { }naaaI  ..., , , 21=  wird dabei

als Wort naaaw 10 ... 1010 21=  kodiert.
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Die 3-NDTM { } { } { }( )5050  , , , , 1 0,  , $ , 1, ,0  ,  ..., , qqbbqqTM δ=  arbeitet folgendermaßen:

1. Das Eingabewort wird von links nach rechts gelesen. Jedesmal, wenn eine Folge ia10  er-
reicht wird, wird die Folge der Nullen entweder auf das 2. oder das 3. Band kopiert

2. Wenn das Ende des Eingabeworts erreicht ist, wird geprüft, ob auf dem 2. und 3. Band die
gleiche Anzahl von Nullen steht; dieses geschieht durch simultanes Vorrücken der Köpfe
nach links.

Die Überführungsfunktion δ  wird durch folgende Tabelle gegeben.

momentaner
Zustand

Symbol unter dem
Schreib/Lesekopf auf

neuer Zu-
stand

neues Symbol,
 Kopfbewegung auf

Band 1 Band 2 Band 3 Band 1 Band 2 Band 3

0q 1 b b 1q 1, S $, R $, R

1q 1 b b 2q 1, R b, S b, S

3q 1, R b, S b, S

2q 0 b b 2q 0, R 0, R b, S

1 b b 1q 1, S b, S b, S

b b b
4q b, S b, L b, L

3q 0
1

b
b

b
b

3q

1q

0, R
1, S

b, S
b, S

0, R
b, S

b b b 4q b, S b, L b, L

4q b
b

0
$

0
$

4q

5q

b, S
b, S

0, L
$, S

0, L
$, S

Nichtdeterministische Strategien können den Ablauf von Berechnungen vereinfachen. Als
Beispiel werde die Sprache

{ } { }{ }yxxyxyxL ≠≠∈∈=  , ,1 0,  ,1 0,  | # ** ε

betrachtet. Es sei { }*1 0, ∈w . Eine deterministische Turingmaschine würde bei Eingabe von w

zunächst an der Position des Zeichens # feststellen, wo y beginnt, und dann  x und y buchsta-
benweise auf einen Unterschied hin vergleichen (falls w kein oder mehr als ein Zeichen # ent-
hält, würde w nicht akzeptiert werden). Eine nichtdeterministische Turingmaschine NTM
würde ebenfalls (deterministisch) zunächst prüfen, ob w genau ein Zeichen # enthält. Ist die-
ses nicht der Fall, wird w nicht akzeptiert. Ist yxw #=  und besteht x aus n Buchstaben und y

aus m Buchstaben, etwa nxxx  ... 1=  und myyy  ... 1= , so überprüft NTM (deterministisch), ob

mn ≠  gilt (in diesem Fall wird w akzeptiert). Andernfalls erzeugt NTM auf einem seiner Ar-
beitsbänder nichtdeterministisch den Wert )(ibin  mit mni =≤ . Anschließend überprüft NTM
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die Buchstaben ix  und iy . Das Wort w wird genau dann akzeptiert, wenn ii yx ≠  ist. Für die

nichtdeterministische Erzeugung von )(ibin  muß in die entsprechende Zelle des Arbeitsbands

entweder 0 oder 1 geschrieben werden. NTM „rät (nichtdeterministisch)“ die Position, an der
sich x und y unterscheiden und verifiziert anschließend die Richtigkeit des Ratevorgangs. Der
geratene Wert )(ibin  kann auch als Beweis (Zertifikat) dafür angesehen werden, daß yx ≠

bzw. Lw∈  gilt.

Die in diesem Beispiel beschriebene Arbeitsweise ist für eine nichtdeterministische Turing-
maschine typisch:

Die nichtdeterministische Turingmaschine NTM sei konzipiert , um die Menge *Σ⊆L  zu ak-

zeptieren. Bei einer Eingabe *Σ∈x  rät NTM auf nichtdeterministische Weise einen Beweis
B (ein Zertifikat) dafür, daß Lx ∈  gilt. Der Beweis ist eine Zeichenkette über einem endli-

chen Alphabet 0Σ , d.h. *
0Σ∈B . Anschließend verifiziert NTM den Beweis.

Eine nichtdeterministische Berechnung kann auch so organisiert werden, daß zunächst alle
„nichtdeterministischen Schritte“ ausgeführt werden und anschließend nur noch deterministi-
sche Schritte erfolgen. Dieser Ansatz führt auf ein Nichtstandardmodell der NDTM:

Eine nichtdeterministische k-Band-Turingmaschine (k-NDTM) TM ist definiert durch
( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ= . Die Überführungsfunktion ist eine partielle Abbildung

δ : (Q \ {qaccept}) { }( )( )kk SRLQ ,,×Σ×→Σ× P , die sich in zwei Teile 1δ  und 2δ  ( 21 δδδ ∪= )

zerlegen läßt. Alle nichtdeterministischen Teile von δ  sind in 1δ  zusammengefaßt, 2δ  be-

steht ausschließlich aus deterministischen Teilen. Das Eingabeband (1. Band) wird nach links
abzählbar unendlich erweitert wird; die Zellen werden mit 0, -1, -2, ... numeriert. Zusätzlich
verfügt TM über ein „Ratemodul“.
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Die Arbeitsweise von TM verläuft in zwei Phasen. Ein Eingabewort naaw  ... 1= , *Iw∈ , wird

auf das 1. Band in die Zellen mit Nummern 1, ..., n eingegeben (allen anderen Zellen enthal-
ten das Leerzeichen, die Schreib/Leseköpfe stehen auf den jeweiligen Bändern über der ersten
Zelle, der Schreibkopf des Ratemoduls steht über der Zelle mit Nummer -1). Nun beginnt
Phase 1. Das Ratemodul steuert getaktet den Schreibkopf: in jedem Takt wird ein Symbol aus
Σ  auf das 1. Band geschrieben und der Schreibkopf um eine Zelle nach links bewegt, oder
der Ratemodul stoppt und wird „inaktiv“. Dieser Vorgang wird durch den nichtdeterministi-
schen Teil 1δ  von δ  gesteuert. Die so vom Ratemodul auf dem 1. Band erzeugte Zeichen-

kette wird auch als Beweis (Zertifikat) bezeichnet. TM befindet sich im Anfangszustand 0q .

Eventuell stoppt das Ratemodul nicht, so daß die Turingmaschine bei der entsprechenden
Eingabe nicht anhält. Sobald das Ratemodul stoppt und TM in den Zustand 0q  geht, beginnt

Phase 2. TM verhält sich deterministisch, gesteuert durch den deterministischen Teil 2δ  von

δ , wie eine „normale“ k-DTM, wobei die Zeichenkette, die das Ratemodul in Phase 1 erzeugt
hat, in die Berechnung einbezogen wird.

Phase 2 kann auch als Verifikationsphase von TM bezeichnet werden. Es wird nämlich die
„Brauchbarkeit“ der in Phase 1 erzeugten („geratenen“) Zeichenkette, der in Phase 1 erzeugte
Beweis, für die Berechnung verifiziert.

Die Zeitkomplexität und die Platzkomplexität (im schlechtesten Fall, worst case) einer nicht-
deterministischen Turingmaschine wird ähnlich wie im deterministischen Fall definiert:
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Für eine k-NDTM ( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  und eine Eingabe )(TMLw∈  gelte

( ) ( ) ( )( ) accept
m Kwq ⇒1, ..., ,1,,1,,0 εε

mit einer Endkonfiguration acceptK . Hierbei sei m der kleinste Wert, so daß eine Endkonfigu-

ration erreicht wird. Dann wird durch mwtTM =)(  eine partielle Funktion N→Σ*:TMt  defi-

niert, die angibt, wieviele Überführungen TM in der kürzesten Berechnung macht, um w zu
akzeptieren (eventuell ist )(wtTM  nicht definiert, nämlich dann, wenn die Eingabe von w nicht

auf eine Endkonfiguration führt).

Die Zeitkomplexität von TM (im schlechtesten Fall, worst case) wird definiert durch die
partielle Funktion NN →:TMT  mit

{ }  und |)( max)( * nwwwtnT TMTM ≤Σ∈= .

Entsprechend kann man die Platzkomplexität von TM (im schlechtesten Fall, worst case)
)(nSTM  als den maximalen Abstand vom linken Ende eines Bandes definieren, den ein

Schreib/Lesekopf bei der Akzeptanz eines Worts )(TMLw ∈  mit nw ≤  mindestens erreicht.

Beispielsweise ist die oben angegebene Turingmaschine zur Lösung des Partitionenproblems
(2n + 2)-zeitbeschränkt und (n + 1)-raumbeschränkt.

Nichtdeterministisches Verhalten läßt sich deterministisch simulieren:

Satz 2.5-1:
Falls L von einer k-NDTM TM akzeptiert wird, dann gibt es eine k ′ -DTM MT ′  mit

( ) )(TMLMTL =′ . Man kann MT ′  so konstruieren, daß gilt:

Falls TM )(nT -zeitbeschränkt ist mit nnT ≥)( , dann ist MT ′  ( ))()( nTdnTO ⋅ -

zeitbeschränkt mit einer Konstanten d > 0.

Beweis:

Es sei TM eine k-NDTM, die )(nT -zeitbeschränkt mit nnT ≥)(  ist. Für jedes Wort

)(TMLw∈  mit nw =  gibt es also eine Folge von Konfigurationen, die von einer Anfangs-

konfiguration 0K  mit w zu einer akzeptierenden Konfiguration acceptK  führt und deren Länge

)(nT≤  ist.

Jede Zeile der Tabelle, mit der die Überführungsfunktion δ  von TM gegeben wird (Überfüh-
rungstabelle), hat die Form
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ } , ..., ,,, ..., ,, ..., ,,, , ... ,, 1111111111 tktktttkkk dbdbqdbdbqaaq =δ

(hier stehen t „Teilzeilen“). Wenn in einer Konfigurationenfolge ( )kaaq , ... ,, 1δ  angewendet

wird, gibt es t mögliche Folgekonfigurationen. Der maximale Wert t an Teilzeilen in einer
Zeile der Überführungstabelle sei d. In einer Berechnung von TM gibt es für eine Konfigura-
tion maximal d mögliche Folgekonfigurationen. Es sei { } 1 ..., 1, 0, −= dD . Dann kann man

eine von TM ausgeführte Berechnung bzw. die dabei durchlaufene Konfigurationsfolge der
Länge l durch ein Wort lddx  ... 1=  über D beschreiben: id  gibt an, daß in der i-ten Überfüh-

rung die ( )1+id -te Alternative in der entsprechenden Zeile der Überführungstabelle verwen-

det wird. Eventuell beschreibt nicht jedes Wort über D gültige Konfigurationenfolgen von
TM.

Eine Simulation des Verhaltens von TM durch eine deterministische Turingmaschine MT ′

kann folgendermaßen durchgeführt werden. Eine Eingabe *Iw∈  wird auf einem Band von

MT ′  zwischengespeichert (es wird eine Kopie angelegt). MT ′  erzeugt ein Wort *Dx ∈  mit

)(nTlx ≤= , lddx  ... 1= , falls es noch ein nicht bereits erzeugtes Wort dieser Art gibt. Ins-

gesamt können die Wörter in lexikographischer Reihenfolge erzeugt werden. Dann kopiert
MT ′  das Eingabewort w aus dem Zwischenspeicher auf das Eingabeband von TM und simu-

liert auf deterministische Weise das Verhalten von TM für l Schritte, wobei in der i-ten Über-
führung die ( )1+id -te Alternative in der entsprechenden Zeile der Überführungstabelle ver-

wendet wird. Falls die Simulation auf den akzeptierenden Zustand führt, wird das Wort w ak-

zeptiert, ansonsten wird das nächste Wort *Dx ∈  erzeugt und die Simulation erneut ausge-
führt.

Um ein Wort *Dx ∈  mit )(nTlx ≤= zu erzeugen, benötigt man )(lO  viele Schritte (ent-

sprechend der Addition einer 1 auf eine Zahl mit l Stellen). Anschließend wird w in )(nO

vielen Schritten aus dem Zwischenspeicher auf das Eingabeband von TM kopiert. Das Ver-

halten von TM wird dann für l viele Schritte simuliert. Es gibt ld  viele Möglichkeiten für
*Dx ∈  mit lx = . Insgesamt ergibt sich ein zeitlicher Aufwand der Größe

( ) l
nT

l

dlcnclcnT ⋅⋅+⋅+⋅=′ ∑
=

)(

0
321)(

(der erste Term unter dem Summenzeichen beschreibt den zeitlichen Aufwand, um x zu er-
zeugen, der zweite Term, um w aus dem Zwischenspeicher auf das Eingabeband von TM zu
kopieren, der dritte Term, um l Schritte von TM zu simulieren). Es gilt

( )
( ) 








−

−
+

−
++−

=















⋅+⋅≤′

+++

= =
∑ ∑ 1

1
1

)(1)(
)(

1)(

2

2)(1)()(

0

)(

0 d
d

n
d

dnTdnTd
cdndlcnT

nTnTnTnT

l

nT

l

ll  mit ei-

ner geeigneten Konstanten c.  Der Ausdruck rechts ist von der Ordnung ( ))()( nTdnTO ⋅ ; hier-

bei wurde )(nTn ≤  verwendet. ///
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Die deterministische Simulation der k-NDTM TM erfolgt also zum Preis einer exponentiellen

Steigerung des Laufzeitverhaltens, denn ( ) ( ))()()( nTnT cOdnTO ⊆⋅  mit einer Konstanten c > 0.

Bisher ist keine nicht-triviale untere Schranke für die Simulation einer NDTM durch eine
DTM bekannt. Insbesondere ist nicht bekannt, ob eine NDTM, deren Laufzeit durch ein Poly-
nom begrenzt ist, durch eine DTM simuliert werden kann, deren Laufzeit ebenfalls ein Poly-
nom ist (eventuell von einem sehr viel höheren Grad).

Anders verhält es sich bei Betrachtung der Platzkomplexität:

Eine Funktion NN →:S  heißt platz-konstruierbar, wenn es eine k-DTM TM gibt, die bei
Eingabe eines Wortes der Länge n ein spezielles Symbol in die )(nS -te Zelle eines ihrer

Bänder schreibt, ohne jeweils mehr als )(nS  viele Zellen auf allen Bändern zu verwenden.

Satz 2.5-2:
Ist TM eine k-NDTM mit einer platz-konstruierbaren Speicherplatzkomplexität )(nS ,

dann gibt es eine k ′ -DTM MT ′ mit einer Speicherplatzkomplexität der Ordnung

( ))(2 nSO  und ( ) )(TMLMTL =′ .

Beweis:

Es sei ( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  eine k-NDTM mit einer platz-konstruierbaren Speicher-

platzkomplexität )(nS . Es wird ein deterministischer Algorithmus, d.h. eine deterministische

k ′ -DTM MT ′ , angegeben, der das Verhalten von TM bei Eingabe eines Wortes w mit nw =

simuliert und dessen Speicherplatzbedarf durch einen Wert der Größenordnung ( ))(2 nSO  be-

schränkt ist. Es sei ( ) ( )( )kk iiqK , ..., ,,, 11 αα=  eine Konfiguration in einer Berechnung von TM

bei Eingabe von w. Wegen )(nSj ≤α  und )(1 nSi j ≤≤  für j = 1, ..., k ist die Anzahl ver-

schiedener Konfigurationen durch ( ) )()( )( nSknSk cnSQ ≤⋅Σ⋅ ⋅  mit einer Konstanten c > 0 be-

grenzt. Falls in einer Berechnung von TM also 2
*

1 KK ⇒  gilt, dann kann man annehmen, daß

dabei höchstens )(nSc  viele Überführungen vorkommen. Es gilt: 2
*

1 KK ⇒  in höchstens i

Schritten genau dann, wenn es eine Konfiguration 3K  gibt, so daß 3
*

1 KK ⇒  in höchstens

 2i  vielen Schritten und 2
*

3 KK ⇒  in höchstens  2i  vielen Schritten abläuft. Für 3K

kommen nur )(nSc  viele Möglichkeiten in Frage. Diese Überlegung führt auf folgenden Algo-
rithmus:
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Eingabe: Eine k-NDTM ( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  mit einer platz-konstruierbaren

Speicherplatzkomplexität )(nS  und ein Wort *Iw∈  mit nw =

Verfahren: Aufruf der Funktion space_Simulation (TM, w)

Ausgabe: TRUE, falls )(TMLw∈ , FALSE sonst.

Die Funktion space_Simulation wird in Pseudocode beschrieben; sie besitzt zwei For-
malparameter TM und w, über die die Beschreibung einer k-NDTM und ein Eingabewort für
diese Turingmaschine eingegeben werden. Innerhalb von space_Simulation wird eine
Funktion test verwendet, die als Parameter zwei Konfigurationen K1 und K2 und eine na-
türliche Zahl i  hat. Auf die genaue syntaktische Spezifikation soll hier verzichtet werden.

FUNCTION space_Simulation (TM : ...;
                           w  : ...) : BOOLEAN;

VAR Kf : ...;
    K0 : ...;
    OK : BOOLEAN;

     FUNCTION test (K1 :...;
    K2 : ...;
    i  : INTEGER) : BOOLEAN;

       VAR resultat : BOOLEAN;
           K3       : ...;

  BEGIN { test }
    resultat := FALSE;
    IF i = 1 THEN BEGIN
                    IF (K1⇒K2) OR (K1 = K2)
                    THEN resultat := TRUE;
                  END
             ELSE BEGIN
                    Für jede Konfiguration K3 = ( ) ( )( )kk iiq , ..., ,,, 11 αα

                                            mit )(nSj ≤α  und )(1 nSi j ≤≤  DO

                    BEGIN
                      resultat := test (K1, K3, (i+1) DIV 2)
                                  AND
                                  test (K3, K2, i DIV 2);
                      IF resultat = TRUE THEN Break;
                    END;
                  END;
    test := resultat;

              END    { test };



82 2   Modelle der Berechenbarkeit

BEGIN { space_Simulation }
  K0 := ( ) ( ) ( )( )1, ..., ,1,,1,,0 εεwq
  OK := FALSE;

  FOR_EACH Endkonfiguration Kf = ( ) ( )( )1, ..., ,1,, 11 ++ kkfq αααα  mit )(nSj ≤α

    DO BEGIN

         OK := test (K0, Kf, )(nSc );
         IF OK THEN Break;
       END;
 space_Simulation := OK;
END   { space_Simulation };

Eine genauere Untersuchung der Aufrufe der rekursiven Funktion test zeigt, daß bei jedem
Aufruf innerhalb von test der dritte Parameter im wesentlichen halbiert wird. Der maximale

Wert des dritten Parameters ist i = )(nSc . Daher werden zu keinem Zeitpunkt der (rekursi-

ven) Abarbeitung von test mehr als  ( )∈+ )(log1 nSc ( ))(nSO  viele Aktivierungsrecords auf

dem Stack benötigt. Jeder Aktivierungsrecord hat eine Größe der Ordnung ( ))(nSO , so daß

der Speicherplatzbedarf von der Ordnung ( ))(2 nSO  ist. ///

Der Begriff des Nichtdeterminismus läßt sich auf Algorithmen (formuliert als Programm in
einer Programmiersprache, vgl. Kapitel 2.3) übertragen und führt auf die Definition eines
nichtdeterministischen Algorithmus unter Einsatz eines Verifizierers. In Kapitel 1.3 und
Kapitel 2.1 wird ein Algorithmus für ein Entscheidungsproblem wie folgt definiert (da der
Algorithmus als Programm in einer Programmiersprache beschrieben wird, handelt es sich um
einen deterministischen Algorithmus).

Ein deterministischer Algorithmus 
ΠLA  für ein Entscheidungsproblem Π mit der Menge

*
ΠΠ Σ⊆L  hat die Schnittstellen und die Form

Eingabe: *
ΠΣ∈x

Ausgabe: ja (accept), falls Π∈ Lx  gilt

nein (reject), falls Π∉ Lx  gilt

falls 
ΠLA  bei einer Eingabe *

ΠΣ∈x  nicht hält, gilt ebenfalls Π∉ Lx .
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Ein Verifizierer für das Entscheidungsproblem Π  über einem Alphabet ΠΣ  ist ein deter-

ministischer Algorithmus 
ΠLV , der eine Eingabe *

ΠΣ∈x  und eine Zusatzinformation (einen

Beweis) *
0Σ∈B   lesen kann und die Frage „ Π∈ Lx ?“ mit Hilfe des Beweises B entscheidet.

Die Bereitstellung des Beweises B ist nicht Aufgabe des Verifizierers; B wird „von außen“

vorgegeben. Eventuell stoppt der Verifizierer bei Eingabe von *
ΠΣ∈x  nicht. Der Verifizierer

repräsentiert also die Verifikationsphase im Nichtstandardmodell einer nichtdeterministi-
schen Turingmaschine; der erforderliche Beweis wird zuvor vom Ratemodul auf nichtdeter-
ministische Weise erzeugt.

Ein Verifizierer 
ΠLV  für das Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *

ΠΠ Σ⊆L  hat die

Schnittstellen und die Form

Eingabe: *
ΠΣ∈x , *

0Σ∈B

Ausgabe: ja (accept), falls Π∈ Lx  gilt

nein (reject), falls Π∉ Lx  gilt.

falls 
ΠLV  bei einer Eingabe *

ΠΣ∈x  nicht hält, gilt ebenfalls Π∉ Lx .

Falls 
ΠLV  bei Eingabe von *

ΠΣ∈x  stoppt, wird mit ( )BxL ,
Π

V , ( ) { }nein ja,∈
Π

BxL ,V , die

Entscheidung von 
ΠLV  bezeichnet.

*
ΠΣ∈x ja, Π∈ Lx

nein, Π∉ Lx
0q

acceptq

rejectq

stoppt nicht
Π∉ Lx

ΠLA

*
ΠΣ∈x

ja, Π∈ Lx

nein, Π∉ Lx

acceptq

rejectq

stoppt nicht Π∉ Lx

ΠLV

*
0Σ∈B



84 2   Modelle der Berechenbarkeit

Ein nichtdeterministischer Algorithmus 
ΠLA  für ein Entscheidungsproblem Π hat die

Form

Es gilt also für *
ΠΣ∈x :

Π∈ Lx , falls es einen Beweis *
0Σ∈xB  gibt, so daß  

ΠLV  bei Eingabe von x und xB  mit

( ) ja=
Π xL Bx,V  stoppt;

Π∉ Lx , falls für jeden Beweis *
0Σ∈B  gilt: entweder stoppt  

ΠLV  bei Eingabe von x und B

nicht, oder 
ΠLV  stoppt mit ( ) nein=

Π
BxL ,V .

Beispiel:

Erfüllbarkeit Boolescher Ausdrücke

Nicht jeder Boolesche Ausdruck, selbst wenn er syntaktisch korrekt ist, ist erfüllbar. Mit Hilfe
eines deterministischen Algorithmus kann man bespielsweise die Erfüllbarkeit eines Boole-
schen Ausdrucks F mit n Variablen dadurch testen, daß man systematisch nacheinander alle

n2  möglichen Belegungen der Variablen in F mit Wahrheitswerten TRUE bzw. FALSE er-
zeugt. Immer, wenn eine neue Belegung generiert worden ist, wird diese in die Variablen ein-
gesetzt und der Boolesche Ausdruck ausgewertet. Die Entscheidung, ob F erfüllbar ist oder

nicht, kann u.U. erst nach Überprüfung aller n2  Belegungen erfolgen. Das Verfahren ist daher

von der Ordnung )2( nO .

Ein nichtdeterministischer Algorithmus würde bei Eingabe eines Booleschen Ausdrucks F mit
n Variablen (in geeigneter Kodierung) in Phase 1 zunächst nichtdeterministisch eine 0-1-
Folge der Länge n erzeugen, die einer Belegung der n Variablen entspricht. In Phase 2 wird
dann diese Belegung in F eingesetzt, F ausgewertet und die Entscheidung „F ist erfüllbar“
genau dann getroffen, wenn bei dieser Auswertung der Wahrheitswert TRUE entsteht. In Pha-
se 1 kann, falls F erfüllbar ist, in der Tat eine erfüllende Belegung der Variablen von F er-

*
ΠΣ∈x

ja, Π∈ Lx

nein, Π∉ Lx

acceptq

rejectq

stoppt nicht
Π∉ Lx

ΠLV

*
0Σ∈B

Ratemodul

*
ΠΣ∈x

ΠLA



2.5   Nichtdeterminismus 85

zeugt werden. Das geht nicht, wenn F nicht erfüllbar ist; in diesem Fall kann in Phase 1 eine
beliebige 0-1-Folge erzeugt werden, die, eingesetzt in die Variablen von F, stets den Wahr-
heitswert FALSE ergibt.

Ein Verifizierer zur Überprüfung der Erfüllbarkeit eines Booleschen Ausdrucks F mit n Va-
riablen erhält als Eingabe den Ausdruck F in geeigneter Kodierung und als Beweis FB  eine

0-1-Folge der Länge n, die als Belegung der Variablen in F interpretiert wird. Der Verifizierer
setzt die Belegung in die Variablen von F ein. Falls F mit FB  erfüllbar ist, trifft der Verifizie-

rer die Entscheidung ja, sonst nein.

Der Verifizierer für das Erfüllbarkeitsproblem können so entworfen werden, daß er ein Lauf-
zeitverhalten der Ordnung )(nO  hat.  Insgesamt ist die Laufzeit dieses nichtdeterministischen

Algorithmus also von der Ordnung )(nO . Es ist nicht bekannt, ob es einen deterministischen

Algorithmus gibt, der die Erfüllbarkeit Boolescher Ausdrücke mit einem Laufzeitverhalten
der Ordnung ( ))(npO  mit einem Polynom p testet.
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3 Grenzen der Berechenbarkeit

In Kapitel 2 werden zwei Ansätze vorgestellt, um Berechenbarkeit zu modellieren. Beide
Modelle haben sich als äquivalent erwiesen in dem Sinn, daß die Fähigkeit, etwas zu berech-
nen, beiden Modellen in gleicher Weise zukommt. Selbst das Konzept des Nichtdeterminis-
mus erweitert nicht die Berechenbarkeit, da nichtdeterministisches Verhalten deterministisch
simuliert werden kann, auch wenn dabei die Dauer einer Berechnung exponentiell wächst.
Von den Modellen, die in Kapitel 2 behandelt werden, zeichnet sich das Modell der Turing-
maschine aufgrund seiner Einfachheit und Universalität und nicht zuletzt aus historischen
Gründen gegenüber den anderen Modellen aus.

Im folgenden wird unter dem Begriff Turingmaschine eine k-DTM verstanden (siehe Kapitel
2.1) mit einer dem jeweiligen Problem angemessenen geeigneten Anzahl k an Bändern.

Es sei Σ  ein endliches Alphabet und *Σ⊆L . Die Menge L heißt rekursiv aufzählbar, wenn
es eine Turingmaschine TM gibt mit )(TMLL = .

Die Bezeichnung rekursiv aufzählbar leitet sich aus der Tatsache her, daß eine von einer Tu-

ringmaschine akzeptierte Menge *Σ⊆L  durch eine totale (d.h. überall definierte) berechenba-
re Funktion „aufgezählt“ werden kann. Genauer:

Satz 3-1:
*Σ⊆L  mit ∅≠L  ist genau dann rekursiv aufzählbar, wenn es eine totale berechenbare

Funktion { }( ) ** # 1, 0, : Σ→∪Σh  gibt mit { }( )( )* # 1, 0, ∪Σ= hL .

Die Funktion h „zählt L rekursiv auf“ (erzeugt L).

Beweis:

Diese Aussage enthält zwei „Richtungen“, deren Beweise beide eine genauere Betrachtung
verdienen:

Die eine „Richtung“ dieser Aussage, nämlich der Nachweis der Existenz einer totalen und be-

rechenbaren Funktion { }( ) ** # 1, 0, : Σ→∪Σh  mit { }( )( )* # 1, 0, ∪Σ= hL , d.h. einer Funktion

h, die L aufzählt, wird folgendermaßen bewiesen. Wegen ∅≠L  gibt es ein Wort Lw ∈0 . Da

L als rekursiv aufzählbar angenommen wird, gibt es eine Turingmaschine TM mit
)(TMLL = .  Es wird eine Turingmaschine MT ′  angegeben, die zwei Bänder mehr als TM
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besitzt (nämlich ein zusätzliches Eingabeband und ein Ausgabeband), bei jeder Eingabe

stoppt und die gesuchte Funktion { }( ) ** # 1, 0, : Σ→∪Σh  berechnet:

Bei Eingabe von { }( )* # 1, 0, ∪Σ∈w  prüft MT ′  zunächst, ob w die Form )(# ibinuw =  mit
*Σ∈u  und der 0-1-Folge )(ibin  hat. Falls nicht, schreibt MT ′  das Wort 0w  auf sein Ausga-

beband und stoppt. Falls w diese Form hat, schreibt MT ′  den Teil u auf das 1. Band von TM
und simuliert das Verhalten von TM für höchstens i viele Schritte. Falls TM das Wort u inner-
halb dieser Schrittzahl akzeptiert, wird u auf das Ausgabeband geschrieben, und MT ′  stoppt.
Falls TM das Wort u innerhalb dieser Schrittzahl nicht akzeptiert, schreibt MT ′  das Wort 0w

auf sein Ausgabeband und stoppt. Es sei h die von MT ′  berechnete Funktion. Dann gilt

{ }( )( )* # 1, 0, ∪Σ= hL :

Ist nämlich Lu∈ , dann akzeptiert TM das Wort in einer endlichen Anzahl i von Schritten.

Mit )(# ibinuw =  gilt uwh =)( . Das bedeutet { }( )( )* # 1, 0, ∪Σ⊆ hL .

Ist umgekehrt { }( )( )* # 1, 0, ∪Σ∈ hu , etwa )(whu =  für ein Wort { }( )* # 1, 0, ∪Σ∈w , dann

ist entweder 0wu =  oder )(# ibinuw =  und MT ′  hat höchstens i viele Schritte von TM simu-

liert und dabei Lu∈  festgestellt. In beiden Fällen ist also Lu∈ , d.h. { }( )( ) Lh ⊆∪Σ * # 1, 0, .

Zum Beweis der anderen „Richtung“ der Aussage wird angenommen, daß

{ }( )( )* # 1, 0, ∪Σ= hL  mit einer totalen und berechenbaren Funktion h gilt, und es ist zu zei-

gen, daß es eine Turingmaschine TM gibt, die genau L akzeptiert:

Bei Eingabe von *Σ∈w  verhält sich TM wie folgt. TM erzeugt alle Wörter

{ }( )* # 1, 0, ∪Σ∈u  in lexikographischer Reihenfolge. Sobald ein Wort u erzeugt ist, berechnet

TM den Wert )(uh . Gilt wuh =)( , so stoppt TM und akzeptiert w. Andernfalls wird das näch-

ste Wort u erzeugt. Es läßt sich )(TMLL =  zeigen:

Ist Lw∈ , dann ist nach Voraussetzung )(uhw =  für ein Wort { }( )* # 1, 0, ∪Σ∈u . Da ∞<u

ist, findet TM dieses Wort u (bei der Erzeugung aller Wörter in lexikographischer Reihenfol-
ge. Da h total und berechenbar ist, kann TM den Wert )(uh  ermitteln und feststellen, daß

wuh =)(  gilt. Daher wird w von TM akzeptiert, d.h. )(TMLL ⊆ .

Ist Lw∉ , dann gilt für jedes { }( )* # 1, 0, ∪Σ∈u : wuh ≠)( . Dann stoppt TM bei Eingabe von

w nicht, d.h. )(TMLw∉ . Daher gilt LTML ⊆)( . ///

In Kapitel 1.1 wurde der Begriff der Abzählbarkeit definiert: Eine Menge M ist abzählbar un-
endlich, wenn es eine bijektive Abbildung Mf →N:  gibt, d.h. { }N∈= iifM  | )( , und jedes

Element Mm ∈  trägt eine eindeutige Nummer i: )(ifm = . Die Elemente von M können mit

natürlichen Zahlen durchnumeriert bzw. indiziert werden. Ersetzt man in dieser Definition

den Begriff „bijektiv“ durch „total und berechenbar“ und N durch { }( )*# 1, 0, ∪Σ , so kommt

man auf den Begriff der rekursiven Aufzählbarkeit. Für eine rekursiv aufzählbare Menge L
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gilt { }( )( )* # 1, 0, ∪Σ= hL  mit einer totalen und berechenbaren Funktion

{ }( ) ** # 1, 0, : Σ→∪Σh . Die Elemente Lu∈  können aus Elementen gewonnen werden, die

als Zusatzinformation eine obere Schranke für die Schrittzahl enthalten, die eine Turingma-
schine benötigt, um das jeweilige Wort zu akzeptieren.

Die Buchstaben des endlichen Alphabets { }10  .., , −Σ=Σ aa  einer Turingmaschine lassen sich

als Zeichenkette über dem Alphabet {0, 1} kodieren: der Buchstabe ia  hat dabei die Kodie-

rung ( )iabin . Ein Wort naaw  ... 1=  kann man dann zunächst in ( ) ( )## ... #1 nabinabin  umset-

zen und dann die darin vorkommenden einzelnen Zeichen aus {0, 1, #} in eine 0-1-Folge, wie
es etwa in Kapitel 2.4 beschrieben wurde, umkodieren. Entsprechend kann man Paare ( )vw  ,

von Worten naaw  ... 1=  und mbbv  ... 1=  zunächst in

( ) ( ) ( ) ( )( )## ... # ### ... # 11 mn bbinbbinabinabin  umsetzen und die darin vorkommenden Zei-

chen aus { 0, 1, #, (, ) } ähnlich wie in Kapitel 2.4 in eine 0-1-Folge umkodieren. Je nach An-

wendung soll es daher erlaubt sein, daß eine Turingmaschine Eingaben der Form *Σ∈w , aber

auch Eingaben der Form ( ) ** , Σ×Σ∈vw  verarbeitet. Letztlich lassen sich diese aus Paaren

bestehenden Eingaben mit „normalen“ 0-1-Folgen identifizieren.

Der obige Satz kann dann auch so formuliert werden:

Satz 3-2:
*Σ⊆L  mit ∅≠L  ist genau dann rekursiv aufzählbar, wenn es eine totale berechenbare

Funktion { } ** 1 0, : Σ→h  gibt mit { }( )* 1 0, hL = .

Die Funktion h „zählt L rekursiv auf“ (erzeugt L).

Im folgenden wird die Klasse der Sprachen, die von Turingmaschinen erkannt werden, d.h.
die Klasse der rekursiv aufzählbaren Sprachen, genauer beschrieben. Es ist klar, daß jede re-
kursiv aufzählbare Menge über einem Alphabet Σ  endlich oder abzählbar unendlich ist:

Satz 3-3:
Die Klasse der rekursiv aufzählbaren Mengen über einem Alphabet Σ  ist in der Klasse

abzählbaren Teilmengen von *Σ  enthalten.

Es fragt sich, ob umgekehrt jede abzählbare Teilmenge von *Σ  bereits rekursiv aufzählbar ist.
Folgende Überlegungen zeigen, daß diese Frage verneint werden muß.
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Zu jeder rekursiv aufzählbaren Teilmenge von *Σ  gibt es nach Definition eine Turing-
maschine, die die Menge akzeptiert. Natürlich kann eine rekursiv aufzählbare Menge von ver-
schiedenen Turingmaschinen akzeptiert werden. Andererseits ist jede von einer Turingma-
schine akzeptierte Menge rekursiv aufzählbar. Daher gibt es höchstens so viele rekursiv auf-

zählbare Teilmengen von *Σ  wie Turingmaschinen mit dem Alphabet Σ . Die Menge der Tu-
ringmaschinen mit dem Alphabet Σ  ist abzählbar; denn jede Turingmaschine TM läßt sich
mit Hilfe der injektiven Funktion code auf ein endlich langes Wort code(TM) über { }1 0,  ab-

bilden, siehe Kapitel 2.4). Satz 1.1-4 sagt aus, daß es überabzählbar viele Teilmengen von *Σ
gibt. Daher existieren auch nicht-rekursiv aufzählbare Teilmengen von *Σ .

Eine derartige nicht rekursiv aufzählbare Teilmenge von *Σ  kann auch konstruktiv durch eine
Technik angegeben werden, die man als Diagonalisierung bezeichnet. Der Einfachheit halber

soll hier { } 1 0, =Σ  angenommen werden. Die Elemente von { }* 1 0, * =Σ  werden in lexiko-

graphischer Reihenfolge aufgezählt:

Nummer i Wort { }* 1 0, ∈iw Nummer i Wort { }* 1 0, ∈iw

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

ε
0
1

00
01
10
11

000
001
010
011

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
...

100
101
110
111

0000
0001
0010
0011
0100
0101

...

Das i-te Wort iw  kann als Eingabe für eine Turingmaschine mit Eingabealphabet {0, 1} und

auch, falls ( ) TRUE=iwTMEVERIFIZIER _  gilt, als die von iw  kodierte Turingmaschine 
iwK

interpretiert werden (siehe Kapitel 2.4). Es läßt sich daher eine Matrix M definieren, deren
Zeilen und Spalten mit den Wörtern iw  markiert sind. Die Zeilenmarkierung iw  stellt ein der-

artiges Eingabewort für eine Turingmaschine dar, die Spaltenmarkierung jw  bezeichnet

eventuell die Turingmaschine 
jwK . Im Schnittpunkt der i-ten Zeile von M mit der j-ten Spalte

wird entweder der Wert 0 oder der Wert 1 eingetragen, und zwar so, daß dort
( ) ( )
( ) ( )




∈=
∉=

j

j

wij

wij

KLwwTMEVERIFIZIER
KLwwTMEVERIFIZIER

 und _für  1
oder  _für 0

TRUE
FALSE

steht. Da die ersten Spaltenmarkierungen 0w , 1w , 2w , ... nicht sinnvolle Turingmaschinen

kodieren, enthält die Matrix M im linken Teil nur die Einträge 0.
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Satz 3-4:

Die Menge Menge { }*1 0, ⊆dL  sei definiert durch:

Es ist dLw∈  genau dann, wenn iww =  ist (das i-te Wort in der lexikographi-

schen Reihenfolge) und M in der i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag 0 hat.
Dann gilt:
Die so definierte Menge dL  ist nicht rekursiv aufzählbar, d.h. es gibt keine Turingma-

schine TM mit dLTML =)( .

Beweis:

Offensichtlich ist ∅≠dL .

Angenommen, dL  ist rekursiv aufzählbar. Dann gibt es eine Turingmaschine TM mit

dLTML =)( . Die Kodierung dieser Turingmaschine sei iw , d.h. 
iwKTM =  und ( )

iwd KLL = .

Gilt nun di Lw ∈ ? Falls di Lw ∈  gilt, dann enthält nach Definition von dL  die Matrix M in der

i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag 0. Nach Definition von M und wegen
( ) TRUE=iwTMEVERIFIZIER _  bedeutet das aber: ( )

iwi KLw ∉ , also di Lw ∉ . Dieser Wi-

derspruch erlaubt nur die Alternative di Lw ∉ . Nach Definition von dL  enthält die Matrix M

in der i-ten Zeile und i-ten Spalte den Eintrag 1. Das bedeutet nach Definition von M:
( )

iwi KLw ∈  und damit di Lw ∈ . Dieser Widerspruch zeigt, daß die ursprüngliche Annahme,

daß dL  rekursiv aufzählbar sei, falsch ist. ///

3.1 Eigenschaften rekursiv aufzählbarer und rekursiver Mengen

In Kapitel 2.1 wurden bereits einige Eigenschaften rekursiv aufzählbarer Mengen angegeben:

Satz 3.1-1:

1. Sind *
1 Σ⊆L  und *

2 Σ⊆L  rekursiv aufzählbar, dann sind auch 21 LL ∪  und

21 LL ∩  rekursiv aufzählbar. Die Klasse der rekursiv aufzählbaren Mengen über ei-

nem endlichen Alphabet Σ  ist abgeschlossen gegenüber Vereinigung- und Schnitt-
bildung.

2. Ist *Σ⊆L  rekursiv aufzählbar, dann ist nicht notwendigerweise auch *Σ  \ L rekur-
siv aufzählbar. Die Klasse der rekursiv aufzählbaren Mengen über einem endlichen
Alphabet Σ  ist nicht abgeschlossen gegenüber Komplementbildung.

Die Gültigkeit der 2. Aussage ergibt sich aus den folgenden Sätzen 3.1-4 und 3.1-6.
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Die Menge *Σ⊆L  werde von der k-DTM TM akzeptiert. Wird Lw∈  auf das Eingabeband

von TM gegeben, dann hält TM nach endlich vielen Schritten im Zustand acceptq  an. Wird ein

Wort w mit *Σ∈w  \ L auf das Eingabeband gegeben, dann hält TM eventuell nicht an. Es wä-
re natürlich wünschenswert, daß TM auch in diesem Fall anhält, z.B. im Zustand rejectq , der

ausdrückt, daß Lw∉  gilt. Gibt es also zu jeder von einer Turingmaschine TM akzeptierten

Sprache *Σ⊆L  eine Turingmaschine MT ′  mit ( ) LMTL =′  und der Eigenschaft, daß MT ′

bei jedem Wort *Σ∈w  anhält: im Zustand acceptq , falls Lw∈  ist, und im Zustand rejectq , falls

Lw∉  ist (nichtstoppende Berechnungen kommen nicht vor)? Diese Frage führt auf die fol-
gende Definition:

Die Menge *Σ⊆L  heißt entscheidbar (oder rekursiv), wenn es eine Turingmaschine TM
gibt mit der Eigenschaft:

TM stoppt bei jeder Eingabe *Σ∈w , und TM akzeptiert w genau dann, wenn Lw∈  ist.

In praktischen Anwendungen sind die entscheidbaren Mengen gerade diejenigen Sprachen,

mit denen man „umgehen“ kann. Denn man möchte ja bei Eingabe von *Σ∈w  in einen Ent-
scheidungsalgorithmus nach endlicher Zeit die Frage geklärt haben, ob w eine spezifizierte
Eigenschaft hat, d.h. ob Lw∈  ist , oder nicht. Ist L entscheidbar, läßt sich diese Entscheidung
definitiv herbeiführen. Bei einer rekursiv aufzählbaren Menge L und einer passenden Turing-

maschine (Entscheidungsverfahren), der man eine Eingabe *Σ∈w  vorgelegt hat und die be-
reits einige Rechenschritte vollzogen hat, ohne bisher eine Entscheidung zu treffen, kann man
nicht sicher sein, ob überhaupt jemals eine Entscheidung getroffen wird (vgl. dazu Satz 3.1-
4).
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Satz 3.1-2:
1. Jede entscheidbare Menge ist rekursiv aufzählbar.

Die Klasse der entscheidbaren Mengen über einem endlichen Alphabet Σ  ist in der
Klasse der rekursiv aufzählbaren Mengen über diesem Alphabet enthalten.

2. Jede endliche Menge ist entscheidbar.

3. Ist *Σ⊆L  entscheidbar, dann ist auch *Σ  \ L entscheidbar.
Die Klasse der entscheidbaren Mengen über einem endlichen Alphabet Σ  ist abge-
schlossen gegenüber Komplementbildung.

4. Sind *
1 Σ⊆L  und *

2 Σ⊆L  entscheidbar, dann sind auch 21 LL ∪  und 21 LL ∩  ent-

scheidbar.
Die Klasse der entscheidbaren Mengen über einem endlichen Alphabet Σ  ist abge-
schlossen gegenüber Vereinigung- und Schnittbildung.

5. Es sei **: Σ′→Σf  eine totale und von einer Turingmaschine berechenbare Funkti-

on. Ist *Σ′⊆′L  entscheidbar, dann ist auch ( )Lf ′
−1

 entscheidbar.

6. Es sei **: Σ′→Σh  eine totale und von einer Turingmaschine berechenbare Funkti-

on. Für die Sprachen *Σ⊆L  und *Σ′⊆′L  gelte die Eigenschaft
LwhLw ′∈⇔∈ )(  

Ist L′  entscheidbar, dann ist auch L entscheidbar.
Ist L nicht entscheidbar, dann ist auch L′  nicht entscheidbar.

Ist L′  rekursiv aufzählbar, dann ist auch L rekursiv aufzählbar.

Bemerkung: Man sagt in diesem Fall, daß L auf L′  reduzierbar sei und schreibt
dafür LL ′≤ .

Beweis:

Zu 1. Die Aussage ergibt sich direkt aus der Definition.

Zu 2. Ist { }nwwL  ..., ,1=  eine endliche Menge, *Σ⊆L , so ist eine auf allen Eingaben *Σ∈w

stoppen Turingmaschine TM anzugeben, die genau dann im akzeptierenden Zustand
hält, wenn w mit einem der endlich vielen Werte in L übereinstimmt. Es ist also eine
Turingmaschine zu  definieren, die das (Pseudocode-) Statement
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CASE w OF

1w : accept;
...

nw : accept;

ELSE reject;
END;
realisert.

Zu 3. Es sei TM eine auf allen Eingaben *Σ∈w  stoppende Turingmaschine mit )(TMLL = .

Man kann annehmen, daß TM den akzeptierenden Zustand acceptq  hat, der erreicht

wird, wenn Lw∈ gilt, und den verwerfenden Zustand rejectq  hat, wenn Lw∉  ist. Eine

auf allen Eingaben *Σ∈w  stoppende Turingmaschine MT ′  mit *)( Σ=′MTL \L erhält

man aus TM, indem man die Rollen von acceptq  und rejectq  vertauscht.

Zu 4. Diese Aussage wird genauso gezeigt wie bei rekursiv aufzählbaren Mengen.

Zu 5. Es sei MT ′  eine auf allen Eingaben *Σ′∈u  stoppende Turingmaschine mit

LMTL ′=′)( . Die Funktion **: Σ′→Σf  werde durch die Turingmaschine fTM  be-

rechnet. Durch Hintereinanderschalten von fTM  und MT ′  erhält man eine Turingma-

schine TM, die auf allen Eingaben *Σ∈w  stoppt (weil f total ist und MT ′  auf allen
Eingaben stoppt) und für die

( ) { }LwfwLfTML ′∈=′=
−

)( |  )(
1

 gilt:

Zu 6. Aus der Eigenschaft LwhLw ′∈⇔∈ )(   folgt ( ) LLh =′
−1

. Mit 5. ergibt sich die Aussage

über die Entscheidbarkeit von L. Auf ähnliche Weise wird die Aussage über die rekur-
sive Aufzählbarkeit gezeigt (im vorherigen Bild wird dazu nur der mit acceptq  mar-

kierte Ausgang betrachtet). ///

fTM
MT ′

TM

*Σ∈w *)( Σ′∈wf
acceptq′

rejectq

acceptq

rejectq



94 3   Grenzen der Berechenbarkeit

Satz 3.1-3:
Die Klasse der entscheidbaren Mengen ist eine echte Untermenge der Klasse der
rekursiv aufzählbaren Mengen.

Dazu ist mindestens ein Beispiel einer rekursiv aufzählbaren Menge, die nicht entscheidbar
sind, anzugeben. Dieses kann konstruktiv geschehen:

Zur Erinnerung (siehe Kapitel 2.4): Für ein Wort { }*1 0, ∈w  ist VERIFIZIERE_TM(w) =

TRUE genau dann, wenn w die Kodierung einer Turingmaschine ist. Die
durch w kodierte Turingmaschine wird mit wK  bezeichnet.

Die zum Halteproblem gehörende Sprache { }* # 1, 0, ⊆HL  wird definiert als die Menge

{ } { }










 =∈∈

=
uK

wTMEVERIFIZIERwu
wuL

w
H   von Eingabebeistoppt  

und)(_ ,1 0,  ,1 0, 
 #

**  TRUE
.

Es gilt:

Satz 3.1-4:

HL  ist rekursiv aufzählbar, aber nicht entscheidbar.

Insbesondere heißt das: es gibt keine immer anhaltende Turingmaschine TM mit akzeptieren-
dem Zustand acceptq  und nicht-akzeptierendem Zustand rejectq  mit folgender Eigenschaft: Bei

Eingabe von u#w stoppt TM  im akzeptierenden Zustand acceptq , falls wK  auf u stoppt, und

TM stoppt im nicht-akzeptierendem Zustand rejectq , falls wK  auf u nicht stoppt.

Beweis:

Um die rekursive Aufzählbarkeit von HL  zu zeigen, ist eine Turingmaschine TM mit

HLTML =)(  anzugeben. TM ist eine einfache Modifikation der in Kapitel 2.4 beschriebenen

universellen Turingmaschine UTM: Man kann annehmen, daß UTM nur ein Band hat und ei-
nen akzeptierenden Zustand acceptq  und einen nicht-akzeptierenden Zustand rejectq  besitzt.

Kommt UTM in einen dieser beiden Zustände, stoppt UTM. Eventuell stoppt UTM jedoch bei
einer Eingabe nicht. Es wird ein neuer Zustand acceptTMq ,  in TM eingeführt und die Überfüh-

rungsfunktion UTMδ  von UTM so geändert, daß noch eine Überführung in den Zustand

acceptTMq ,  ausgeführt wird, wenn UTM in acceptq  oder rejectq  kommt. Dazu wird UTMδ  um die

Zeilen ( ) ( )( )Saqaq acceptTMacceptUTM , ,  , ,=δ  und ( ) ( )( )Saqaq acceptTMrejectUTM , ,  , ,=δ  für jedes
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Symbol a aus dem Arbeitsalphabet von UTM erweitert. Eine Eingabe { }* # 1, 0, # ∈wu  für TM

wird in UTM eingegeben. Ist )(# UTMLwu ∈ , d.h. VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE und

( )wKLu∈ , dann stoppt UTM im Zustand acceptq , und TM geht in den Zustand  und stoppt; ist

)(# UTMLwu ∉ , weil UTM in den Zustand rejectq  kommt, dann geht TM ebenfalls in den Zu-

stand acceptTMq ,  und stoppt. Offensichtlich gilt HLTML =)( .

Zum Beweis der Nichtentscheidbarkeit von HL  wird wieder die Methode der Diagonalisie-

rung eingesetzt:

Angenommen, es gibt eine auf allen Eingaben { }* # 1, 0, ∈z  stoppende Turingmaschine TM

mit HLTML =)( . Dann wird TM leicht abgewandelt zu einer Turingmaschine MT ′ , die wie

folgt arbeitet: MT ′  liest eine Eingabe { }*1 0, ∈w  und erzeugt mit einer Kopie von w das Wort

w#w. Dann verhält sich MT ′  wie TM bei Eingabe von w#w. Falls TM im akzeptierenden Zu-
stand acceptq  stoppt, geht MT ′  in einen neuen Zustand q′  über und stoppt nicht3. Falls TM im

nicht-akzeptierendem Zustand rejectq  stoppt, dann stoppt MT ′ ; dabei ist es irrelevant, ob MT ′

in einem akzeptierenden oder einem nicht-akzeptierenden Zustand stoppt.

                                               
3 Ist MT ′  eine k-DTM mit der Überführungsfunktion δ ′ , dann ist
  ( ) ( ) ( )( )SaSaqaaq kk , ..., ,, ,  ..., , , 11 ′=′′δ  für Σ∈1a , ..., Σ∈ka .

wu#
0q

acceptqacceptq

rejectq

)( wKLu∈

stoppt nicht

UTM

TM

0q
acceptqacceptq

rejectq
stoppt nicht

TM

HLTML =)(

Erzeugung von
ww#w

MT ′

STOP

acceptTMq ,
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Falls TM existiert, dann auch MT ′ , und zwar mit einer Kodierung { }*1 0, ∈u , d.h. uKMT =′ .

Nun gibt es zwei Alternativen: MT ′  stoppt auf der eigenen Kodierung u, oder MT ′  stoppt auf
der eigenen Kodierung u nicht. Im ersten Fall ist HLuu ∉# ; nach Definition von HL  stoppt

MTKu ′=  bei Eingabe von u nicht. Dieser Widerspruch läßt nur die zweite Alternative zu;

das bedeutet aber HLuu ∈# , also stoppt MTKu ′=  bei Eingabe von u. Beide Alternativen

führen auf einen Widerrspruch. Daher existiert TM nicht. ///

Die zum Halteproblem mit leerem Eingabeband gehörende Sprache { }* 1 0, 
0

⊆HL  wird

definiert als die Menge

{ }{ }nd Eingabebaleerem beistoppt   und )(_ ,1 0,   *

0 wH KwTMEVERIFIZIERwwL TRUE=∈= .

Satz 3.1-5:

0HL  ist rekursiv aufzählbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis:

Man zeigt, daß HL  nach 
0HL  reduzierbar ist, d.h. daß 

0HH LL ≤ gilt. Dazu ist eine totale und

berechenbare Funktion { } { }** 1 0, # 1, 0, : →h  anzugeben, für die HLz ∈  genau dann gilt,

wenn 
0

)( HLzh ∈  ist. Aus Satz 3.1-2, Teil 6 folgt dann die Aussage des Satzes.

Zu { }*1 0, ∈u  und { }*1 0, ∈w  mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE sei wuTM ,  eine Turingma-

schine, die folgendes Verhalten aufweist: wuTM ,  startet mit leerem Eingabeband und erzeugt

das Wort { }*1 0, ∈u . Dann simuliert wuTM ,  das Verhalten von wK . Die Kodierung von wuTM ,

sei v. Es gilt { }*1 0, ∈v  und VERIFIZIERE_TM(v) = TRUE.

Mit Hilfe eines entsprechenden Algorithmus, eines „Turingmaschinengenerators“, kann man
bei Vorgabe von u und w die Kodierung v von wuTM ,  auf deterministische Weise erzeugen.

Die Funktion h wird definiert durch

Erzeugung von
u

wK
ε

vwu KTM =,
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{ } { }

( ) { } { }




























=
∈∈=

→

→

sonst1

)(_ und
1 0,  und 1 0, mit  # falls

1 0, 10

:

**

,

*

TRUEwTMEVERIFIZIER
wuwuz

TMcode

z

, #,  

h
wu

*

Diese ist total und berechenbar. Nach Definition von HL  gilt:

HLwu ∈# ⇔  wK  stoppt bei Eingabe von u

⇔  vwu KTM =,  stoppt bei leerem Eingabeband

⇔  vwuh =)#(  und 
0HLv ∈ . ///

Eine Charakterisierung der Entscheidbarkeit einer Menge liefert der folgende Satz:

Satz 3.1-6:
Eine Menge *Σ⊆L  ist genau dann entscheidbar, wenn sowohl L als auch das Komple-

ment *Σ  \ L von L rekursiv aufzählbar sind.

Beweis:

Auch dieser Satz beinhaltet wieder zwei „Richtungen“:

Ist die Menge *Σ⊆L  entscheidbar, dann ist sie rekursiv aufzählbar. Satz 3.1-2 Teil 3. besagt,

daß mit L auch *Σ \L entscheidbar und damit rekursiv aufzählbar ist.

Gilt umgekehrt für eine Menge *Σ⊆L , daß mit ihr auch das Komplement *Σ \L rekursiv auf-

zählbar ist, dann gibt es zwei Turingmaschinen 1TM  und 2TM  mit ( )1TMLL =  und *Σ \L =

( )2TML . Aus diesen beiden Turingmaschinen wird durch Parallelschaltung eine auf allen

Eingaben *Σ∈w  stoppende Turingmaschine TM konstruiert, die w genau dann akzeptiert,
wenn Lw∈  gilt. Dabei wird eine ähnliche Konstruktion gewählt, wie sie zum Nachweis der
Abgeschlossenheit der rekusiv aufzählbaren Mengen bezüglich Vereinigungsbildung angege-
ben wurde (Kapitel 2.1):
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Es gilt für *Σ∈w : Ist Lw∈ , dann stoppt 1TM  im Zustand acceptq ,1  und damit stoppt TM im

Zustand acceptq . Ist Lw∉ , dann stoppt 2TM  im Zustand acceptq ,2  und damit stoppt TM im Zu-

stand rejectq . Da entweder Lw∈  oder Lw∉  gilt, stoppt TM bei allen Eingaben *Σ∈w  und

akzeptiert genau die Menge L. ///

Die oben aufgeführte zum Halteproblem gehörige Menge HL  ist rekursiv aufzählbar, aber

nicht entscheidbar. Das Komplement von HL , die Menge { }*# 1, 0, \ HL , kann daher nicht re-

kursiv aufzählbar sein. Daher ist die Klasse der rekursiv aufzählbaren Mengen gegenüber
Komplementbildung nicht abgeschlossen (das ist Satz 3.1-1 Teil 2.).

Da die Rollen von L und *Σ \L im letzten Satz „symmetrisch“ sind, ergibt sich als Konse-
quenz:

Es sei *Σ⊆L . Dann gilt

Satz 3.1-7:
Entweder

1. sowohl L als auch *Σ  \ L ist entscheidbar
oder

2. weder L als noch *Σ  \ L ist entscheidbar
oder

3. entweder L oder *Σ  \ L ist rekursiv aufzählbar, aber nicht entscheidbar, und die je-
weils andere Menge ist nicht rekursiv aufzählbar.

*Σ∈w

0,1q
acceptq ,1

rejectq ,1

Lw∈

stoppt nicht

1TM

0,2q

stoppt nicht

2TM

acceptq ,2

rejectq ,2

*Σ∈w \L

TM

acceptq

rejectq
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Die Klasse der rekursiv aufzählbaren Mengen über einem Alphabet Σ  ist eine echte Teilklas-

se von ( )*ΣP . Die Klasse der entscheidbaren Mengen über Σ  ist echt enthalten in der Klasse

der rekursiv aufzählbaren Mengen. Es stellt sich die Frage, ob man mit Hilfe eines durch eine
Turingmaschine definierten algorithmischen Verfahrens die Klasse der entscheidbaren bzw.
die Klasse der nicht-entscheidbaren Mengen erkennen kann oder wenigstens rekursiv aufzäh-
len kann. Genauer: Es wird danach gefragt, ob es eine Turingmaschine gibt, die die Kodie-
rungen aller derjenigen Turingmaschinen erzeugt (rekursiv aufzählt), deren akzeptierte Spra-
chen gerade die entscheidbaren bzw. nichtentscheidbaren Mengen sind. Leider ist das nicht
möglich, wie folgender Satz zeigt:

Satz 3.1-8:
Es seien

{ } ( ){ }arentscheidbist   und )(_ ,1 0,  *
we KLwTMEVERIFIZIERwwL TRUE=∈=  und

{ } ( ){ }arentscheidbnicht ist   und )(_ ,1 0,  *
wne KLwTMEVERIFIZIERwwL TRUE=∈= .

Dann ist weder eL  noch neL  rekursiv aufzählbar (und damit auch nicht entscheidbar).

Beweis:

Es wird die von der universellen Turingmaschine UTM akzeptierte Sprache

{ } { }
( )

{ }*
**

# 1, 0, 
 und )(_

 ,1 0,  ,1 0, 
 #)( ⊆













∈=
∈∈

==
w

uni
KLuwTMEVERIFIZIER

wu
wuUTMLL

TRUE
 herangezo-

gen. uniL  ist rekursiv aufzählbar, aber nicht entscheidbar. Daher ist das Komplement

{ }*# 1, 0, =uniL \ uniL  nicht rekursiv aufzählbar. Es läßt sich zeigen, daß euni LL ≤  gilt; das

Aussehen der dabei beteiligten totalen und berechenbaren Funktion { } { }** 1 0, # 1, 0, : →h

wird im folgenden skizziert. Aus Satz 3.1-2 Teil 6. folgt, daß eL  nicht rekursiv aufzählbar ist.

Der Beweis für neL  verläuft analog.

Ähnlich wie oben wird zu { }*1 0, ∈u  und { }*1 0, ∈w  mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE mit

Hilfe eines deterministisch arbeitenden Turingmaschinengenerators eine Turingmaschine

wuTM ,  konstruiert, die wie folgt arbeitet:

Bei Eingabe von { }*# 1, 0, ∈z  wird die Eingabe zunächst nicht berücksichtigt, sondern wuTM ,

verhält sich wie wK  auf der Eingabe u. Falls ( )wKLu∈  festgestellt wird, simuliert wuTM ,  das

Verhalten von UTM auf der Eingabe z. Die Kodierung von wuTM ,  sei v. Es gilt { }*1 0, ∈v  und

VERIFIZIERE_TM(v) = TRUE. Das Wort v ist deterministisch berechenbar, da nur Beschrei-
bungen von Turingmaschinen zusammengestellt wurden.
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Es gilt ( ) ( ) ( ) ( )
( )




∉∅
∈=

==
ist  falls
ist  falls

,
w

wuni
wuv KLu

KLuLUTML
TMLKL

Bemerkung: Offensichtlich ist ( )vKL  genau dann entscheidbar, wenn ( )wKLu∉  ist; denn

dann ist ( ) ∅=vKL . Für ( )wKLu∈  ist ( ) univ LKL = , und diese Menge ist nicht

entscheidbar.

Es sei { }*
0 1 0, ∈w  die Kodierung einer Turingmaschine mit ( ) { }*1 0, 

0
=wKL . Es ist eLw ∈0 .

Die gesuchte Funktion h wird definiert durch

{ } { }

( ) { } { }




























=
∈∈=

→

→

sonst

)(_ und
1 0,  und 1 0, mit  # falls

1 0, 10

:

0

**

,

*

w

wTMEVERIFIZIER
wuwuz

TMcode

z

, #,  

h
wu

*

TRUE

Wie obige Ausführungen zeigen, ist h ist total und berechenbar. Außerdem gilt

uniLz ∈  ⇔   z hat nicht die Form z = u#w mit { }*1 0, ∈u  und { }*1 0, ∈w

 oder VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE
 oder uniLz ∉ , d.h. ( )wKLu∉ .

In den ersten beiden Fällen ist 0)( wzh = , also eLzh ∈)( . Im dritten Fall ist

( ) vTMcodezh wu == ,)(  und nach obiger Bemerkung und nach Definition von eL : eLzh ∈)( ,

insgesamt also euni LzhLz ∈⇔∈ )( , und damit ist euni LL ≤  gezeigt. ///

Ähnlich verhält es sich mit den totalen berechenbaren Funktionen. Für ein Wort { }* 1 0, ∈w

sei { } { }**  1 0,  1 0, : →
wKf  die von der Turingmaschine wK  berechnete Funktion. Dann gilt:

{ }*# 1, 0, ∈z

vwu KTM =,

wK

acceptq{ }*1 0, ∈u

UTM

acceptUTMq ,

acceptTM wu
q ,,
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Satz 3.1-9:
Die Menge { }  Funktion totaleeineist   |  

wKt fwL =  ist nicht rekursiv aufzählbar.

Im folgenden wird nach einem allgemeinen algorithmischen Verfahren gefragt, das einer
Turingmaschine irgendeine nichttriviale Eigenschaft ansieht. Unter einem algorithmischen
Verfahren ist hierbei eine auf allen Eingaben (entweder akzeptierend oder nicht akzeptierend)
stoppende Turingmaschine zu verstehen. Der Begriff „nichttriviale Eigenschaft“ wird wie
folgt definiert:

Eine Menge { }*1 0, ⊆L  von Kodierungen von Turingmaschinen heißt nichttriviales Ent-

scheidungsproblem über Turingmaschinen, wenn gilt:
(i) ∅≠L
(ii) L enthält nicht die Kodierungen aller Turingmaschinen
(iii) für zwei Turingmaschinen 1TM  und 2TM , die durch 1w  bzw. 2w  kodiert werden,

d.h. 
11 wKTM =  und 

22 wKTM = , impliziert ( ) ( )21 TMLTML = : Es gilt Lw ∈1  genau

dann, wenn Lw ∈2  gilt.

Die Frage nach der Entscheidbarkeit eines nichttrivialen Entscheidungsproblems L über
Turingmaschinen lautet dann in unterschiedlichen äquivalenten Formulierungen:
- Ist L entscheidbar?

- Gibt es ein algorithmisches Verfahren, das bei Eingabe eines Wortes { }*1 0, ∈w  nach

endlich vielen Schritten entscheidet, ob Lw∈  gilt oder nicht?
- Gibt es ein algorithmisches Verfahren, das bei Eingabe der Beschreibung einer Turingma-

schine nach endlich vielen Schritten entscheidet, ob  die Kodierung der Turingmaschine
zu L gehört oder nicht?

- Die Turingmaschinen, deren Kodierungen zu L gehören, haben alle eine durch L beschrie-
bene Eigenschaft LE . Gibt es ein algorithmisches Verfahren, das bei Eingabe einer

Turingmaschine nach endlich vielen Schritten entscheidet, ob die Turingmaschine
die Eigenschaft LE  aufweist oder nicht?

- Kann man mit Hilfe eines algorithmischen Verfahrens entscheiden, ob eine Turingma-
schine eine definierte Eigenschaft LE  aufweist oder nicht?
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Beispiele nichttrivialer Entscheidungsprobleme:

1. { }  Funktionkonstante eineberechnet   hineTuringmasc kodierte  durch die |  wKwwL = ; das

Entscheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob eine Turingmaschine eine konstante
Funktion berechnet?

2. Es sei g eine Turingberechenbare Funktion.
{ };  Funktionidentische mit  eineberechnet   hineTuringmasc kodierte  durch die |  gKwwL w=

das Entscheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine
berechnete Funktion mit g übereinstimmt?

3. ( ){ } gilt   hineTuringmasc kodierte  durch diefür  |  ∅==∅= ww KLKwwL ; das Entschei-

dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Menge leer ist?

4. ( ){ } gilt   hineTuringmasc kodierte  durch diefür  |  ∅≠=∅≠ ww KLKwwL ; das Entschei-

dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzeptierte
Menge mindestens ein Wort enthält?

5. ( ){ } endlichist   :gilt  hineTuringmasc kodierte  durch diefür  |  ww KLKwwL = ; das Ent-

scheidungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob die von einer Turingmaschine akzep-
tierte Menge endlich ist?

6. Es sei { }*
0 1 0, ⊆L  eine entscheidbare Menge und

( ){ }  :gilt  hineTuringmasc kodierte  durch diefür  |  0LKLKwwL ww == ; das Entschei-

dungsproblem lautet: Ist es entscheidbar, ob eine Turingmaschine die Menge 0L  akzep-

tiert?

Satz 3.1-10:

Jedes nichttriviale Entscheidungsproblem { }*1 0, ⊆L  über Turingmaschinen ist nicht

entscheidbar.

Beweis:

Es wird gezeigt, daß entweder LLH ≤
0

 oder { }*1 0, 
0

≤HL \L gilt. Da 
0HL  nicht entscheidbar

ist, ist im ersten Fall L nicht entscheidbar (Satz 3.1-2 Teil 6.), im zweiten Fall ist { }*1 0, \L

nicht entscheidbar und damit auch L nicht (Satz 3.1-2 Teil 3.).

Der Beweis folgt dem gleichen Schema wie die Beweise der Sätze 3.1-5 und 3.1-8:

Es sei 0TM  eine Turingmaschine mit ( ) ∅=0TML  und ( )00 TMcodew = , d.h. 
00 wKTM = . Es

werden die beiden Fälle
1. Fall: Lw ∈0  und
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2. Fall: Lw ∉0

unterschieden.

Zum 1. Fall ( Lw ∈0 ):

Nach obiger Bedingung (ii) gibt es eine Turingmaschine TM  mit Kodierung { }*1 0, ∈w  und

Lw ∉ . Es wird die Gültigkeit von { }*1 0, 
0

≤HL \L gezeigt, indem eine totale und berechenbare

Funktion { } { }** 1 0, 1 0, : →h  angegeben wird, für die 
0HLh ∈  ⇔  { }*1 0, ∈h \L ⇔  Lh ∉  gilt.

Es sei { }*1 0, ∈w  mit VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE. Mit Hilfe eines deterministisch arbei-

tenden Turingmaschinengenerators wird aus w eine Turingmaschine wTM  konstruiert, die wie

folgt arbeitet:

Bei Eingabe von { }*1 0, ∈y  wird die Eingabe zunächst nicht berücksichtigt, sondern wTM

simuliert das Verhalten von wK  bei leerem Eingabeband. Falls wK  stoppt, wird y in TM  ein-

gegeben, und wTM  simuliert das Verhalten von TM  auf der Eingabe y. Die Kodierung von

wTM  sei v. Es gilt { }*1 0, ∈v  und VERIFIZIERE_TM(v) = TRUE. Das Wort v ist determini-

stisch berechenbar, da nur Beschreibungen von Turingmaschinen zusammengestellt wurden.

Man sieht:

( ) ( ) ( )




∅
∈

==
sonst

ist  falls
0H

wv

LwTML
TMLKL .

Die Funktion h wird definiert durch:

{ } { }
( )











 =

→

→

sonst
)(_ falls

1 0, 10
:

0

*

w
wTMEVERIFIZIERTMcode

w

,  
h w

*

TRUE

Die Funktion h ist total und berechenbar. Außerdem ist diese Funktion für den Nachweis der

Relation { }*1 0, 
0

≤HL \L geeignet:

{ }*1 0, ∈y

vw KTM =

wK

acceptq

TM
acceptTM

q
,

acceptTM w
q ,
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Ist 
0HLw∈ , dann ist (nach Definition von 

0HL ) VERIFIZERE_TM(w) = TRUE und

( ) vTMcodewh w ==)( . Außerdem gilt (siehe oben) ( ) ( ) ( )wv KLTMLKL == . Nach Bedin-

gung (iii) ist wegen Lw ∉  auch Lv ∉ , d.h. Lwh ∉)(  bzw. { }*1 0, )( ∈wh \L.

Ist 
0HLw∉  und ist VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE, dann ist 0)( wwh =  und Lwh ∈)(  bzw.

{ }*1 0, )( ∉wh \L.

Ist 
0HLw∉  und ist VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE, dann ist ( ) vTMcodewh w ==)(  und

( ) ( )
0wv KLKL =∅= . Bedingung (iii), jetzt jedoch zusammen mit der Annahme Lw ∈0 , im-

pliziert Lwh ∈)(  bzw.  { }*1 0, )( ∉wh \L.

Zum 2. Fall ( Lw ∉0 ):

Nach obiger Bedingung (ii) gibt es eine Turingmaschine TM  mit Kodierung { }*1 0, ∈w  und

Lw∈ . Es wird die Gültigkeit von LLH ≤
0

 gezeigt, indem eine totale und berechenbare

Funktion { } { }** 1 0, 1 0, : →h  angegeben wird, für die 
0HLh ∈  ⇔  Lh ∈  gilt. Der Beweis er-

folgt wie im 1. Fall; dabei wird die dortige Rolle von TM  von TM  übernommen. ///

Satz 3.1-10 läßt sich auch so formulieren:

Satz 3.1-11:

Ist { }*1 0, ⊆L  eine Menge von Kodierungen von Turingmaschinen. Dann ist L nur in

den Fällen entscheidbar, daß ∅=L  ist oder daß L aus der Menge der Kodierungen aller
Turingmaschinen besteht.

Sämtliche oben angeführten Entscheidungsprobleme sind nicht entscheidbar, d.h. es ist bei-
spielsweise nicht entscheidbar, ob

- eine Turingmaschine eine konstante Funktion berechnet
- eine Turingmaschine eine vorgegebene Funktion berechnet
- die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache leer ist
- die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache endlich ist
- die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache mit einer entscheidbaren Menge über-

einstimmt.

Der letzte Punkt kann in der Praxis folgendermaßen verwendet werden. Es zeigt sich nämlich,
daß Programmverifikation bzw. die Verifikation einer Spezifikation algorithmisch unmöglich
ist.
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Satz 3.1-12:
Für kein algorithmisch lösbares Problem (für keine entscheidbare Menge) läßt sich
durch einen einzigen Algorithmus testen, ob ein entworfener Algorithmus eine korrekte
Lösung des Problems liefert.

Die Bedingungen, unter denen Mengen aus Kodierungen von Turingmaschinen rekursiv auf-
zählbar ist, sind wesentlich komplexer:

Satz 3.1-13:

Es sei { }*1 0, ⊆L  eine Menge von Kodierungen von Turingmaschinen. Dann ist L ge-

nau dann rekursiv aufzählbar, wenn folgende Eigenschaften (i) – (iii) gelten:
(i) Ist Lw ∈1 , ( )

11 wKLL =  und ist 2L  eine rekursiv aufzählbare Menge, etwa

( )
22 wKLL =  für ein Wort { }*

2 1 0, ∈w , mit 21 LL ⊆ , dann ist auch Lw ∈2 .

(ii) Ist Lw ∈1  und ( )
11 wKLL =  eine unendliche Menge, dann gibt es eine endliche

Teilmenge 12 LL ⊆  mit ( )
22 wKLL =  und Lw ∈2 .

(iii) Es sei LE ⊆  die Menge der Kodierungen, die Turingmaschinen kodieren, deren
akzeptierte Sprachen endlich sind; dann ist E entscheidbar.

Beispielsweise folgt aus Satz 3.1-10, daß die Mengen

{ } ( ){ }∅≠=∈=∅≠ wKLwTMEVERIFIZIERwwL  und )(_ ,1 0,  * TRUE  und

{ } ( ){ }∅==∈=∅= wKLwTMEVERIFIZIERwwL  und )(_ ,1 0,  * TRUE

nicht entscheidbar sind. Es wird jedoch nichts darüber gesagt, ob sie rekursiv aufzählbar sind
oder nicht. Aus Satz 3.1.-13 folgt, daß ∅=L  nicht rekursiv aufzählbar ist; denn Bedingung (i)

ist verletzt.

In diesem Fall kann man auch anders argumentieren: Man zeigt direkt, daß die Sprache ∅≠L

rekursiv aufzählbar ist und folglich ∅=L  nicht rekursiv aufzählbar ist (denn sonst wäre nach

Satz 3.1-6 ∅=L  entscheidbar). Dazu ist eine Turingmaschine TM anzugeben mit

∅≠= LTML )( .

TM arbeitet wie folgt: Als Eingabe erhält TM ein Wort { }*1 0, ∈w . Falls

VERIFIZIERE_TM(w) = FALSE ist, wird w nicht akzeptiert. Andernfalls beginnt TM, alle

Worte { }*# 1, 0, ∈z  der Form )(# ibinvz =  mit { }*1 0, ∈v  in lexikographischer Reihenfolge

zu erzeugen. Jedesmal, wenn ein derartiges Wort generiert worden ist, simuliert TM das Ver-
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halten von wK  bei Eingabe von v für höchstens i Schritte. Wird v dabei akzeptiert, akzeptiert

TM die Eingabe w. Andernfalls wird das nächste Wort ( )ibinv ′′  erzeugt und getestet. Es gilt:

Ist )(TMLw∈ , dann gibt es ein Wort { }*1 0, ∈v , so daß wK  dieses Wort in höchstens i

Schritten für ein N∈i  akzeptiert. Daher ist ( ) ∅≠wKL  und ∅≠∈ Lw .

Ist umgekehrt ∅≠∈ Lw , d.h. ( ) ∅≠wKL , dann gibt es ein Wort ( )wKLv ∈ . Dieses Wort wird

in endlich vielen, etwa j Schritten akzeptiert. Wenn TM also bei Eingabe von w das Wort
)(# jbinv  generiert hat, stoppt wK  nach der Simulation von j Schritten im akzeptierenden Zu-

stand, und TM akzeptiert w, d.h. )(TMLw∈ .

Für die in Satz 3.1-8 untersuchten Sprachen

 { } ( ){ }arentscheidbist   und )(_ ,1 0,  *
we KLwTMEVERIFIZIERwwL TRUE=∈=  und

{ } ( ){ }arentscheidbnicht ist   und )(_ ,1 0,  *
wne KLwTMEVERIFIZIERwwL TRUE=∈=

folgt ebenfalls aus Satz 3.1-13, daß sie nicht rekursiv aufzählbar sind; in beiden Fällen ist
wieder Bedingung (i) verletzt.

Zusammenfassung wichtiger Beispiele:

nicht entscheidbar, aber rekursiv aufzählbar nicht rekursiv aufzählbar

{ } { }

















=
∈∈

=
uK

,wTMEVERIFIZIER
wu

wuL

w

H

  von Eingabebeistoppt  
)(_

 ,1 0,  ,1 0, 
 #

**

TRUE

{ }

















=
∈

=
nd Eingabebaleerem beistoppt  

)(_
 ,1 0, 

 

*

0

w

H

K
,wTMEVERIFIZIER

w
wL TRUE

{ }

{ }

( ) 



























∈
=

=∈

=

iwi

i

d

KLw
,wTMEVERIFIZIER

iwww

wL
TRUE)(_

 ,1 0,  aus Wortealler 

Ordnung ischenlexikograhder  in

Wort te- dasist   ,1 0, 

 *

* { }

{ }

( ) 



























∉
=

=∈

=

iwi

i

d

KLw
wTMEVERIFIZIER

iwww

wL

oder 
)(_

 ,1 0,  aus Wortealler 

Ordnung ischenlexikograhder  in

Wort te- dasist   ,1 0,  

 *

*

FALSE

{ } { }

( ) 















∈
=

∈∈
=

w

uni

KLu
,wTMEVERIFIZIER

wu
wuL TRUE)(_

 ,1 0,  ,1 0, 
 #

** { } { }

( ) 















∉
=

∈∈
=

w

uni

KLu
,wTMEVERIFIZIER

wu
wuL TRUE)(_

 ,1 0,  ,1 0, 
 #

**

../..
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{ }

( ) 






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
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∈
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w
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
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4 Elemente der Theorie Formaler Sprachen und der Automatentheorie

Bisher wurden Sprachen über die Akzeptanz durch Turingmaschinen definiert. Das Ergebnis
ist die Klasse der rekursiv aufzählbaren Sprachen. Diese soll nun weiter strukturiert werden,
indem das Modell der Turingmaschine eingeschränkt wird. Eine Einschränkung wurde bereits
in Kapitel 3.1 behandelt: es werden dort Turingmaschinen betrachtet, die bei jeder Eingabe
stoppen. Diese Spezialisierung führte auf die Klasse der entscheidbaren Sprachen, die eine
echte Teilklasse der Klasse der rekursiv aufzählbaren Sprachen ist.

Insgesamt werden in den  folgenden Unterkapiteln vier Sprachklassen beschrieben. Diese
Einteilung ist nach Noam Chomsky benannt, der diese Klassen als mögliche Modelle für na-
türliche Sprachen charakterisiert hat. Allerdings definiert die Chomskyhierarchie Sprachen
nicht über die Akzeptanz durch geeignete Maschinenmodelle, sondern definiert jede Klasse
durch die Form von syntaktischen Regeln, nach denen Wörter der jeweiligen Sprache „er-
zeugt“ werden können. Für jede Sprache wird eine entsprechende (formale) Grammatik fest-
gelegt. Je nach Art der erzeugenden Regeln ist die erzeugte Sprache eine Typ-0-Sprache, Typ-
1-Sprache, Typ-2-Sprache bzw. Typ-3-Sprache. Die zugrundeliegende Theorie heißt Theorie
der Formalen Sprachen. Zu jedem Sprachtypen der Chomskyhierarchie gibt es ein entspre-
chendes Berechnungsmodell (Automatentyp), das sich aus dem Modell der Turingmaschine
(durch die erwähnten Einschränkungen) ableitet. Somit besteht ein enger Zusammenhang
zwischen der Theorie der Formalen Sprachen und der Automatentheorie, die sich wesentlich
mit der Definition von Modellen der Berechenbarkeit und Übersetzbarkeit beschäftigt. Beide
Ansätze werden in den folgenden Unterkapiteln gegenübergestellt.

4.1 Grammatiken und formale Sprachen

Die Akzeptanz (das Erkennen) einer Sprache *Σ⊆L  über einem endlichen Alphabet Σ  mit
Hilfe eines Berechnungsmodells wie der Turingmaschine kann als „analytischer“ Ansatz be-
zeichnet werden. Dem gegenüber steht ein „synthetischer“ Ansatz, der beschreibt, wie die
Wörter einer Sprache mit Hilfe von Regeln erzeugt werden können. Dieser Ansatz wird in der
Theorie der formalen Sprachen verfolgt.

Eine Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  wird definiert durch

1. das endliche Alphabet Σ  der Terminalsymbole
2. das endliche Alphabet N der Nichtterminalsymbole (Variablen)
3. das Startsymbol NS ∈
4. eine endliche Menge R von Erzeugungsregeln (Ableitungsregeln, Produktionen) mit
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( ) ( ){ }1 , , |  * ≥Σ∪∈Σ∪∈→⊆ + vNwNvwvR  .

Für ( )*Σ∪∈ Nx , ( )*Σ∪∈ Ny , ( )*Σ∪∈ Nv , ( )*Σ∪∈ Nw  heißt das Wort xwy von G in ei-

nem Schritt aus xvy erzeugt, wenn es eine Erzeugungsregel wv →  in R gibt. Man schreibt

dann: xwyxvy
wv→

⇒  oder xwyxvy
G

⇒ .

Wenn der Zusammenhang klar ist, werden die Super- bzw. Subskripte auch weggelassen.

Ein Wort ( )*Σ∪∈ Nw  heißt von G aus ( )*Σ∪∈ Nx  erzeugt, wenn es eine Folge von Wör-

tern ( )*Σ∪∈ Nxi , i = 0, ..., t, gibt mit 0xx = , 1+⇒ iGi xx  für i = 0, ..., 1−t , txw = . Man

schreibt dann auch wx
G

*

⇒ . Die Menge 






 ⇒Σ∈= wSwwGL

G

*
*  und    )(  heißt die von G er-

zeugte Sprache.

Beispiele:

Grammatik für einige Sprachen über { }cba ,,

1. { } { } { }( )εε →→→→→= BbBBAaAAABSSBASbaG  , , , ,  , , , ,  ,, 1  erzeugt die Sprache

{ }NN ∈∈= jibaL ji  , |  1 . Die Sprache 1L  wird auch von der Grammatik

{ } { } { }( )εε →→→→→=′ BbBBbBSaSSSSBSbaG  , , , ,  , , ,  ,, 1  erzeugt.

2. { } { } { }( )aSbSSSSbaG →→=  ,  , ,  ,, 2 ε  erzeugt die Sprache { }N∈= nbaL nn  |  2

3. { } { } { }( )cBBBaAbAAABSSBASbaG →→→→→=  , , , , , ,,, ,,3 εε  erzeugt die Sprache

{ }NN ∈∈= incbaL inn  , |  3

4. { } { } { }( )bbbBBccBabcSaSBcSSBScbaG →→→→=  , , ,  , ,,  ,,, 4  erzeugt die Sprache

{ }1 , |  4 ≥∈= nncbaL nnn N . Die Sprache 4L  wird auch von der Grammatik

{ } { } { }( cccCbcbCbbbBabaBBCCBaBCSaSBCSSCBScbaG →→→→→→→=′  , , , , , ,  , ,,,  ,,, 4

 erzeugt.

5. { } { } { }( )BBBSBBAAASAABSASSBASG 0 ,1 ,1 ,1 ,0 ,0 ,0 ,1 , ,,, ,1 ,05 →→→→→→→→=
  erzeugt die Sprache
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{ }{ }.1 Zeichender  Anzahlder  gleichist   in 0 Zeichender  Anzahl die und 1 0,  |  5 wwwL +∈=

Eine Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  kann ähnlich wie eine Turingmaschine (siehe Kapitel 2.4)

durch eine Zeichenkette aus { }*1 0,  (algorithmisch auf deterministische Weise) kodiert wer-

den. Die Kodierung ist dabei eine injektive Abbildung, die jeder Grammatik G ein Wort

{ }*1 0, )( ∈Gcode  zuordnet. Zusätzlich kann die Codierung so entworfen werden, daß man

entscheiden kann, ob ein Wort { }*1 0, ∈w  die Kodierung einer Grammatik darstellt, und daß

man aus der Kodierung einer Grammatik diese rekonstruieren kann. Auf Details der Darstel-
lung und der Verfahren soll hier verzichtet werden.

Für ein Wort  { }*1 0, ∈w  ist





=
darstelltGrammatik einer   Kodierungdienicht   falls

darstelltGrammatik einer   Kodierungdie  falls
)(_

w
w

wGEVERIFIZIER
FALSE
TRUE

Die durch ein Wort { }*1 0, ∈w  mit VERIFIZIERE_G(w) = TRUE kodierte Grammatik sei

wKG .

Die zum Wortproblem gehörende Menge WortL  wird definiert durch

{ }{ })( und )(_ ,1 0,  ,  # **
wWort KGLuwGEVERIFIZIERwuwuL ∈=∈Σ∈= TRUE .

Das Wortproblem ist entscheidbar, wenn WortL  entscheidbar ist. In diesem Fall gibt es einen

auf allen Eingaben der Form wu#  mit *Σ∈u  und { }*1 0, ∈w  stoppenden Algorithmus, der

die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn WortLwu ∈#  ist.

Vereinfacht ausgedrückt ist das Wortproblem entscheidbar, wenn es einen auf jeder Einga-
be stoppenden Algorithmus A gibt, der eine aus zwei Teilen bestehende Eingabe, nämlich be-
stehend aus (der Kodierung) einer Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  und einer Zeichenkette

*Σ∈u , erhält und die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn )(GLu∈  gilt, d.h. wenn sich u

aus dem Startsymbol von G durch Anwendung der in G definierten Ableitungsregeln herleiten
läßt.

A*Σ∈u

G
acceptq

rejectq

)(GLu∈

)(GLu∉
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Entsprechend kann man das Leerheitsproblem definieren:

Die zum Leerheitsproblem gehörende Menge leerL  wird definiert durch

{ } ( ){ }∅==∈= wleer KGLwGEVERIFIZIERwwL  und )(_ ,1 0,     * TRUE .

Das Leerheitsproblem ist entscheidbar (hier in der vereinfachten Darstellung), wenn es ei-
nen auf jeder Eingabe stoppenden Algorithmus A gibt, der als Eingabe eine Grammatik

( )RSNG  , , ,Σ=  erhält und die Eingabe genau dann akzeptiert, wenn ∅=)(GL  gilt.

4.2 Typ-0-Sprachen

Eine Sprache, die von einer Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  erzeugt wird, für die

( ){ +Σ∪∈→⊆ NvwvR  |  \ ( ) }**  , Σ∪∈Σ Nw  gilt, heißt Typ-0-Sprache. Die Regeln wv →

einer Typ-0-Sprache erfüllen also die Bedingung 1≥v , und die linke Seite v einer Regel ent-

hält mindestens ein nichtterminales Symbol; außerdem kann in einer Ableitung durch An-
wendung einer Regel keine einmal entstandene rein terminale Zeichenkette mehr ersetzt wer-

den. In einem Ableitungsschritt xwyxvy
wv→

⇒  kann es aber durchaus vorkommen, daß das Er-

gebnis xwy des Ableitungsschritts kürzer als die Ausgangszeichenkette ist.

Man kann zeigen, daß jede Typ-0-Sprache mit einem Alphabet Σ  von einer Turingmaschine
mit Eingabealphabet Σ  akzeptiert werden kann. Dazu wird der Erzeugungsvorgang einer
Grammatik mit Hilfe einer nichtdeterministischen Turingmaschine simuliert. Umgekehrt läßt
sich jede rekursiv aufzählbare Menge durch eine Typ-0-Grammatik erzeugen. Daher gilt:

Satz 4.2-1:
Die Klasse der rekursiv aufzählbaren Mengen (von Turingmaschinen akzeptierte Men-
gen) über einem endlichen Alphabet Σ  ist mit der Klasse der Typ-0-Sprachen mit Al-
phabet Σ  identisch.

A
G acceptq

rejectq

∅=)(GL

∅≠)(GL
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In Kapitel 3.1 wurde gezeigt, daß die Menge

{ } { } ( ){ }wuni KLuwTMEVERIFIZIERwuwuL ∈=∈∈=  und )(_ ,1 0,  ,1 0,  # ** TRUE

nicht entscheidbar ist. Satz 4.2-1 legt nahe, in der Definition von uniL  das Prädikat VERIFI-

ZIERE_TM durch VERIFIZIERE_G zu ersetzen und dieses dann durch das leicht modifizierte
Prädikat





=
darstelltGrammatik -0-Typeiner   Kodierungdienicht   falls

darstelltGrammatik -0-Typeiner   Kodierungdie  falls
                             

)(0___

w
w

wTYPGEVERIFIZIER

FALSE
TRUE

Man erhält dann das Wortproblem für Typ-0-Grammatiken, das danach fragt, ob die Men-
ge

{ }{ })( und )(0___ ,1 0,  ,  #           **

0_

w

TypWort

KGLuwTYPGEVERIFIZIERwuwu

L

∈=∈Σ∈=

−

TRUE

entscheidbar ist. Diese Frage muß verneint werden.

Ähnlich verhält es sich mit dem Leerheitsproblem für Typ-0-Grammatiken. Die Menge

{ } ( ){ }∅==∈=− wTypleer KGLwTYPGEVERIFIZIERwwL  und )(0___ ,1 0,     *
0_ TRUE

ist nicht entscheidbar, da (vgl. Kapitel 3.1) die Menge

{ } ( ){ }∅==∈=∅= wKLwTMEVERIFIZIERwwL  und )(_ ,1 0,  * TRUE

nicht rekursiv aufzählbar und damit auch nicht entscheidbar ist.

Insgesamt ergibt sich

Satz 4.2-2:
Das Wortproblem und das Leerheitsproblem für Typ-0-Grammatiken sind nicht ent-
scheidbar:

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-

0-Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  und eines Wortes *Σ∈u  entscheidet, ob )(GLu∈  ist.

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
0-Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  entscheidet, ob ∅=)(GL  gilt.

4.3 Typ-1-Sprachen

Es sei ( )RSNG  , , ,Σ=  eine Grammatik, in der die Erzeugungsregeln
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( ){ +Σ∪∈→⊆ NvwvR  |  \ ( ) }**  , Σ∪∈Σ Nw  folgender zusätzlicher Einschränkung unterlie-

gen:

Für alle Regeln wv →  gilt wv ≤ . Als einzige Ausnahme ist die Regel ε→S  zugelassen;

wenn diese Regel vorkommt, darf S auf keiner rechten Seite einer Regel vorkommen.

Wie bei einer Typ-0-Grammatik dürfen auf der linken Seite einer Regel in einer Typ-1-
Grammatik also sowohl terminale als auch nichtterminale Zeichen vorkommen, wobei links
mindestens ein nichtterminales Zeichen steht. Die Länge der rechten Seite einer Regel ist bis
auf die Ausnahme ε→S  mindestens so groß wie die Länge der linken Seite. Daher wird in

einem Ableitungsschritt xwyxvy
wv→

⇒  die Länge des Ableitungsergebnisses nicht kürzer. In ei-

ner Ableitung wS
*

⇒ eines Wortes +Σ∈w , etwa wxxxS ii ⇒⇒⇒⇒⇒⇒ +  ...  ... 11 , gilt für

alle Zwischenschritte wxxxS ii ≤≤≤≤≤≤= +  ...  ... 1 11 . Diese Beobachtung wird wichtig,

wenn man den Turingmaschinentyp charakterisieren möchte, der eine von einer Typ-1-
Grammatik erzeugten Sprache erkennt.

Enthält R die Regel ε→S , dann ist )(GL∈ε , und die Anwendung der Regel ε→S  stellt

die einzige Möglichkeit dar, um ε  aus S abzuleiten.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heißt Typ-1-Sprache oder kontext-
sensitive Sprache. Die Grammatik heißt kontextsensitive Grammatik. Beispielsweise ist

die Sprache { }1 , |  4 ≥∈= nncbaL nnn N  aus Kapitel 4.1 eine kontextsensitive Sprache (Typ-1-

Sprache).

Jede Typ-1-Sprache ist natürlich auch eine Typ-0-Sprache.

Es stellt sich die Frage, ob es Typ-0-Sprachen gibt, die nicht kontextsensitiv sind. Zur Beant-
wortung dieser Frage wird folgender Ansatz gewählt: Es wird ein Berechnungsmodell vorge-
stellt, das sich aus dem Modell der Turingmaschine ableitet und genau kontextsensitive Spra-
chen akzeptiert, und dann untersucht, wie sich dieses Berechnungsmodell zum Modell der Tu-
ringmaschine verhält:

Ein linear beschränkter Automat LBA ist eine nichtdeterministische Turingmaschine, deren

Schreib/Leseköpfe auf allen Bändern bei Eingabe eines Wortes w mit nw =  jeweils nicht

mehr als n Zellen auf den Bändern verwenden. Insbesondere bewegt sich kein Kopf weiter
nach rechts als bis zur Position 1+n  (an dem Blank auf dem Eingabeband bei Position 1+n
wird das Ende des Eingabeworts erkannt). Die von einem LBA akzeptierte Menge )(LBAL

wird wie bei Turingmaschinen definiert.
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Man kann zeigen, daß es zu jeder von einem linear beschränkten Automaten LBA akzeptierten
Sprache )(LBALL =  eine kontextsensitive Grammatik LBAG  gibt mit ( ) ).(LBALGL LBA =

Umgekehrt gibt es zu jeder von einer kontextsensitiven Grammatik G erzeugten Sprache
)(GLL =′  einen linear beschränkten Automaten GLBA  mit ( ) )(GLLBAL G = . In diese Über-

legungen geht wesentlich ein, daß die Produktionen wv →  der kontextsensitiven Grammatik

der Bedingung Regeln wv ≤  genügen, so daß zur Akzeptanz auf allen Bändern jeweils ein

durch die Länge des Eingabeworts beschränkter Speicherplatz ausreicht.

Satz 4.3-1:
Die Klasse der von linear beschränkten Automaten akzeptierten Sprachen über einem
endlichen Alphabet Σ  ist mit der Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Typ-1-
Sprachen) über Σ  identisch.

Möchte man daher Aussagen über kontextsensitive Sprachen beweisen, so kann man dazu mit
kontextsensitiven Grammatiken oder linear beschränkten Automaten argumentieren. Satz 4.3-
1 läßt vermuten, daß die Klasse der kontextsensitiven Sprachen über Σ  eine echte Teilklasse
der rekursiv aufzählbaren Sprachen über Σ  ist. Der folgende Satz bestätigt diese Vermutung.

Satz 4.3-2:
Die von einem LBA akzeptierte Menge )(LBAL  über einem Alphabet Σ  ist entscheid-

bar.

Jede kontextsensitive Sprache über einem Alphabet Σ  ist entscheidbar.

Die Entscheidung kann bei einem Wort *Σ∈w  mit Länge n in ( ))(2 nOO  vielen Schritten

getroffen werden; das Entscheidungsverfahren hat also exponentielle Laufzeit.

Beweis:

Es sei ( )RSNG  , , ,Σ=  eine kontextsensitive Grammatik. Zu zeigen ist: )(GL  ist entscheid-

bar. Dazu wird eine auf allen Eingaben *Σ∈w  stoppende Turingmaschine GTM  angegeben,

die w genau dann akzeptiert, wenn )(GLw∈  ist. Die Arbeitsweise von GTM  wird hier in-

formell in Form eines Algorithmus beschrieben:

Bei Eingabe von *Σ∈w  mit nw =  erzeugt GTM  einen Graphen, dessen Knoten mit den

Zeichenketten in ( )*Σ∪N  markiert sind, die eine Länge besitzen, die kleiner oder gleich n ist



4.3   Typ-1-Sprachen 115

(andere Zeichenketten kommen in einer Ableitung wS
*

⇒  nicht vor). Ist dabei der Knoten iK

mit der Zeichenkette ( )*Σ∪∈ Nα  und der Knoten jK  mit ( )*Σ∪∈ Nβ  markiert und kann

man in G durch Anwendung einer Regel β  aus α  in einem Ableitungsschritt herleiten, d.h.

βα
G

⇒ , dann wird eine Kante von iK  nach jK  eingefügt. Ein Knoten ist mit S markiert und

einer mit w. Es ist )(GLw∈  genau dann, wenn es einen Pfad von dem mit S markierten

Knoten zu dem mit w markierten Knoten gibt. Um diese Tatsache festzustellen, kann man ei-
nen der bekannten Algorithmen zum Auffinden von Pfaden in Graphen zwischen definierten

Knoten anwenden. Da der beschriebene Graph ( )ncO  viele Knoten (mit einer Konstanten

)(Gcc = ) besitzt und sich die Laufzeit des Pfadsuchalgorithmus durch eine Funktion der

Ordnung ( )3mO  beschränken läßt, wobei ( )ncOm∈  die Anzahl der Knoten im Graphen an-

gibt, ist das gesamte Entscheidungsverfahren von der Ordnung ( ))(2 nOO . ///

Die Klasse der kontextsensitiven Sprachen ist eine echte Teilklasse der Klasse der entscheid-
baren Sprachen, wie folgende Sätze zeigen.

Mit der Diagonalisierungstechnik läßt sich zunächst folgender (technischer) Hilfssatz zeigen:

Satz 4.3-3:
Es sei

{ }{ }abejeder Eing aufstoppt   und )(_ ,1 0,    *
0 wKwTMEVERIFIZIERwwL TRUE=∈=

eine rekursiv aufzählbare Menge. Dann gibt es eine entscheidbare Sprache L, die von
einer auf allen Eingaben stoppenden Turingmaschine TM erkannt wird, deren Kodie-
rung in 0L  nicht vorkommt.

Bemerkung: Da die Menge

{ } ( ){ }arentscheidbist   und )(_ ,1 0,  *
we KLwTMEVERIFIZIERwwL TRUE=∈=

aus Kapitel 3.1 nicht rekursiv aufzählbar ist, gilt eLL ≠0 .

Beweis:

Da 0L  als rekursiv aufzählbar angenommen wird, gibt es nach Satz 3-2 eine totale berechen-

bare Funktion { } ** 1 0, : Σ→h  mit { }( )*
0  1 0, hL = .

Es wird { } ( ){ })(
*  und 1 0,   whKLwwwL ∉∈=  gesetzt.

Dann ist L entscheidbar: Eine auf allen Eingaben { }*1 0, ∈w  stoppende Turingmaschine TM

mit LTML =)( , d.h. die entscheidet, ob Lw∈  gilt oder nicht, arbeitet wie folgt: TM berech-
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net zunächst )(wh . Dabei ist 0)( Lwh ∈ , insbesondere TRUE=))((_ whTMEVERIFIZIER .

Jetzt simuliert TM das Verhalten von )(whK  bei Eingabe von w. Da )(whK  nach Definition von

0L  auf allen Eingaben stoppt, kann TM feststellen, ob ( ))(whKLw∈  gilt oder nicht. Das Wort

w wird von TM genau dann akzeptiert, wenn bei dieser Simulation ( ))(whKLw∉  festgestellt

wird.

TM habe die Kodierung Lw . Falls 0LwL ∈  gilt, dann sei { }*1 0, ∈w  so gewählt, daß

( ) Lwwh =  ist. Dann folgt (nach Definition von L) der Widerspruch

Lw∈  ⇔  ( ))(whKLw∉   (nach Definition von L)

⇔  ( )
LwKLw∉    (wegen ( ) Lwwh = )

⇔  )(TMLw∉    (da Lw  die Kodierung von TM ist)

⇔  Lw∉             (wegen LTML =)( ).

Daher kommt die Kodierung Lw  von TM in 0L  nicht vor. ///

Satz 4.3-3 kann genutzt werden, um zu zeigen, daß es eine entscheidbare Menge gibt, die
nicht kontextsensitiv ist:

Jede kontextsensitive Grammatik kann ähnlich wie eine Turingmaschine (siehe Kapitel 2.4

und Kapitel 4) durch eine Zeichenkette aus { }*1 0,  (algorithmisch auf deterministische Weise)

kodiert werden. Wie in Kapitel 2.4 auf der Menge der Turingmaschinen kann man dann auf
der Menge der kontextsensitiven Grammatiken auf Basis ihrer Kodierungen eine lineare Ord-
nung definieren. Man kann also von der i-ten kontextsensitiven Grammatik iG  sprechen.

Nach Satz 4.3-2 ist ( )iGL  entscheidbar mit einer (dort angegebenen) Turingmaschine 
iGTM ;

die Turingmaschine 
iGTM  stoppt (nach Konstruktion) auf jeder Eingabe. Deren Kodierung

sei (gemäß dem Vorgehen aus Kapitel 2.4) ( )
iGTMcode . Die Berechnung des Werts

( )
iGTMcode  bei Vorgabe von i bzw. von )(ibin  erfolgt insgesamt auf deterministische Weise

und definiert eine Funktion { } { }** 1 0, 1 0, : →h :

( ) ( )
ii GGi TMcodeTMGiibini →→→↔ Grammatik  sitvekontextsen te-)( .

Diese Abbildung ist injektiv, wie man leicht nachprüfen kann. Durch h wird jeder Zeichen-
kette )(ibinu =  die Kodierung einer Turingmaschine zugeordnet, die auf jeder Eingabe

stoppt. Setzt man { }( )*
0 1 0, hL = , so sind die Voraussetzungen in Satz 4.3-3 erfüllt. Daher gilt

der folgende Satz.

Satz 4.3-4:
Die Klasse der kontextsensitiven Sprachen (Typ-1-Sprachen) über einem endlichen Al-
phabet Σ  ist eine echte Untermenge der entscheidbaren Sprachen über Σ  und damit
auch der Typ-0-Sprachen über Σ .
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Wie im allgemeinen Fall der Turingmaschine unterscheidet man auch bei linear beschränkten
Automaten nichtdeterministisches und deterministisches Verhalten. Ein nichtdeterministi-
scher linear beschränkter Automat liegt vor, wenn die Überführungsfunktion die Form

{ }( )( )kk SRLQQ ,,: ×Σ×→Σ× Pδ  hat, ein deterministischer linear beschränkter Automat

liegt vor, wenn die Überführungsfunktion die Form { }( )kk SRLQQ ,,: ×Σ×→Σ×δ  hat. Im

deterministischen Fall ist die Folgekonfiguration (falls sie überhaupt existiert) einer Konfigu-
ration eindeutig bestimmt; zum Nichtdeterminismus vgl. Kapitel 2.5. Es ist nicht bekannt, ob
jede von einem nichtdeterministischen linear beschränkten Automaten auch von einem deter-
ministischen linear beschränkten Automaten akzeptiert wird. Dieses offene Problem heißt
LBA-Problem. Zu beachten ist dabei folgendes: Ist L eine kontextsensitive Sprache, dann
gibt es einen nichtdeterministischen linear beschränkten Automaten LBA mit )(LBALL = .

Die Akzeptanz eines Wortes w mit nw =  benötigt eine Anzahl von Zellen, die durch die li-

neare Funktion 1)( += nnS  gegeben ist. Das nichtdeterministische Verhalten einer Turing-

maschine, die durch eine Funktion der Ordnung ( ))(nfO  platzbeschränkt ist, kann determini-

stisch simuliert werden, wobei dabei der Speicherplatzbedarf die Ordnung ( ))(2 nfO  an-

nimmt. Da ein linear beschränkter Automat auch eine nichtdeterministische Turingmaschine
ist, könnte man versuchen, diese deterministische Simulation hier zu verwenden. Diese führt
jedoch aus der Klasse der linear beschränkten Automaten heraus, da sie quadratischen Spei-

cherplatz der Ordnung ( ) ( )22 )( nOnSO =  benötigt. Daher trägt die deterministische Simulati-

on einer nichtdeterministischen Turingmaschine in dieser Allgemeinheit zur Lösung des
LBA-Problems nichts bei.

Die Klasse der von deterministischen linear beschränkten Automaten akzeptierten Sprachen
ist abgeschlossen gegen Komplementbildung (das zeigt man wie in Satz 3.1-2 Teil 3.). Man
hat lange Zeit vermutet, daß diese Abschlußeigenschaft für die Klasse der von nichtdetermini-
stischen linear beschränkten Automaten akzeptierten Sprachen nicht zutrifft. Die Richtigkeit
dieser Vermutung hätte die (negative) Lösung des LBA-Problems nach sich gezogen. Inzwi-
schen weiß man jedoch, daß auch die Klasse der von nichtdeterministischen linear be-
schränkten Automaten akzeptierten Sprachen abgeschlossen gegen Komplementbildung ist.
Das LBA-Problem ist weiterhin ungelöst.

Die Definition des Wortproblems für Typ-0-Grammatiken kann man auf Typ-1-Grammatiken
übertragen: Dazu wird das Prädikat





=
darstelltGrammatik -1-Typeiner   Kodierungdienicht   falls

darstelltGrammatik -1-Typeiner   Kodierungdie  falls
                             

)(1___

w
w

wTYPGEVERIFIZIER

FALSE
TRUE
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definiert. Dieses Prädikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu prüfen, ob die Erzeu-
gungsregeln in wKG  den Bedingungen einer kontextsensitiven Grammatik genügen.

Das Wortproblem für Typ-1-Grammatiken fragt danach, ob die Menge

{ }{ })( und )(1___ ,1 0,  ,  #           **

1_

w

TypWort

KGLuwTYPGEVERIFIZIERwuwu

L

∈=∈Σ∈=

−

TRUE

entscheidbar ist.

Aus dem Beweis von Satz 4.3-2 folgt, daß das Wortproblem für kontextsensitive Grammati-
ken entscheidbar ist. Das Leerheitsproblem für Typ-1-Grammatiken, nämlich die Frage,
ob die Menge

{ } ( ){ }∅==∈=− wTypleer KGLwTYPGEVERIFIZIERwwL  und )(1___ ,1 0,     *
1_ TRUE

entscheidbar ist, muß wie bei Typ-0-Grammatiken verneint werden (der Beweis findet sich in
der angegebenen Literatur).

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4.3-5:
Das Wortproblem für Typ-1-Grammatiken ist entscheidbar; das Leerheitsproblem für
Typ-1-Grammatiken ist nicht entscheidbar:

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-1-

Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  und eines Wortes *Σ∈u  entscheidet, ob )(GLu∈  ist.

Es gibt keinen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-
1-Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  entscheidet, ob ∅=)(GL  gilt.

4.4 Typ-2-Sprachen

Es sei ( )RSNG  , , ,Σ=  eine Grammatik, in der für die Erzeugungsregeln

( ){ }* und  |  Σ∪∈∈→⊆ NwNAwAR  gilt. Auf der linken Seite einer Regel steht immer ge-

nau ein nichtterminales Symbol, rechts kann auch die leere Zeichenkette vorkommen.

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heißt Typ-2-Sprache oder kontext-
freie Sprache. Die zugehörige Grammatik heißt kontextfreie Grammatik. Beispielsweise

sind die Sprache { }N∈= nbaL nn  |  2 , { }NN ∈∈= incbaL inn  , |  3  und
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{ }{ }.1 Zeichender  Anzahlder  gleichist   in 0 Zeichender  Anzahl die und 1 0,  |  5 wwwL +∈=  aus

Kapitel 4.1 kontextfreie Sprachen (Typ-2-Sprachen).

Die kontextfreien Sprachen zählen zu den am intensivsten erforschten Sprachen. Einen über-
ragenden Erfolg haben sie in der Anwendung und der Theorie des Compilerbaus. Program-
miersprachen wie Pascal und ihre Nachfolger sind erst nach intensiver Erforschung der kon-
textfreien Sprachen und unter Anwendung dieser Theorie entwickelt worden. Die Syntax der
meisten heute üblichen Programmiersprachen wird in Form einer Grammatik definiert, die
weitestgehend kontextfrei ist. Man kann jedoch formal zeigen, daß eine Programmiersprache,
in der Variablen mit Datentypen deklariert werden, so daß Typverträglichkeit verlangt wird,
in der die Anzahl von Formal- und Aktualparametern in Prozeduren übereinstimmen müssen,
in der ausschließlich die Verwendung vorher deklarierter Objekte zulässig ist usw., nicht
komplett durch eine kontextfreie Grammatik beschrieben werden kann.

Beispiel:

Ausschnitt aus der Sprachdefinition der Programmiersprache Object Pascal

Die Syntax der Sprache Object Pascal wird wie bei vielen anderen Programmiersprachen
(weitgehend) durch eine kontextfreie Grammatik definiert. Nichtterminale Symbole werden
dabei durch Bezeichner angegeben, die mit einem Großbuchstaben beginnen und weitere
Kleinbuchstaben enthalten. Bezeichner, die nur Großbuchstaben enthalten, stehen für jeweils
ein einziges terminales Symbol. So bezeichnet im folgenden Ausschnitt der Bezeichner Ziel
das Startsymbol der Sprache, während der Bezeichner UNIT für ein einziges terminales Sym-
bol steht.

Eine Regelangabe der Form nA ααα  | ... |  | 21→  steht für die n Regeln 1α→A , 2α→A , ...,

nA α→ . Ein Angabe in eckigen Klammern innerhalb einer Regel bezeichnet einen optionalen

Teil, d.h. [ ]γβα→A  steht für die Regeln αβγ→A  und αγ→A .

Ziel -> (Programm | Package  | Bibliothek  | Unit)
Programm -> [PROGRAM Bezeichner ['('Bezeichnerliste')'] ';']

            Programmblock '.'

Unit -> UNIT Bezeichner ';'

        interface-Abschnitt
        implementation-Abschnitt
        initialization-Abschnitt '.'

Package -> PACKAGE Bezeichner ';'

           [requires-Klausel]
           [contains-Klausel]
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           END '.'

Bibliothek -> LIBRARY Bezeichner ';'

              Programmblock '.'

Programmblock -> [uses-Klausel]

                 Block

uses-Klausel -> USES Bezeichnerliste ';'
interface-Abschnitt -> INTERFACE

                       [uses-Klausel]
                       [interface-Deklaration]...

interface-Deklaration -> const-Abschnitt

                      -> type-Abschnitt
                      -> var-Abschnitt
                      -> exported-Kopf

exported-Kopf -> Prozedurkopf ';' [Direktive]

              -> Funktionskopf ';' [Direktive]

implementation-Abschnitt -> IMPLEMENTATION

                            [uses-Klausel]
                            [Deklarationsabschnitt]...

Block -> [Deklarationsabschnitt]

         Verbundanweisung

Deklarationsabschnitt -> Label-Deklarationsabschnitt

                      -> const-Abschnitt
                      -> type-Abschnitt
                      -> var-Abschnitt
                      -> Prozedurdeklarationsabschnitt

...

Einfache Anweisung -> Designator ['(' Ausdrucksliste ')']

                   -> Designator ':=' Ausdruck
                   -> INHERITED
                   -> GOTO Label-Bezeichner

Strukturierte Anweisung -> Verbundanweisung

                        -> Bedingte Anweisung
                        -> Schleifenanweisung
                        -> with-Anweisung

Verbundanweisung -> BEGIN Anweisungsliste END
Bedingte Anweisung -> if-Anweisung
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                   -> case-Anweisung

if-Anweisung -> IF Ausdruck THEN Ausdruck [ELSE Ausdruck]
case-Anweisung -> CASE Ausdruck OF case-Selektor/';'... [ELSE Ausdruck] [';'] END
case-Selektor -> case-Label/','... ':' Anweisung
case-Label -> Konstanter Ausdruck ['..' Konstanter Ausdruck]
Schleifenanweisung -> repeat-Anweisung

                   -> while-Anweisung
                   -> for-Anweisung

repeat-Anweisung -> REPEAT Anweisung UNTIL Ausdruck
while-Anweisung -> WHILE Ausdruck DO Anweisung
for-Anweisung -> FOR Qualifizierter Bezeichner ':=' Ausdruck (TO | DOWNTO)
                  Ausdruck DO Anweisung
with-Anweisung -> WITH Bezeichnerliste DO Anweisung
Prozedurdeklarationsabschnitt -> Prozedurdeklaration

                              -> Funktionsdeklaration

...

Klassentyp -> CLASS [Klassenvererbung]

              [Klassenfelderliste]
              [Klassenmethodenliste]
              [Klasseneigenschaftenliste]
              END

Klassenvererbung -> '(' Bezeichnerliste ')'
Klassensichtbarkeit -> [PUBLIC | PROTECTED | PRIVATE | PUBLISHED]
Klassenfelderliste -> (Klassensichtbarkeit Objektfelderliste)/';'...
Klassenmethodenliste -> (Klassensichtbarkeit Methodenliste)/';'...
Klasseneigenschaftenliste -> (Klassensichtbarkeit Eigenschaftenliste ';')...
Eigenschaftenliste -> PROPERTY Bezeichner [Eigenschaftsschnittstelle]
                        Eigenschaftsbezeichner

Eigenschaftsschnittstelle -> [Eigenschaftsparameterliste] ':' Bezeichner
Eigenschaftsparameterliste -> '[' (Bezeichnerliste ':' Typbezeichner)/';'... ']'
Eigenschaftsbezeichner -> [INDEX Konstanter Ausdruck]

                          [READ Ident]
                          [WRITE Bezeichner]
                          [STORED Bezeichner | Konstante)]
                          [(DEFAULT Konstanter Ausdruck) | NODEFAULT]
                          [IMPLEMENTS Typbezeichner]

Schnittstellentyp -> INTERFACE [Schnittstellenvererbung]

                     [Klassenmethodenliste]
                     [Klasseneigenschaftenliste]
                     END

Schnittstellenvererbung -> '(' Bezeichnerliste ')'
requires-Klausel -> REQUIRES Bezeichnerliste... ';'
contains-Klausel -> CONTAINS Bezeichnerliste... ';'
Bezeichnerliste -> Bezeichner/','...
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Qualifizierter Bezeichner -> [Unit-Bezeichner '.'] Bezeichner
Typbezeichner -> [Unit-Bezeichner '.'] <Typbezeichner>
Ident -> <Bezeichner>
ConstExpr -> <Konstanter Ausdruck>
UnitId -> <Unit-Bezeichner>
LabelId -> <Label-Bezeichner>

Number -> <Nummer>
String -> <String>

Die Erzeugungsregeln einer kontextfreien Grammatik erfüllen (auf den ersten Blick) auch die
Bedingung, die man an eine kontextsensitive Grammtik stellt. In einer kontextfreien Gram-
matik können jedoch auch Produktionen der Form ε→A  vorkommen, wobei SA ≠  oder zu-
sätzlich A auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt. In diesem Fall kann man in ei-
nem endlichen Verfahren die Regeln und nichtterminalen Symbole der Grammatik so abän-
dern, daß keine Produktionen der Form ε→A  mehr vorkommen außer wenn eventuell A das
Startsymbol ist (A steht dann auf keiner rechten Seite einer Produktion). Die Änderung kann
so erfolgen, daß weiterhin dieselbe Sprache erzeugt wird. Es gilt daher:

Satz 4.4-1:
Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine kontextsensitive Grammatik G′ , die
dieselbe Sprache erzeugt:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen (Typ-1-Sprachen) über einem endlichen Alpha-
bet Σ  ist eine echte Teilmenge der kontextsensitiven Sprachen über Σ .

Die Tatsache, daß die Klasse der kontextfreien Sprachen über einem endlichen Alphabet Σ
echt in der Klasse der kontextsensitiven Sprachen über Σ  enthalten ist, wird weiter unten be-
wiesen.

Der folgende Satz, der auch hier ohne Beweis aufgeführt wird, besagt, daß man jede kontext-
freie Grammatik in eine Grammatik in Normalform überführen kann, deren Regeln eine ein-
fache Struktur aufweisen.

Satz 4.4-2:
Jede kontextfreie Grammatik kann so umgeformt werden, daß alle Regeln die Form

ε→S  oder
BCA →  mit NA∈ , NB ∈ , NC ∈  oder
aA →  mit NA∈ , Σ∈a

haben (Chomsky-Normalform) und dabei dieselbe Sprache erzeugt wird.

Der folgende Satz (uvwxy-Theorem, pumping lemma) liefert ein Beweismittel, mit dessen
Hilfe man zeigen kann, daß eine Sprache nicht kontextfrei ist.
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Satz 4.4-3:
Zu jeder kontextfreien Sprache L gibt es eine Zahl 00 >n  mit der Eigenschaft:

jedes Lz ∈  mit 0nz ≥  läßt sich zerlegen in uvwxyz =  mit

(i) 0nvwx ≤

(ii) 0>vx

(iii) Lywxuv kk ∈  für jedes N∈k .

Beweis:

Es sei ( )RSNG  , , ,Σ=  eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform mit )(GLL =

und 1
0 2 += Nn .

Für ein Wort Lz ∈ , etwa naaz  ... 1=  mit Σ∈1a , ..., Σ∈na  und 0nnz ≥= , hat eine Ablei-

tung aus S die Form naaBCS  ...  ... 1⇒⇒⇒ . Diese Ableitung kann als Ableitungsbaum ge-

schrieben werden, in dem jeder Knoten durch ein in der Ableitung vorkommendes Symbol
markiert ist: Die Wurzel des Ableitungsbaums ist mit S markiert. Wird in der Ableitung eine
Regel der Form BCA →  mit NB ∈  und NC ∈  angewendet, so gibt es im Ableitungsbaum
einen dieser Regelanwendung entsprechenden mit A markierten Knoten, dessen direkte Nach-
folger mit B bzw. C markiert sind. Wird eine Regel der Form aA →  mit Σ∈a  angewendet,
so gibt es im Ableitungsbaum einen dieser Regelanwendung entsprechenden mit A markierten
Knoten, dessen direkter Nachfolger mit a markiert ist. Da G Chomsky-Normalform hat, ist
dieser Ableitungsbaum ein Binärbaum, in dem jeder innere Knoten genau zwei Nachfolger
hat und der Anwendung einer Regel der Form BCA →  entspricht. Die Blätter des Baums
sind mit 1a , ..., na  markiert. Ein mit ia  markiertes Blatt mit seinem mit iA  markierten Vor-

gänger entspricht der Anwendung der Regel ii aA → . Nur an den Blättern werden Regeln

dieser Form angewendet.

Für die Anzahl n der Blätter dieses Ableitungsbaums gilt 1
0 2 +=≥= Nnzn . Dann hat der

Baum nach Satz 1.1-9 Teil 4. eine Mindesthöhe von ( )  ( )  212log1log 1
22 +=+≥+ + Nn N .

S

B C

1A
iA nA

1a
ia na

...



124 4   Elemente der Theorie Formaler Sprachen und der Automatentheorie

Es gibt also einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt, das mit einem terminalen Zeichen ia

markiert ist, auf dem mindestens 1+N  viele innere Knoten liegen, die mit nichtterminalen

Symbol markiert sind. Da die Grammatik nur N  viele nichtterminale Symbole enthält,

kommt auf diesem Pfad ein NA∈  mindestens zweimal vor. Es werde hier die Situation be-
trachtet, bei der dieses zum ersten Mal geschieht:

uvwxywAwwwAwwS *
243121

* ⇒⇒⇒ +  mit uw *
1 ⇒ , vw *

3 ⇒ , wA *⇒ , xw *
4 ⇒  und

yw *
2 ⇒ .

Da G kontextfrei ist, hängen diese Ableitungen nicht zusammen, man kann sie unabhängig
voneinander in einer beliebigen Reihenfolge ausführen. Daher sind in G auch folgende Ab-
leitungen möglich:

uvwxyuvAxyyAwuwuAyS **
43

* ⇒⇒⇒⇒ + .

Der erste Schritt in der Teilableitung yAwuwuAy 43
+⇒  erfolgt durch Anwendung einer Re-

gel der Form BCA → , daher ergibt sich

yAwuwuBCyuAy 43
*⇒⇒  und vAxAwwBC *

43
* ⇒⇒ . Wären beide Teilworte v und x leer,

so könnte man in G eine Ableitung ABC *⇒  durchführen. Dieses ist nicht möglich, da G in
Chomsky-Normalform vorliegt. Daher gilt Eigenschaft (ii).

Die Teilableitung vwxA *⇒  hat höchstens N  viele Ableitungsschritte, da in G wegen der

Chomsky-Normalform keine Ableitungen der Form BA +⇒  möglich sind. Daher gilt

02 nvwx N <≤  (Eigenschaft (i)).

Die in G mögliche Ableitung vAxA *⇒  kann man beliebig oft in die Ableitung uvwxyS *⇒

einbauen und mit der Ableitung wA *⇒  kombinieren:

 ywxuvyAxuvuvvAxxyuvAxyuAyS kkkk ***** ⇒⇒⇒⇒⇒  für 1≥k ; außerdem ist die

Ableitung uwyuAyS ** ⇒⇒  möglich. Insgesamt ist dieses die Eigenschaft (iii). ///

Mit Hilfe dieses Satzes läßt sich zeigen, daß die Sprache { }1 , |  4 ≥∈= nncbaL nnn N  (aus Ka-

pitel 4.1) nicht kontextfrei (aber kontextsensitiv ist). Es sei 0nn = . Für das Wort nnn cbaz =

ist 003 nnz ≥= . Dann läßt sich z zerlegen in uvwxyz =  mit den obigen Eigenschaften (i), (ii)

und (iii). Der Teil vwx enthält höchstens 0n  viele Zeichen und kann daher nicht gleichzeitig

aus a’s, b’s und c’s bestehen. Eigenschaft (iii) besagt, daß auch 4
00 Lywxuv ∈  ist, d.h.

4Luwy ∈ . Es werden drei Fälle unterschieden:

1. Fall: vwx enthält kein Zeichen c. Dann ist mnbauvwx = , nmn cby −= . Da 0>vx  ist, enthält

vx  1≥k  Zeichen a oder b. Das Wort uwy enthält nknmnkmn 22 <−=−+−+  Zei-
chen a oder b und n Zeichen c. Daher ist 4Luwy ∉ .
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2. Fall: vwx enthält mindestens ein Zeichen c. Wegen 0nvwx ≤  enthält es kein Zeichen a. Es

ist mnbau = , lmn cbvwx −= , lncy −=  mit 1≥l . Da 0>vx  ist, enthält vx  1≥k  Zei-

chen b oder c. Das Wort uwy enthält n  Zeichen a, klnklmnm −+=−+−+  Zeichen
b oder c und ln −  Zeichen c. Daher ist 4Luwy ∉ .

In beiden Fällen ergibt sich ein Widerspruch. Daher ist Sprache { }1 , |  4 ≥∈= nncbaL nnn N

nicht kontextfrei.

Ein weiteres Beispiel ist die kontextsensitive Sprache { }1 | 2 ≥= iaL
i

.

Es gilt daher die in Satz 4.4-1 formulierte Aussage, daß die Klasse der kontextfreien Sprachen
über einem endlichen Alphabet Σ  eine echte Teilmenge der Klasse der kontextsensitiven
Sprachen über Σ  ist.

Exemplarisch für viele interessante Entscheidungsprobleme im Zusammenhang mit kontext-
freien Grammatiken und kontextfreien Sprachen sollen wieder das Wortproblem und das
Leerheitsproblem, jetzt bezogen auf kontextfreie Sprachen, betrachtet werden.

Wieder wird (analog zu den Typ-0- und Typ-1-Grammatiken) ein Prädikat





=
darstelltGrammatik -2-Typeiner   Kodierungdienicht   falls

darstelltGrammatik -2-Typeiner   Kodierungdie  falls
                             

)(2___

w
w

wTYPGEVERIFIZIER

FALSE
TRUE

definiert. Dieses Prädikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu prüfen, ob die Erzeu-
gungsregeln in wKG  den Bedingungen einer kontextfreien Grammatik genügen.

Das Wortproblem für Typ-2-Grammatiken fragt danach, ob die Menge

{ }{ })( und )(2___ ,1 0,  ,  #           **

2_

w

TypWort

KGLuwTYPGEVERIFIZIERwuwu

L

∈=∈Σ∈=

−

TRUE

entscheidbar ist. In vereinfachter Darstellung wird also danach gefragt, ob es einen auf allen
Eingaben stoppenden Algorithmus gibt, der bei Eingabe (der Kodierung) einer kontextfreien

Grammatik G über dem Alphabet Σ  und eines Worts *Σ∈u  entscheidet, ob )(GLu∈  gilt

oder nicht. Da dieses Entscheidungsproblem für kontextsensitive Sprachen entscheidbar ist,
ist es auch im kontextfreien Fall entscheidbar. Das Entscheidungsverfahren aus Kapitel 4.3 ist
im Falle einer kontextfreien Grammatik jedoch zu aufwendig (exponentielles Laufzeitverhal-
ten). In der Theorie des Compilerbaus, die sich intensiv mit der Frage beschäftigt, ob ein Wort
zur Sprache einer gegebenen Grammatik gehört, wird gezeigt, daß die Frage sogar mit einem

Zeitaufwand der Ordnung ( )3uO  bei gegebener Grammatik G entschieden werden kann. Auf

Details soll hier verzichtet werden.
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Das Leerheitsproblem, das für Typ-0- und Typ-1-Grammatiken nicht entscheidbar ist, fragt
für Typ-2-Grammatiken, ob die Menge

{ } ( ){ }∅==∈=− wTypleer KGLwTYPGEVERIFIZIERwwL  und )(2___ ,1 0,     *
2_ TRUE

entscheidbar ist, bzw. in vereinfachter Darstellung, ob es einen auf allen Eingaben stoppenden
Algorithmus gibt, der bei Eingabe (der Kodierung) einer Grammatik G entscheidet, ob

∅=)(GL  gilt oder nicht.

Der folgende (Pseudocode-) Algorithmus entscheidet bei Eingabe einer kontextfreien Gram-
matik die ( )RSNG  , , ,Σ=  die Frage „ ∅≠)(GL ?“ . Aus diesem Algorithmus läßt sich leicht

ein Entscheidungsalgorithmus für das Leerheitsproblem für Typ-2-Grammtiken gewinnen.

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=

Verfahren: Aufruf der Funktion ist_nichtleer (G)

Ausgabe: TRUE, falls ∅≠)(GL , FALSE sonst.

FUNCTION ist_nichtleer (G): BOOLEAN;
        { ( )RSNG  , , ,Σ=  }

VAR V : ...;
    W : ...;

BEGIN { ist_nichtleer }
  V := ∅;

  W := { }*mit  sregel Erzeugungeineist   und    Σ∈→∈ wwANAA ;

  WHILE NOT (V = W) DO
    BEGIN
      V := W;

      W := ( ){ } VV   mit  sregel Erzeugungeineist   und    * ∪Σ∪∈→∈ wwANAA ;

    END;

  IF ∈S W THEN ist_nichtleer := TRUE
          ELSE ist_nichtleer := FALSE;
END   { ist_nichtleer };
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Es läßt sich zeigen, daß die WHILE-Schleife höchstens n-mal durchlaufen wird, wenn G n Er-
zeugungsregeln enthält. Daher bricht das Verfahren ab. Die Korrektheit des Verfahrens ergibt
sich aus der Behauptung

Ein nichtterminales Symbol NA∈  wird im i-ten Durchlauf der WHILE-Schleife genau

dann in W aufgenommen, wenn es ein *Σ∈u  gibt mit uA *⇒ .

Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4.4-4:
Das Wortproblem und das Leerheitsproblem für Typ-2-Grammatiken sind entscheidbar:

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-2-

Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  und eines Wortes *Σ∈u  entscheidet, ob )(GLu∈  ist.

Es gibt einen auf allen Eingaben stoppenden Algorithmus, der bei Eingabe einer Typ-2-
Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  entscheidet, ob ∅=)(GL  gilt.

Auch zu den kontextfreien Sprachen gibt es ein Berechnungsmodell, das genau diese Spra-
chen erkennt und als eine Einschränkung einer Turingmaschine gesehen werden.

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (NKA) ist eine 2-NDTM, die ihre beiden Bänder
in einer speziellen Weise nutzt. Vor der Angabe einer formalen Definition eines nichtdetermi-
nistischen Kellerautomaten wird das Modell informell beschrieben. Das 1. Band (Eingabe-
band) eines nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA kann nur gelesen werden, wobei der
Lesekopf nach dem Lesen eines Zeichens um eine Zelle nach rechts rückt. Das 1. Band ent-
hält bei Start von NKA ein Wort über einem Eingabealphabet, der Lesekopf steht über dem er-
sten Zeichen des Eingabeworts. NKA kann auch tätig werden, wenn das Eingabeband eine
leere Zeichenkette enthält; dann findet ein „spontaner (Konfigurations-) Übergang“ statt. Er
kann auch Zustandsänderungen durchführen, ohne ein Symbol des Eingabebands zu lesen;
man nennt diese Konfigurationsübergänge ε -Überführungen.  Das 2. Band heißt Keller; auf
dem Keller bewegt sich ein Schreib/Lesekopf. Der Keller enthält zu Beginn der Berechnungs-
folge von NKA ein spezielles Symbol #, und der Schreib/Lesekopf steht über diesem Symbol.
Bei jeder Konfigurationsänderung wird das Symbol unter dem Schreib/Lesekopf durch ein
endlich langes Wort ersetzt, das mit Hilfe eines Kelleralphabets gebildet wird, und der
Schreib/Lesekopf rückt über das letzte Zeichen der nun im Keller befindlichen Zeichenkette.
Es kann auch das leere Wort in den Keller geschrieben werden; dann wird der Inhalt des Kel-
lers verkürzt. Auf diese Weise kann immer nur auf das zuletzt in den Keller gebrachte Zei-
chen zugegriffen werden. Der Schreib/Lesekopf im Keller rückt nicht über das Ende des Kel-
lers auf Zeichen, die weiter links stehen (last-in-first-out-Prinzip).
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Eine formale Definition eines nichtdeterministischen Kellerautomaten wandelt die Definition
einer nichtdeterministischen Turingmaschine ab. Die Definition einer Konfiguration und des
Konfigurationsübergangs wird der besonderen Arbeitsweise eines Kellerautomaten angepaßt.
In der Literatur finden sich häufig Varianten der hier gegebenen Definitionen, die aber auf
dieselbe Sprachklasse führen.

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat NKA ist definiert durch
( )FqQNKA ,#,,,,, 0δΓΣ=  mit:

1. Q ist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge
2. Σ  ist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet
3. Γ  ist eine endliche nichtleere Menge: das Kelleralphabet

4. { }( ) ( )*: Γ×→Γ×∪Σ× QQ ePεδ  ist eine partielle Funktion, die Überführungsfunktion;

hierbei bezeichnet ( )*Γ×QeP  die Menge aller endlichen Teilmengen von *Γ×Q

5. Qq ∈0  ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

6. Γ∈#  ist das Startsymbol im Keller
7. QF ⊆  ist die Menge der Endzustände.

In jedem Schritt eines nichtdeterministischen Kellerautomaten ist klar, wo sich der Kopf des
jeweiligen Bandes befindet: Wenn das Eingabewort w die Form 21www =  hat und der Keller-

automat bereits die Zeichen in 1w  gelesen hat, dann steht der Lesekopf des 1. Bandes über
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dem ersten Zeichen von 2w , und auf die Zeichen von 1w  kann der Kopf nicht mehr zugreifen.

Anstelle daher in einer Konfiguration für das 1. Band den gesamten Bandinhalt und die Posi-

tion des Kopfes in der Form ( )1 , 121 +www  festzuhalten, wird der Inhalt des 1. Bandes nur

durch die Zeichenkette 2w  beschrieben; implizit wird angenommen, daß der Kopf über dem

ersten Zeichen von 2w  steht. Entsprechend braucht man in einer Konfiguration für das 2.

Band nicht den gesamten Bandinhalt und die Position des Kopfes in der Form ( )αα  ,  festzu-

halten, sondern es genügt die Zeichenkette α zusammen mit der impliziten Annahme, daß der
Kopf über dem zuletzt in den Keller geschriebenen Zeichen steht. Daher wird eine Konfigu-
ration für einen nichtdeterministischen Kellerautomaten in der Form ( )α , , wq  mit Qq∈ ,

*Σ∈w  und *Γ∈α  notiert. Die Konfiguration drückt aus, daß sich der Kellerautomat gegen-
wärtig im Zustand q befindet, daß das Eingabeband eine Zeichenkette ww1  enthält, von der

bisher die Zeichen in naaw  ... 1=  noch nicht gelesen wurden, daß der Lesekopf des 1. Bandes

über dem ersten Zeichen 1a  steht, daß sich im Keller die Zeichenkette mAA  ... 1=α  befindet,

und daß der Schreib/Lesekopf des 2. Bandes über mA  steht. Falls ( )mAaq  , , 1δ  definiert ist

(das ist eine endliche Teilmenge von *Γ×Q ) und ein Element ( )kBBq  ...  , 1′  enthält, dann

kann der Kellerautomat in eine Nachfolgekonfiguration übergehen, die den Zustand q′  ent-

hält, den Lesekopf auf dem 1. Band um eine Position nach rechts verrückt, im Keller das Zei-
chen mA  durch kBB  ... 1  ersetzt und den Schreiblesekopf im Keller auf kB  positioniert hat.

Formal wird für Konfigurationen die Übergangsrelation ⇒  definiert durch

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




∈′′
∈′′

⇒
−

−

mkkmn

mkkmn
mn AqBBqBBAAaaaq

AaqBBqBBAAaaq
AAaaq

 , , ...  , falls ...  ...  , ...  ,
 , , ...  , falls ...  ...  , ...  ,

   ...  , ...  ,
111121

111112
11 εδ

δ

Entsprechend bedeutet für Konfigurationen K und K ′  die Beziehung KK ′⇒* :
Es gibt Konfigurationen 0K , 1K , ..., lK  mit 0≥l  und 0KK = , lKK =′  und 1+⇒ ii KK  für

1 ..., ,0 −= li .

Eine Anfangskonfiguration für einen nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA hat
die Form ( )# , ,0 wq , eine Endkonfiguration hat die Form ( )εε  , ,q  mit Fq∈ .

Ein Wort *Σ∈w  wird von NKA akzeptiert, wenn ( ) ( )εε  , ,# , , *
0 qwq ⇒  mit Fq∈  gilt. Die

von NKA akzeptierte Sprache ist { }akzeptiert   von wird und , |  )( * NKAwwwNKAL Σ∈= .
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Beispiel:

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat zum Erkennen der Sprache
{ }{ }baaaaaawwL imm  ,  , ...... |  11 ∈==

Die Sprache { }{ }baaaaaawwL imm  , , ...... |  11 ∈==  läßt sich beispielsweise durch die kontext-

freie Grammatik { } { } { }( )bbSaaSbSbSaSaSSSbaG →→→→=  , , ,  , ,  ,,  erzeugen.

Der nichtdeterministische Kellerautomaten NKA wird gegeben durch
{ }{ }{ } { }( )20210  ,#,,,#,, ,, ,,, qqBAbaqqqNKA δ=  mit der durch folgende Tabelle festgelegten

Überführungsfunktion δ :

momentaner
Zustand

Symbol unter dem
Kopf auf

neuer Zu-
stand

neues Wort
 im Keller

Band 1 Keller

0q a X mit
{ }#,,BAX ∈

0q XA

a X mit
{ }#,,BAX ∈

1q XA

b X mit
{ }#,,BAX ∈

0q XB

b X mit
{ }#,,BAX ∈

1q XB

1q a A 1q ε

b B 1q ε

ε #
2q ε

Der Nichtdeterminismus wird in diesem Beispiel eingesetzt, um die Mitte eines Eingabewor-
tes „zu raten“.

Auch im Modell des Kellerautomaten kann man Nichtdeterminismus und Determinismus un-
terscheiden:

Ein deterministischer Kellerautomat DKA ist wie ein nichtdeterministischer Kellerautomat
definiert mit dem Unterschied, daß die Überführungsfunktion die Form

{ }( ) *: Γ×→Γ×∪Σ× QQ εδ

aufweist.
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Beispiel:

Ein deterministischer Kellerautomat zum Erkennen der Sprache

{ }N∈= nbaL nn  |  

Die Sprache { }N∈= nbaL nn  |   läßt sich beispielsweise durch die kontextfreie Grammatik

{ } { } { }( )ε→→= SaSbSSSbaG  ,  , ,  ,,  erzeugen.

Der deterministische Kellerautomaten DKA wird gegeben durch
{ }{ }{ } { }( )00210  ,#,,,#,, ,, ,,, qqbabaqqqDKA δ=  mit der durch folgende Tabelle festgelegten

Überführungsfunktion δ :

momentaner
Zustand

Symbol unter dem
Kopf auf

neuer Zu-
stand

neues Wort
 im Keller

Band 1 Keller

0q a # 1q #a

ε # 0q ε

1q a a
1q aa

b a 2q ε

2q b A 2q ε

ε # 0q ε

Satz 4.4-5:
Die Klasse der von nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptierten Sprachen über
einem endlichen Alphabet Σ  ist mit der Klasse der kontextfreien Sprachen (Typ-2-
Sprachen) über Σ  identisch.

Beweis:

Es ist zu zeigen, daß es zu jeder von einem nichtdeterministischen Kellerautomaten NKA ak-
zeptierten Sprache )(NKALL =  eine kontextfreie Grammatik NKAG  gibt mit ( )NKAGLL = . Die

umgekehrte Richtung, nämlich der Nachweis, daß es zu jeder von einer kontextfreien Gram-
matik G erzeugten Sprache )(GLL =′  einen nichtdeterministischen Kellerautomaten GNKA

mit ( ) LNKAL G ′=  gibt, ist von größerer praktischer Relevanz, da hierdurch implizit gezeigt

wird, wie man zu einer vorgegebenen Grammatik einen Algorithmus (hier in Form eines
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Kellerautomaten) entwerfen kann, der die Wörter der von der Grammatik erzeugten Sprache
erkennt. Diese Beweisrichtung soll daher skizziert werden.

Es sei ( )RSNG  , , ,Σ=  eine kontextfreie Grammatik. Ein nichtdeterministischer Kellerauto-

mat ( )FqQNKAG ,#,,,,, 0δΓΣ=  mit ( ) )(GLNKAL G =  wird gegeben durch

die Zustandsmenge { }zQ  =  , das Kelleralphabet Σ∪=Γ N , den Anfangszustand zq =0 , das

Startsymbol im Keller S=# , die Menge der Endzustände { }zF  =  und die Überführungs-

funktion δ , die folgendermaßen definiert ist:

(i) Für jede Erzeugungsregel α→A  aus R wird ( )Rz α ,  in ( )Az  , ,εδ  aufgenommen;

hierbei ist Rα  die Konkatination der Buchstaben von α  in umgekehrter Reihenfolge
(Spiegelung von α )

(ii) Für jedes Σ∈a  wird ( )ε ,z  in ( )aaz  , ,δ  aufgenommen.

Wegen (i) kann immer dann, wenn das im Keller gelesene Symbol ein nichtterminales Zei-
chen ist, dieses durch die rechte Seite einer Regel (in gespiegelter Reihenfolge) ersetzt wer-
den. Ein Terminalzeichen, das gerade im Keller gelesen wird, wird entfernt, wenn es mit dem
nächsten Eingabesymbol übereinstimmt. Man kann ( ) )(GLNKAL G =  zeigen. ///

Beispiel:

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat für eine kontextfreie Grammatik

Gegeben sei die Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  mit { }cba  , , =Σ , { }ASN  , =  und der Produkti-

onsmenge { }cAaAbAASR →→→=  , , . Die in der Konstruktion beschriebene Überfüh-

rungsfunktion wird durch folgende Tabelle gegeben:

momentaner
Zustand

Symbol unter dem
Kopf auf

neuer Zu-
stand

neues Wort
 im Keller

Band 1 Keller
z ε S z A

ε A z bAa
ε A z c
A a z ε
B b z ε
C c z ε

Das Wort )(GLaacbb∈  wird durch folgenden Konfigurationsübergänge akzeptiert:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ). , ,                         

 , ,  , ,  , ,  , ,                         
 , ,  , ,  , ,  , ,  , , 

εεz
bbzbbbbzbbccbbzbbAcbbz

bbAaacbbzbAacbbzbAaaacbbzAaacbbzSaacbbz

⇒
⇒⇒⇒⇒

⇒⇒⇒⇒
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Jede von einem deterministischen Kellerautomaten akzeptierte Sprache wird auch von einem
nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptiert. Umgekehrt gibt es Sprachen, etwa

{ }{ }baaaaaawwL imm  , , ...... |  11 ∈== , die nicht von einem deterministischen Kellerautoma-

ten akzeptiert werden können. Insbesondere weisen die Klassen der deterministisch kontext-
freien und die Klasse der nichtdeterministisch kontextfreien Sprachen unterschiedliche Ab-
schlußeigenschaften auf (siehe Zusammenstellung in Kapitel 4.6).

Satz 4.4-5:
Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen über einem endlichen Alphabet
Σ  ist eine echte Teilmenge der Klasse der nichtdeterministisch kontextfreien Sprachen
Σ .

Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen spielt eine besondere Rolle im Com-
pilerbau. Eine derartige Sprache erlaubt die Syntaxanalyse eines Wortes (in der Anwendung
ist dieses ein Programm in einer Programmiersprache), indem nur wenige Zeichen des Wortes
während des Analysevorgangs im Vorgriff gelesen werden, um festzustellen, welche Produk-
tion in einer Ableitung als nächstes anzuwenden ist bzw. daß das Wort nicht zu der von der
Grammatik erzeugten Sprache gehört. Für deterministisch kontextfreie Sprachen ist das
Wortproblem für ein Wort u mit einem Algorithmus entscheidbar, der eine Zeitkomplexität

der Ordnung )( uO  aufweist. Die meisten Programmiersprachen sind weitgehend determini-

stisch kontextfrei, so daß in der Praxis die Syntaxanalyse bei Programmiersprachen sehr effi-
zient abläuft.

4.5 Typ-3-Sprachen

Es sei ( )RSNG  , , ,Σ=  eine Grammatik, in der die Erzeugungsregeln

( ){ }* und  |  Σ∪∈∈→⊆ NwNAwAR   folgende zusätzliche Bedingung erfüllen:

 Alle Regeln haben die Form aBA →  mit NA∈ , NB ∈ , Σ∈a  oder ε→A .

Die von einer derartigen Grammatik erzeugte Sprache heißt Typ-3-Sprache oder rechtsli-
neare Sprache oder reguläre Sprache. Die zugehörige Grammatik heißt Typ-3-Grammatik
oder rechtslineare Grammatik.

Beispielsweise ist die Sprache { }NN ∈∈= jibaL ji  , |  1  aus Kapitel 4.1 regulär (rechtslinear,

Typ-3-Sprache), da sie durch die Grammatik
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{ } { } { }( )εε →→→→→=′ BbBBbBSaSSSSBSbaG  , , , ,  , , ,  ,, 1  erzeugt wird.

Der Name „rechtslineare Sprache“ erklärt sich durch die Form der Erzeugungsregeln aBA →
der zugehörigen Grammatik: Betrachtet man die Nichtterminalsymbole als „Variablen“ (im
Sinne eines Gleichungssystems) und die Terminalsymbole als „Konstanten“, so liegt in der
Form aBA →  eine lineare Beziehung zwischen den Variablen vor, in der die Variablen
rechts der Konstanten stehen.

Der Name „reguläre Sprache“ weist auf eine alternative Möglichkeit hin, um eine Typ-3-
Sprache zu definieren: eine derartige Sprache läßt sich durch einen „regulären Ausdruck“ re-
präsentieren. Der Vollständigkeit soll hier die Definition eines regulären Ausdrucks und der
durch ihn repräsentierten Sprache angeführt werden, wenn auch im folgenden auf dieses Kon-
zept nicht weiter eingegangen wird.

Ein regulärer Ausdruck über Σ  und die durch ihn repräsentierte Sprache wird rekursiv
definiert durch:
(i) ∅  ist ein regulärer Ausdruck, der die reguläre Sprache ∅  repräsentiert
(ii) ε  ist ein regulärer Ausdruck, der die reguläre Sprache { }ε  repräsentiert

(iii) a aus Σ  ist ein regulärer Ausdruck, der die reguläre Sprache { }a  repräsentiert

(iv) Sind p bzw. q reguläre Ausdrücke, die die regulären Sprachen P bzw. Q repräsentie-
ren, dann ist
( )qp +  ein regulärer Ausdruck, der die reguläre Sprache QP ∪  repräsentiert,

( )pq  ein regulärer Ausdruck, der die reguläre Sprache QP ⋅  repräsentiert,

( )*p  ein regulärer Ausdruck, der die reguläre Sprache *P  repräsentiert

(v) Ein regulärer Ausdruck und die von ihm repräsentierte Sprache wird genau durch die
Punkte (i) bis (iv) definiert.

Folgender Satz läßt sich beweisen:

Satz 4.5-1:
Eine Sprache L über einem endlichen Alphabet Σ  wird genau dann durch einen regulä-
ren Ausdruck repräsentiert, wenn es eine Typ-3-Grammatik (rechtslineare Grammatik)

( )RSNG  , , ,Σ=  mit )(GLL = gibt.

Im folgenden werden daher die Begriffe „Typ-3-Sprache“, „rechtslineare Sprache“ und „re-
guläre Sprache“ synonym verwendet.

Auch für die regulären Sprachen läßt sich ein Berechnungsmodell zur Akzeptanz gerade die-
ses Typs angeben. Man erhält es durch Einschränkung eines Kellerautomaten. Der Keller ei-
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nes Kellerautomaten erlaubt die Zwischenablage von (evtl. transformierten) Eingabezeichen.
Entfernt man den Keller, so kommt man auf das folgende Modell:

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat NEA ist definiert durch
( )FqQNEA ,,,, 0δΣ=  mit:

1. Q ist eine endliche nichtleere Menge: die Zustandsmenge
2. Σ  ist eine endliche nichtleere Menge: das Eingabealphabet
3. ( )QQ P→Σ×:δ  ist eine partielle Funktion, die Überführungsfunktion; hierbei be-

zeichnet ( )QP  die Menge aller Teilmengen von Q.

4. Qq ∈0  ist der Anfangszustand (oder Startzustand)

5. QF ⊆  ist die Menge der Endzustände.

Entsprechend liegt ein deterministischer endlicher Automat DEA vor, wenn die Überfüh-
rungsfunktion δ  die Form QQ →Σ×:δ  aufweist.

Ein deterministischer bzw. nichtdeterministischer endlicher Automat läßt sich auch in Form
eines endlichen gerichteten Graphen G mit markierten Kanten als Transitionsdiagramm dar-
stellen. Die Knotenmenge von G ist Q. Ist ( )azz  ,δ=′  bzw. im nichtdeterministischen Fall

( )azz  ,δ∈′ , so wird eine mit a markierte Kante in G aufgenommen. Die Menge der den End-

zuständen entsprechenden Knoten werden explizit markiert.

Beispiel:

Es sei ( )FqQDEA ,,,, 0δΣ=  der deterministische endliche Automat mit { }  , , , 3210 qqqqQ = ,

{ } 1 0, =Σ , { }  0qF = , δ  gemäß folgender Tabelle:

momentaner
Zustand

gelesenes
Symbol

neuer Zustand

0q 0 2q

1 1q

1q 0 3q

1 0q

2q 0
0q

1 3q

3q 0 1q

1 2q
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Das entsprechende Transitionsdiagramm ist

Es ist

{ }{ }1 Zeichen und 0 Zeichen  vonAnzahl gerade eineenthält   und 1 0,  |  )( * wwwDEAL ∈= .

Ein Beispiel eines nichtdeterministischen endlichen Automaten mit dem zugehörigen Transi-
tionsdiagramm ist das folgende:

( )FqQNEA ,,,, 0δΣ=  mit { }  , , , , 43210 qqqqqQ = , { } 1 0, =Σ , { }  , 42 qqF = , δ  gemäß fol-

gender Tabelle:

momentaner
Zustand

gelesenes
Symbol

neuer Zustand

0q 0 0q

3q

1 0q

1q

1q 1 2q

2q 0
2q

1 2q

3q 0 4q

4q 0 4q

1 4q

0q
1q

3q2q

0 0
00

1

1

1

1
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Das zugehörige Transitionsdiagramm lautet

Es ist

{ }
. 

1 Zeichenoder  0 Zeichen rfolgendeaufeinande zwei mindestensenthält   und
1 0,  

  )(










 ∈

=
+

w
w

wNEAL

Wie bei einem Kellerautomaten durch Weglassen des Kellers kann man auch hier Konfigura-

tionen und Konfigurationsübergänge definieren. Ein Wort *Σ∈w  wird von NEA (DEA) ak-

zeptiert, wenn ( ) ( )ε , , *
0 qwq ⇒  mit Fq∈  gilt. Die von NEA (DEA) akzeptierte Sprache ist

{ }akzeptiert   von wird und , |  )( * NEAwwwNEAL Σ∈=  (entsprechend für den deterministi-

schen Fall).

Bei Turingmaschinen fallen Determinismus und Nichtdeterminismus zusammen, jedoch zum
Preis einer exponentiell wachsenden Berechnungs- bzw. Laufzeitkomplexität. Der folgende
Satz zeigt, daß auch bei den regulären Sprachen Nichtdeterminismus keine zusätzliche Be-
rechnungsfähigkeit gegenüber dem Determinismus bringt. In den dazwischenliegenden
Sprachklassen der kontextfreien und kontextsensitiven Sprachen ist der Determinismus vom
Nichtdeterminismus zu unterscheiden bzw. der Unterschied zwischen Determinismus und
Nichtdeterminismus ist nicht bekannt.

0q
3q

2q1q

1

0

1

4q
0

0, 10, 1

0, 1
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Satz 4.5-2:
Für jede von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache
über einem endlichen Alphabet Σ  gibt es einen deterministischen endlichen Automaten,
der die Sprache akzeptiert.

Beweis:

Es ist bei gegebenem nichtdetermistischen endlichen Automaten ( )FqQNEA ,,,, 0δΣ=  ein

determistischer endlicher Automat ( )FqQDEA ′′′Σ′= ,,,, 0δ  anzugeben, der dieselbe Sprache

akzeptiert. DEA wird definiert durch:

)(QQ P=′ , { }00  qq =′ , ( ) ( )U
Zz

azaZ
′∈

=′′  , , δδ  für QZ ⊆′  und Σ∈a ,

{ }∅≠∩′⊆′′=′ FZQZZF  und    .  ///

Der folgende Satz besagt, daß das Konzept der endlichen erkennenden Automaten das ad-
äquate Modell für die regulären Mengen ist.

Satz 4.5-3:
Die Klasse der von (nichtdeterministischen bzw. deterministischen) endlichen Automa-
ten akzeptierten Sprachen über einem endlichen Alphabet Σ  ist mit der Klasse der re-
gulären Sprachen (Typ-3-Sprachen) über Σ  identisch.

Beweis:

Es sei ( )FqQNEA ′′′Σ′= ,,,, 0δ  ein nichtdeterministischer endlicher Automat. Dann gibt es

nach Satz 4.5-2 einen deterministischen endlichen Automaten ( )FqQDEA ,,,, 0δΣ=  mit

)()( NEALDEAL = . Es wird eine rechtslineare Grammatik ( )RSNG  , , ,Σ=  angegeben, für

die )()( DEALGL =  gilt:

QN = , 0qS = , die Menge R der Regeln wird definiert durch:

R enthält genau dann eine Erzeugungsregel qaq ′→  mit Qq∈ , Qq ∈′  und Σ∈a , wenn

( ) qaq ′=,δ  ist; für Fq∈  enthält R außerdem die Regel ε→q .

Es sei umgekehrt ( )RSNG  , , ,Σ=  eine rechtslineare Grammatik. Dann erkennt der folgende

Automat ( )FqQNEA ,,,, 0δΣ=  die Sprache )(GL :

Es sei A ein nichtterminales Symbol mit Σ∪∉ NA . Es ist
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{ }ANQ  ∪= , Sq =0 , 
{ }

{ }



∈
∉

=
)(für ,
)(für 

GLAS
GLA

F
ε
ε

, die Überführungsfunktion

{ }( ) )(: QQ P→∪Σ× εδ  wird definiert durch:

( )aB,δ  enthält genau dann C, wenn R die Regel aCB →  enthält; für jede Regel der Form

ε→B  wird ( ) { }AB =εδ ,  gesetzt. Der Automat ( )FqQNEA ,,,, 0δΣ=  erfüllt noch nicht die

Definition eines endlichen Automaten; denn diese läßt keine ε -Übergänge zu, d.h. ein endli-
cher Automat macht keine Überführungen, in denen kein Eingabesymbol gelesen wird. Der
hier definierte Automat läßt jedoch eventuell derartige Überführungen zu. Es läßt sich jedoch
zeigen (siehe angegebene Literatur), daß man NEA so zu einem nichtdeterministischen endli-
chen Automaten ( )FqQANE ′′′Σ′=′ ,,,, 0δ  modifizieren kann, so daß dessen Überführungs-

funktion )(: QQ ′→Σ×′′ Pδ  die Definition eines nichtdeterministischen endlichen Automaten

erfüllt und ( ) )(GLANEL =′  gilt.  ///

Auch für reguläre Sprachen gibt es einen dem uvwxy-Theorem entsprechenden Satz, der wie-
der ein Beweismittel liefert, mit dessen Hilfe man zeigen kann, daß eine Sprache nicht regulär
ist:

Satz 4.5-4:
Zu jeder regulären (Typ-3-, rechtslinearen) Sprache L gibt es eine Zahl 00 >n  mit der

Eigenschaft:

jedes Lz ∈  mit 0nz ≥  läßt sich zerlegen in uvwz =  mit

(i) 0nuv ≤

(ii) 0>v

(iii) Lwuvk ∈  für jedes N∈k .

Beweis:

Die Argumentation kann ähnlich über die Ableitung eines Wortes mit Hilfe einer regulären
Grammatik verlaufen wie im Beweis des uvwxy-Theorems. Einfacher geht es hier über die
Erkennung eines Wortes mit Hilfe eines deterministischen endlichen Automaten:

Es sei regulären Sprache L und DEA ein deterministischer endlicher Automat mit
LDEAL =)( . DEA enthalte 0n  viele Zustände. Bei der Akzeptanz eines Wortes  Lz ∈  mit

0nz ≥  durchläuft DEA einschließlich des Anfangszustands 1+z  viele Zustände. Hierbei

geht wesentlich ein, daß DEA bei jeder Überführung ein Eingabesymbol liest. In der Folge der
Zustandsüberführungen vom Anfangszustand 0q  bis zu einem akzeptierenden Zustand

Fqaccept ∈  muß sich also ein Zustand iq  wiederholen. Es sei u das Anfangsteilwort von z, das
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in den Überführungen gelesen wurde, die DEA von 0q  aus bis zum ersten Erreichen von iq

gemacht hat. Das Teilwort v von z besteht aus den Symbolen, die DEA dann von iq  aus bis

zum nächsten Erreichen von iq  gelesen hat. Schließlich ist w das Teilwort von z, das DEA

liest, bis der akzeptierende Zustand acceptq  erreicht ist. Mit dieser Zerlegung von z gelten die

angegebenen drei Eigenschaften.  ///

Mit Hilfe dieses Satzes läßt sich zeigen, daß die Menge der Palindrome

{ }{ } { }ε∪==∈= −− 1111
* ...... und 1 ,0  |  aaaaaawwwL nnnn  nicht regulär ist; L ist jedoch kon-

textfrei. Es sei 00 >n  der Wert aus obigem Satz und 0nn ≥  die kleinste gerade Zahl 0n≥ .

Das Wort 4342143421
Zeichen Zeichen 

01...010110...1010
nn

z =  liegt in L und läßt sich in der Form uvwz =  mit den Eigen-

schaften (i), (ii) und (iii) zerlegen. Zu beachten ist, daß die einzige Stelle, an der zwei gleiche
Zeichen (00) aufeinanderfolgen, in der Mitte von z liegt. Das Teilwort uv ist Teil von

43421
Zeichen 

10...1010
n

.

1. Fall: 1=v : Das Wort wuv2  ist in L und enthält zwei aufeinanderfolgende Zeichen 1. Damit

wuv2  ein Palindrom ist müßten diese beiden Zeichen 1 jedoch in der Mitte des
Worts liegen, da weiter rechts und links keine aufeinanderfolgenden Zeichen 1
stehen. Rechts der beiden Zeichen 1 gibt es noch die beiden Zeichen 0 (die ur-
sprüngliche Mitte des Worts). Zu ihnen korrespondieren links der beiden Zei-

chen 1 keine entsprechende Zeichenfolge 00. Daher ist Lwuv ∉2 .

2. Fall: 0=v : Das Wort wuv3  ist in L und enthält drei aufeinanderfolgende Zeichen 0. Damit

wuv3  ein Palindrom ist müßten diese drei Zeichen 0 jedoch in der Mitte des
Worts liegen, da weiter rechts und links keine aufeinanderfolgenden drei Zei-
chen 0 stehen. Zur ursprünglichen Mitte des Worts korrespondieren links der

drei Zeichen 0 keine entsprechende Zeichenfolge 00. Daher ist Lwuv ∉3 .

3. Fall: 1>v  und 1...10=v : Dann enthält Wort wuv2  zwei aufeinanderfolgende Zeichen 1

und man kann wie im 1. Fall argumentieren.

4. Fall:  1>v  und 10...10=v : Dann enthält Wort wuv2  zwei aufeinanderfolgende Zeichen 0

(die ursprüngliche Mitte) und links davon nur Teilzeichenketten 01 als rechts,

und zwar mehr als rechts. Daher ist Lwuv ∉2 .
In allen Fällen ergibt sich ein Widerspruch.

Die Regeln einer rechtslinearen Grammatik erfüllen die Bedingungen, die an die Regeln einer
kontextfreien Grammatik gestellt werden. Jede von einer rechtslinearen Grammatik erzeugte
Sprache ist daher auch eine kontextfreie Sprache. Die Sätze 4.5-2 und 4.5-3 implizieren, daß
es zu jeder regulären Sprache über einem endlichen Alphabet Σ  einen deterministischen
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Kellerautomaten gibt, der die Sprache akzeptiert. Andererseits läßt sich mit Satz 4.5-4 zeigen,

daß die deterministisch kontextfreie Sprache { }N∈= nbaL nn  |   nicht regulär ist. Es gilt daher:

Satz 4.5-5:
Die Klasse der regulären (Typ-3-, rechtslinearen) Sprachen über einem endlichen Al-
phabet Σ  ist eine echte Teilmenge der deterministisch kontextfreien Sprachen über Σ .

Auch für Typ-3-Sprachen gibt es wieder viele interessante Entscheidungsprobleme. Hier sol-
len jedoch wieder nur das Wortproblem und das Leerheitsproblem, jetzt bezogen auf Typ-3-
Sprachen, betrachtet werden. Dazu wird (analog zu den Typ-0-, Typ-1- und Typ-2-
Grammatiken) ein Prädikat





=
darstelltGrammatik -3-Typeiner   Kodierungdienicht   falls

darstelltGrammatik -3-Typeiner   Kodierungdie  falls
                             

)(3___

w
w

wTYPGEVERIFIZIER

FALSE
TRUE

definiert. Dieses Prädikat ist berechenbar. Dazu ist unter anderem zu prüfen, ob die Erzeu-
gungsregeln in wKG  den Bedingungen einer Typ-3-Grammatik genügen.

Das Wortproblem für Typ-3-Grammatiken fragt danach, ob die Menge

{ }{ })( und )(3___ ,1 0,  ,  #           **

3_

w

TypWort

KGLuwTYPGEVERIFIZIERwuwu

L

∈=∈Σ∈=

−

TRUE

entscheidbar ist. In vereinfachter Darstellung wird also danach gefragt, ob es einen auf allen
Eingaben stoppenden Algorithmus gibt, der bei Eingabe (der Kodierung) einer rechtslinearen

Grammatik G über dem Alphabet Σ  und eines Worts *Σ∈u  entscheidet, ob )(GLu∈  gilt

oder nicht. Da dieses Problem für Typ-2-Grammatiken entscheidbar ist, gilt dieses auch für
Typ-3-Grammatiken. In diesem Fall bietet sich jedoch ein einfacher Algorithmus an: Anstelle
der Überprüfung )(GLu∈  wird untersucht, ob )(DEALu∈  gilt, wobei ( )FqQDEA ,,,, 0δΣ=

ein deterministischer endlicher Automat mit )()( GLDEAL =  ist:

Eingabe: Ein deterministischer endlicher Automat ( )FqQDEA ,,,, 0δΣ=  und ein Wort
*Σ∈u

Verfahren: Aufruf der Funktion accept (DEA, u)

Ausgabe: TRUE, falls )(GLu∈ , FALSE sonst.

FUNCTION accept (DEA : ...;
                                     u : STRING): BOOLEAN;
        { ( )FqQDEA ,,,, 0δΣ= ,
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                       u   = naa  ... 1      }

VAR q : ...;
    v : STRING;
    a : CHAR;
    i : INTEGER;

BEGIN { accept }
  q := 0q ;

  v := u;

  FOR i := 1 TO Length(u) DO
    BEGIN
      a := Copy (v, 1, 1);
      Delete (v, 1, 1);
      q := ( )aq  ,δ ;
    END;

  IF F∈q  THEN accept := TRUE
           ELSE accept := FALSE;

END   { accept };

Diese Algorithmus hat eine Laufzeit der Ordnung ( )uO , d.h. lineare Laufzeit.

Das Leerheitsproblem fragt für Typ-3-Grammatiken, ob die Menge

{ } ( ){ }∅==∈=− wTypleer KGLwTYPGEVERIFIZIERwwL  und )(3___ ,1 0,     *
3_ TRUE

entscheidbar ist. Diese Frage ist natürlich positiv zu beantworten, da das Leerheitsproblem für
Typ-2-Grammatiken entscheidbar ist. Im Fall einer regulären L Menge kann man mit Satz
4.5-4 argumentieren. Es sei 0n  die in Satz 4.5-4 angegebene natürliche Zahl. Dann gilt:

∅≠L  genau dann, wenn es ein Wort Lu∈  gibt mit 0nu <

Eine Überprüfung der Frage „ ∅=L ?“ kann also so ablaufen, daß man alle Wörter *Σ∈u  mit

0nu <  darauf hin überprüft, ob Lu∈  gilt (Wortproblem).
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4.6 Eigenschaften im tabellarischen Überblick

Die folgenden Tabellen stellen wichtige Eigenschaften der behandelten Sprachklassen zu-
sammen. Nicht alle aufgeführten Eigenschaften wurden in den vorherigen Kapiteln bewiesen;
es wird vielmehr auf die angegebene Literatur verwiesen.

Beschreibungsmittel
Typ 0 Typ-0-Grammatik

Turingmaschine
Typ 1 kontextsensitive Grammatik

linear beschränkter Automat
Typ 2 kontextfreie Grammatik

Kellerautomat
deterministisch kontextfrei )(kLR -Grammatik

deterministischer Kellerautomat
Typ 3 regulärer Ausdruck,

rechtslineare Grammatik
endlicher Automat

Sind das nichtdeterministische und das deterministische Modell äquivalent?
Turingmaschine ja
Linear beschränkter Automat ?
Kellerautomat nein
Endlicher Automat ja
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Abschlußeigenschaften
Operation Schnitt

21 LL ∩
Vereinigung

21 LL ∪
Komplement

*Σ \ L
Produkt

21 LL ⋅
Stern

*L

Typ 0 ja ja nein ja ja

Typ 1 ja ja ja ja ja

Typ 2 nein ja nein ja ja

det. kontextfrei nein nein ja nein nein

Typ 3 ja ja ja ja ja

Wortproblem
Typ 0 unlösbar
Typ 1 lösbar mit Komplexität der Ordnung ( ))(2 nOO

Typ 2 (bei gegebener kfr. Grammatik) lösbar mit Komplexität der Ordnung ( )3nO

deterministisch kontextfrei lösbar mit Komplexität der Ordnung ( )nO

Typ 3 lösbar mit Komplexität der Ordnung ( )nO

Leerheitsproblem
Typ 0 unlösbar
Typ 1 unlösbar
Typ 2 (bei gegebener kfr. Grammatik) lösbar
deterministisch kontextfrei lösbar
Typ 3 lösbar
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5 Praktische Berechenbarkeit

Im vorliegenden Kapitel geht es um die Lösung von Problemen „aus der Praxis“, insbesonde-
re um die Untersuchung des Aufwandes, den diese Lösungen erfordern. Alle hier behandel-
ten (Entscheidungs-) Probleme sind entscheidbar, d.h. es gibt jeweils einen Algorithmus,
der bei jeder Eingabe mit einer akzeptierenden oder verwerfenden Entscheidung stoppt.
Wie ein derartiger Algorithmus formuliert wird, ob als deterministische oder nichtdetermini-
stische Turingmaschine, RAM oder Programm in einer Programmiersprache, ergibt sich je-
weils aus dem Zusammenhang; das für die Darstellung geeignetste Modell wird verwendet.

Der Begriff der Entscheidbarkeit bezieht sich auf Entscheidungsprobleme, in der Praxis hat
man jedoch häufig mit Optimierungsproblemen zu tun. Beispielsweise wurde in Kapitel 1.2
das Problem des Handlungsreisenden als Optimierungsproblem, Entscheidungsproblem und
Berechnungsproblem beschrieben. Der Zusammenhang zwischen diesen Problemtypen wird
in Kapitel 5.1 genauer betrachtet.

Im folgenden werden zwei Beispiele für Optimierungsprobleme angeführt, die sich auf Gra-
phen beziehen. Für beide Probleme werden Lösungsalgorithmen angegeben, die sich in ihrer
Laufzeit wesentlich unterscheiden.

Das Problem der Wege mit minimalem Gewicht in gerichteten Graphen

Instanz: ( )wEVG ,,=

( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge

{ }nvvV  ..., ,1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge VVE ×⊆ ; die

Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder Kante Ee ∈  ein nichtnegatives Gewicht.

Lösung: Die minimalen Gewichte id  der Wege vom Knoten 1v  zu allen anderen Knoten iv

des Graphs für i = 1, ..., n.

Zur algorithmischen Behandlung wird der Graph ( )wEVG ,,=  in Form seiner Adjazenzma-

trix )(GA  gespeichert. Diese ist definiert durch

[ ]
),(,),()(

nnjinn aAGA ==  mit 
( )( ) ( )




∞

∈
=

sonst
, falls,

,

Evvvvw
a jiji

ji  .

Es werden folgende Datentypen verwendet:
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CONST n         = ...;       { Problemgröße }
      unendlich = ...;       { hier kann der maximal mögliche
                               REAL-Wert verwendet werden       }

TYPE  knotenbereich = 1..n;
      matrix        = ARRAY [knotenbereich, knotenbereich] OF REAL;
      bit_feld      = ARRAY [knotenbereich] OF BOOLEAN;
      feld          = ARRAY [knotenbereich] OF REAL;

Die folgende Funktion wird zur Ermittlung des Minimums zweier REAL-Zahlen eingesetzt:

FUNCTION min (a, b: REAL):REAL;

BEGIN { min }
  IF a <= b THEN min := a
            ELSE min := b;
END   { min };

Der folgende Algorithmus zur Lösung des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in ge-
richteten Graphen ist ein Beispiel für ein allgemeines Lösungsprinzip: die Greedy-Methode.
Eine (global) optimale Lösung wird schrittweise gefunden, indem Entscheidungen gefällt
werden, die auf „lokalen“ Informationen beruhen. Für eine Entscheidung wird hierbei nur ein
kleiner (lokaler) Teil der Informationen genutzt, die über das gesamte Problem zur Verfügung
stehen. Es wird die in der jeweiligen Situation optimal erscheinende Entscheidung getroffen,
unabhängig von vorhergehenden und nachfolgenden Entscheidungen. Die einmal getroffenen
Entscheidungen werden im Laufe des Rechenprozesses nicht mehr revidiert. Diese Methode
ist jedoch nicht auf alle Optimierungsprobleme anwendbar.

Zunächst gelten alle Knoten iv  bis auf den Knoten 1v  als „nicht behandelt“. Aus den nicht

behandelten Knoten wird ein Knoten ausgewählt, der zu einer bisherigen Teillösung hinzuge-
nommen wird, und zwar so, daß dadurch eine bzgl. der Teillösung, d.h. bzgl. der behandelten
Knoten,  optimale Lösung entsteht.

Eingabe: ( )wEVG ,,=  ein gewichteter gerichteter Graph mit der Knotenmenge

{ }nvvV  ..., ,1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge VVE ×⊆ ; die

Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder Kante Ee ∈  ein nichtnegatives Gewicht

VAR A       : matrix;        { Adjazenzmatrix }
        i       : knotenbereich;
        j       : knotenbereich;
        distanz : feld;
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FOR i := 1 TO n DO
  FOR j := 1 TO n DO
    IF ( ) Evv ji ∈,  THEN A[i, j] := ( )( )ji vvw ,

                ELSE A[i, j] := unendlich;

Verfahren: Aufruf der Prozedur minimale_wege (A, distanz);

Ausgabe: distanz[i]=id  für i = 1, ..., n.

PROCEDURE minimale_wege ( A           : matrix;
                          VAR distanz : feld);

VAR rest_knoten : bit_feld;      { Kennzeichnung der noch nicht
                                   behandelten Knoten: ist iv  ein
                                   nicht behandelter Knoten, so
                                   ist rest_knoten[i] = TRUE      }
    idx         : knoten_bereich;
    u           : knoten_bereich;
    exist       : BOOLEAN;

   PROCEDURE auswahl (VAR knoten   : knoten_bereich;
                      VAR gefunden : BOOLEAN);

     { die Prozedur wählt unter den noch nicht behandelten
       Knoten einen Knoten mit minimalem distanz-Wert aus
      (in knoten); gibt es einen derartigen Knoten, dann ist
       gefunden = TRUE, sonst ist gefunden = FALSE                }

       VAR  i   : knoten_bereich;
            min : REAL;

      BEGIN { auswahl }
        gefunden := FALSE;
        min      := unendlich;

        FOR i := 1 TO n DO
          IF rest_knoten [i]
          THEN BEGIN
                 IF distanz [i] < min
                 THEN BEGIN
                        gefunden := TRUE;
                        knoten   := i;
                        min      := distanz [i]
                      END
               END
       END { auswahl };
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   BEGIN { minimale_wege }
     { Gewichte zum Startknoten initialisieren und alle Knoten,
       bis auf den Startknoten, als nicht behandelt kennzeichnen: }
      FOR idx := 1 TO n DO
        BEGIN
          distanz[idx]     := A[1, idx];
          rest_knoten[idx] := TRUE
        END;
      distanz[1]     := 0;
      rest_knoten[1] := FALSE;

      { einen Knoten mit minimalem Distanzwert aus den Restknoten
        auswählen:                                                }
      auswahl (u, exist);

      WHILE exist DO
        BEGIN
          { den gefundenen Knoten aus den noch nicht behandelten
             Knoten herausnehmen:                                 }
          rest_knoten[u] := FALSE;

          { für jeden noch nicht behandelten Knoten idx, der mit
            dem Knoten u verbunden ist, den distanz-Wert auf den
            neuesten Stand bringen:                               }
          FOR idx := 1 TO n DO
            IF rest_knoten[idx]
               AND
               (A[u, idx] <> unendlich)
            THEN distanz [idx] := min (distanz[idx],
                                       distanz[u] + A[u, idx]);

          { einen neuen Knoten mit minimalem Distanzwert aus den
            Restknoten auswählen:                                 }
          auswahl (u, exist);

        END  {WHILE exist }

   END { minimale_wege };

Es gilt bei Eintritt in die WHILE exist DO-Schleife folgende Schleifeninvariante:

(1) Ist der Knoten iv  ein bereits behandelter Knoten, d.h. rest_knoten[i]=FALSE, dann

ist distanz[i] das minimale Gewicht eines Weges von 1v  nach iv , der nur behandelte

Knoten jv  enthält, für die also rest_knoten[j]=FALSE ist.
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(2) Ist der Knoten iv  ein nicht behandelter Knoten, d.h. rest_knoten[i]=TRUE, dann ist

distanz[i] das minimale Gewicht eines Weges von 1v  nach iv , der bis auf iv  nur be-

handelte Knoten jv  enthält, für die also rest_knoten[j]=FALSE ist.

Aus der Schleifeninvariante folgt die Korrektheit des Algorithmus.

Satz 5-1:
Ist ( )wEVG ,,=  eine Instanz des Problems der Wege mit minimalem Gewicht in ge-

richteten Graphen mit n Knoten, dann liefert das beschriebene Verfahren mit der Proze-
dur minimale_wege im Feld distanz die minimalen Gewichte id  der Wege vom

Knoten 1v  zu allen anderen Knoten iv  des Graphs für i = 1, ..., n. Die (worst-case-)

Zeitkomplexität des Verfahrens ist von der Ordnung ( )2nO .

Beispiel:

Die Instanz ( )wEVG ,,=  sei gegeben durch folgende graphische Darstellung:

Die Adjazenzmatrix zu G lautet































∞∞∞∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞∞∞

∞∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞∞

∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞∞

∞∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞

=

7
18

268
785

2724
109

1228

)(GA

1

2

3

4

5 6

7

8

28

1

2 24

27

1

26
8

7

7

5

9

10
8

8



150 5   Praktische Berechenbarkeit

u wird jeweils beim Aufruf der Prozedur auswahl (u, exist) ausgewählt:

u nichtbehandelte
Knoten

distanz
[1]

distanz
[2]

distanz
[3]

distanz
[4]

distanz
[5]

distanz
[6]

distanz
[7]

distanz
[8]

5
3
2
4
6
8
7

2  3  4  5  6  7  8
2  3  4  6  7  8
2  4  6  7  8
4  6  7  8
6  7  8
7  8
7
leer

--- 28
9
9
---

2
2
---

∞
∞
∞
18
---

1
---

∞
27
26
19
19
---

∞
∞
∞
∞
26
26
26
---

∞
∞
29
∞
25
20
---

Das zweite Besipiel löst das Handlungsreisenden-Optimierungsproblem nach der sogenannten
Branch-and-Bound-Methode. Potentielle, aber nicht unbedingt optimale Lösungen werden
systematisch erzeugt. Diese werden in Teilmengen aufgeteilt, die sich auf Knoten eines Ent-
scheidungsbaums abbilden lassen. Es wird eine Abschätzung für das Optimum mitgeführt und
während des Verfahrensverlaufs laufend aktualisiert. Potentielle Lösungen, deren Zielfunkti-
on einen „weit von der Abschätzung entfernten Wert“ aufweisen, werden nicht weiter be-
trachtet, d.h. der Teilbaum, der bei einer derartigen Lösung beginnt, muß nicht weiter durch-
laufen werden.

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen als Optimierungsproblem

Instanz: ( )wEVG ,,=

( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der

Knotenmenge { }nvvV  ..., ,1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

VVE ×⊆ ; die Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder Kante Ee ∈  ein nichtnegatives

Gewicht.

Lösung: Eine Tour durch G, d.h. eine geschlossene Kantenfolge

( ) ( ) ( ) ( )
113221

, ,, ..., ,, ,, iiiiiiii vvvvvvvv
nnn−

 mit ( ) Evv
jj ii ∈
+1

,  für 1 ..., ,1 −= nj ,

in der jeder Knoten des Graphen (als Anfangsknoten einer Kante) genau einmal
vorkommt, die minimale Kosten (unter allen möglichen Touren durch G) verur-
sacht. Man kann o.B.d.A. 11

vvi =  setzen.

Die Kosten einer Tour ( ) ( ) ( ) ( )
113221

, ,, ..., ,, ,, iiiiiiii vvvvvvvv
nnn−

 ist dabei die Summe

der Gewichte der Kanten auf der Tour, d.h. der Ausdruck

( ) ( )
11

,,
1

1
ii

n

j
ii vvwvvw

njj
+∑

−

=
+

.
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Es wird angenommen, daß eine Tour bei 1v  beginnt und endet. Außerdem wird angenommen,

daß der Graph vollständig ist, d.h. daß ( )( )ji vvw ,  für jedes Vvi ∈  und Vv j ∈  definiert ist

(eventuell ist ( )( ) ∞=ji vvw , ).

Im folgenden wird (zur Vereinfachung der Darstellung) die Knotenmenge { }nvvV  ..., ,1=  mit

der Menge der Zahlen { }n ..., ,1  gleichgesetzt (dem Knoten iv  entspricht die Zahl i). Eine

Tour durch G läßt sich dann als Zahlenfolge

1   ...     1 121 −niii

darstellen, wobei alle ji  paarweise verschieden (und verschieden von 1) sind. Alle Touren er-

hält man, wenn man für ji  in 1   ...     1 121 −niii  alle )!1( −n  Permutationen der Zahlen 2, ..., n

einsetzt. Manche dieser Touren haben eventuell das Gewicht ∞ .
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Alle Touren (Zahlenfolgen der beschriebenen Art) lassen sich als Blätter eines Baums dar-
stellen:

Alle Touren (Zahlenfolgen der beschriebenen Art) werden systematisch erzeugt (siehe unten).
Dabei wird eine obere Abschätzung für das Gewicht einer optimalen Tour (Tour mit mini-
malem Gewicht) in der globalen Variablen bound mitgeführt (Anfangswert bound = ∞ ).
Wird ein Anfangsstück einer Tour erzeugt, deren Gewicht größer als der Wert in der Varia-
blen bound ist, dann brauchen alle Touren, die mit diesem Anfangsstück beginnen, nicht
weiter betrachtet zu werden. Es wird also ein ganzer Teilbaum aus dem Baum aller Touren
abgeschnitten. Ist schließlich eine Tour gefunden, deren Gewicht kleiner oder gleich dem
Wert in der Variablen bound ist, so erhält die Variable bound als neuen Wert dieses Ge-
wicht, und die Tour wird als temporär optimale Tour vermerkt. Eine Variable opttour
nimmt dabei die Knotennummern einer temporär optimalen Tour auf; die Variable teilfeld
dient der Aufnahme des Anfangsstücks einer Tour.

alle Touren

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  2

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  3

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  n

...

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  2  3

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  2  4

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  2  n

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  3  2

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  3  4

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  3   n

...

...

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  n  2

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  n  3

alle Touren mit
Anfangsstück
        1  n  n-1

...

alle Touren mit
Anfangsstück

232  ...      1 −kiii

in den Blättern: alle Touren mit

Anfangsstück 232  ...      1 −kiii

...
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Ist bereits ein Anfangsstück 121  ...     1 −kiii  einer Tour erzeugt, so sind die Zahlen

121   ..., ,    ,  ,1 −kiii  alle paarweise verschieden. Eine weitere Zahl i kann in die Folge aufge-

nommen werden, wenn

(1) i unter den Zahlen 121   ..., ,    ,  ,1 −kiii  nicht vorkommt und

(2) ( )( ) ∞<
− ii vvw

k
,

1
 ist und

(3) das Gewicht der neu entstehenden Teiltour iiii k     ..., ,    ,  ,1 121 −  kleiner oder gleich dem

Wert in der Variablen bound ist.

Treffen (1) oder (2) nicht zu, kann i nicht als Fortsetzung der Teiltour 121   ..., ,    ,  ,1 −kiii  ge-

nommen werden, denn es entsteht keine Tour. Trifft (3) nicht zu (aber (1) und (2)), dann

brauchen alle Touren, die mit dem Anfangsstück iiii k     ..., ,    ,  ,1 121 −  beginnen, nicht weiter

berücksichtigt zu werden.

Algorithmus zur Lösung des Problems des Handlungsreisenden nach der Branch-and-
bound-Methode:

Es werden wieder die bereits bekannten Deklarationen (ergänzt um neue Deklarationen) ver-
wendet:

CONST n         = ...;       { Problemgröße }
      unendlich = ...;       { hier kann der maximal mögliche
                               REAL-Wert verwendet werden       }

TYPE  knotenbereich = 1..n;
      matrix        = ARRAY [knotenbereich, knotenbereich] OF REAL;
      tourfeld      = ARRAY [1..(n+1)] OF INTEGER;

Die Knotennummern einer optimalen Tour werden im Feld opttour abgelegt.

Eingabe: ( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der

Knotenmenge { }nvvV  ..., ,1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

VVE ×⊆ ; die Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder Kante Ee ∈  ein nichtnegati-

ves Gewicht.

VAR A      : matrix;        { Adjazenzmatrix }
        i       : knotenbereich;
        j       : knotenbereich;
        opttour : tourfeld;
        bound   : REAL;
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FOR i := 1 TO n DO
  FOR j := 1 TO n DO
    IF ( ) Evv ji ∈,  THEN A[i, j] := ( )( )ji vvw ,

                ELSE A[i, j] := unendlich;

Verfahren: Aufruf der Prozedur salesman_bab (A, opttour, bound).

Ausgabe: bound gibt das minimale Gewicht einer Tour durch G an, die beim Knoten 1v

beginnt und endet; opttour enthält die Knotennummern einer optimalen
Tour.

PROCEDURE salesman_bab
                  (A           : matrix;
                   VAR opttour : tourfeld; { optimale Tour        }
                   VAR bound   : REAL      { Länge der Tour       }
                   );

  VAR i : INTEGER;

  PROCEDURE  bab_g
                  (teilfeld : tourfeld;
                                      { zu ergänzendes Anfangsstück
                                        einer Tour                }
                   gewicht  : REAL;   { Gewicht des Anfangsstücks }
                   position : INTEGER { Position, an der zu
                                        ergänzen ist              }
                  );

     VAR i  : INTEGER;
         j  : INTEGER;
         ok : BOOLEAN;
         w  : REAL;

     BEGIN {bab_g }
       IF position = n + 1
       THEN BEGIN
              w := A[teilfeld[n], 1];
              IF (w < unendlich)
                 AND
                 (gewicht + w < bound)
              THEN BEGIN
                     teilfeld[position] := 1;
                     bound   := gewicht + w;
                     opttour := teilfeld;
                   END;
            END
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       ELSE BEGIN
              FOR i := 2 TO n DO
                BEGIN
                  w  := A[teilfeld[position - 1], i];
                  ok := TRUE;
                  { Bedingung (2):}
                  FOR j := 2 TO position - 1 DO
                    IF teilfeld[j] = i
                    THEN BEGIN
                           ok := FALSE;
                           Break;
                         END;
                  IF ok
                     AND
                     (w < unendlich)
                     AND
                     (gewicht + w < bound)
                  THEN BEGIN
                         teilfeld[position] := i;
                         bab_g (teilfeld, gewicht + w,
                                                     position + 1);
                       END;
                END;
            END;

     END   {bab_g };

  BEGIN { salesman_bab }

    FOR i := 2 TO n + 1 DO
     opttour[i]  := 0;
    opttour[1] := 1;
    bound   := unendlich;

    bab_g(opttour, 0, 2);

  END   {salesman_bab };

Das Verfahren erzeugt u.U. alle ( )!1−n  Folgen 1   ...     1 121 −niii , bis es eine optimale Tour ge-

funden hat. In der Praxis werden jedoch schnell Folgen mit Anfangsstücken, die ein zu großes
Gewicht aufweisen, ausgeschlossen. Die (worst-case-) Zeitkomplexität des Verfahrens bleibt
jedoch mindestens exponentiell in der Anzahl der Knoten des Graphen in der Eingabeinstanz.

In der Praxis gilt ein Algorithmus mit exponentiellem Laufzeitverhalten als schwer durch-
führbar (intractable), ein Algorithmus mit polynomiellem Laufzeitverhalten als leicht
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durchführbar (tractable). Natürlich kann dabei ein Algorithmus mit exponentiellem Lauf-
zeitverhalten für einige Eingabeinstanzen schnell ablaufen. Trotzdem bleibt die Ursache zu
untersuchen, die dazu führt, daß manche Probleme „leicht lösbar“ sind (d.h. einen Algorith-
mus mit polynomiellem Laufzeitverhalten besitzen), während für andere Probleme bisher nur
Lösungsalgorithmen mit exponentiellem Laufzeitverhalten bekannt sind.

Der Grund dafür, daß ein Verfahren mit exponentielle Laufzeit als nicht durchführbar gilt,
wird aus den folgenden Tabelle sichtbar. Es werden dort jeweils fünf Funktionen

5 ..., ,1 ,: 0 =→> ihi RN  und einige ausgewählte (gerundete) Funktionswerte gezeigt. Jede

Funktion soll als Laufzeit für Algorithmen interpretiert werden: Der Funktionswert )(nhi  gibt

die Anzahl der Rechenschritte an, die bei einer Eingabeinstanz der Größe n durchlaufen wer-
den. Selbst kleine Problemgrößen führen bereits auf eine immense Laufzeit.

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4 Spalte 5

i )(nhi hi ( )10 hi ( )100 hi ( )1000

1 )(log2 n 3,3219 6,6439 9,9658

2 n 3,1623 10 31,6228

3 n 10 100 1000
4 2n 100 10.000 1.000.000

5 n2 1024 30102676506,1 ⋅ 69310>

Die folgende Tabelle zeigt noch einmal die fünf Funktionen 5 ..., ,1 ,: 0 =→> ihi RN . Es sei

y0 0>  ein fester Wert. Die dritte Spalte zeigt für jede der fünf Funktionen Werte in  mit

0)( ynh ii = . In der vierten Spalte sind diejenigen Werte in  aufgeführt, für die ( ) 010 ynh ii ⋅=

gilt, d.h. dort ist angegeben, auf welchen Wert man die Problemgröße in  vergrößern kann,

wenn man die  10-fachen Laufzeit in Kauf nimmt. Wie man sieht, kann man bei der Logar-
tihmusfunktion wegen ihres langsamen Wachstums den Wert stark vergrößern, während bei
der schnell anwachsenden Exponentialfunktion nur eine additive konstante Steigerung um ca.
3,3 möglich ist. Das bedeutet, daß selbst bei einer Verzehnfachung der Rechenleistung nur ei-
ne geringfügig vergrößerte Problemgröße zu bewältigen ist.
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Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 Spalte 4

i )(nhi in  mit 0)( ynh ii = in  mit

010)( ynh ii ⋅=

1 )(log2 n 1n ( )10
1n

2 n 2n 2100 n⋅

3 n 3n 310 n⋅

4 2n 4n 4162,3 n⋅≈

5 n2 5n 322,35 +n

5.1 Der Zusammenhang zwischen Optimierungs- und Entscheidungsproblemen

Optimierungsprobleme spielen in der Anwendung eine bedeutende Rolle; in der Theorie der
Berechenbarkeit sind es eher die Entscheidungsprobleme. Zwischen beiden Typen besteht je-
doch ein enger Zusammenhang.

Es sei Π  ein Optimierungsproblem mit einer reellwertigen Zielfunktion:

Instanz: 1. *
ΠΣ∈x

2. Spezifikation einer Funktion ΠSOL , die jedem *
ΠΣ∈x  eine Menge zulässiger

Lösungen zuordnet

3. Spezifikation einer Zielfunktion Πm , die jedem *
ΠΣ∈x  und ( )xy Π∈SOL  einen

Wert ( )yxm ,Π , den Wert einer zulässigen Lösung, zuordnet

4. { }max ,min ∈Πgoal , je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein

Maximierungsproblem handelt.

Lösung: )(SOL* xy Π∈  mit ( ) ( ){ })(SOL | , min, * xyyxmyxm ΠΠΠ ∈=  bei einem Minimie-

rungsproblem (d.h. min=Πgoal )

bzw.

( ) ( ){ })(SOL | , max, * xyyxmyxm ΠΠΠ ∈=  bei einem Maximierungsproblem (d.h.

max)=Πgoal .

Der Wert ( )*, yxmΠ  einer optimalen Lösung wird auch mit ( )xm*
Π  bezeichnet.

Eine Instanz x ist eine Zeichenkette *
ΠΣ∈x . Hier wird das Alphabet ΠΣ  für das Problem „ge-

eignet“ gewählt. Für ein Graphenproblem ist sicherlich dabei ein anderes Alphabet geeignet
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als zur Darstellung Boolescher Ausdrücke. Letztlich kann man sich natürlich auf ein allge-
mein gültiges „Grundalphabet“ verständigen, etwa { }1 0, 0 =Σ .

Ein Lösungsalgorithmus OPTA  für Π  hat die Form

Die von OPTA  bei Eingabe von *
ΠΣ∈x  ermittelte Lösung ist ( ) ( )( )** ,, yxmyxOPT Π=A , d.h.

sie besteht aus einer optimalen Lösung *y  und dem Wert der Zielfunktion ( ) ( )xmyxm **, ΠΠ =

bei einer optimalen Lösung. Natürlich kann es für ein Optimierungsproblem mehrere optimale

Lösungen geben; der Wert ( )xm*
Π  ist jedoch eindeutig.

Das zu Π  zugehörige Entscheidungsproblem ENTΠ  wird definiert durch

Instanz: [x, K]

mit *
ΠΣ∈x  und R∈K

Lösung: Entscheidung „ja“, falls für den Wert ( )xm*
Π  einer optimalen Lösung

( ) Kxm ≥Π
*  bei einem Maximierungsproblem

(d.h. max=Πgoal )

bzw.

( ) Kxm ≤Π
*  bei einem Minimierungsproblem

(d.h. min=Πgoal )

gilt,
Entscheidung „nein“, sonst.

Hierbei ist zu beachten, daß beim Entscheidungsproblem weder nach einer optimalen Lösung

noch nach dem Wert ( )xm*
Π  der Zielfunktion bei einer optimalen Lösung gefragt wird.

Ein Lösungsalgorithmus für ENTΠ  hat zwei mögliche Ausgänge, nämlich einen akzeptieren-

den und einen verwerfenden Ausgang. Der erste Ausgang wird erreicht (aktiviert), wenn bei
Eingabe einer Instanz für ENTΠ  die Entscheidung „ja“ getroffen wird, der zweite Ausgang

entspricht der Entscheidung „nein“. Ein Lösungsalgorithmus ENTA  für ENTΠ , hier für ein

Maximierungsproblem dargestellt, hat daher die Form

*
ΠΣ∈x

OPTA )(SOL* xy Π∈  und  ( )*, yxmΠ
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Aus der Kenntnis eines Algorithmus OPTA  für ein Optimierungsproblem läßt sich leicht ein

Algorithmus ENTA  für das zugehörige Entscheidungsproblem konstruieren, der im wesentli-

chen dieselbe Komplexität besitzt:

Eingabe: [x, K]

mit *
ΠΣ∈x  und R∈K

Verfahren: Man berechne ( ) ( )( )** ,, yxmyxOPT Π=A  und vergleiche das Resultat

( ) ( )xmyxm **, ΠΠ =  mit K:

Ausgabe: [ ]( ) ja=KxENT ,A , falls ( ) Kxm ≥Π
*  bei einem Maximierungsproblem ist

bzw.

[ ]( ) ja=KxENT ,A , falls ( ) Kxm ≤Π
*  bei einem Minimierungsproblem ist,

[ ]( ) nein=KxENT ,A  sonst.

Daher gilt:

Satz 5.1-1:
Das zu einem Optimierungsproblem Π  zugehörige Entscheidungsproblem ENTΠ  ist im

wesentlichen nicht schwieriger zu lösen als das Optimierungsproblem.

Falls man andererseits bereits weiß, daß das Entscheidungsproblem ENTΠ  immer nur

„schwer lösbar“ ist, z.B. beweisbar nur Lösungsalgorithmen mit exponentiellem Lauf-
zeitverhalten besitzt, dann ist das Optimierungsproblem ebenfalls nur „schwer lösbar“.

In den folgenden Kapiteln wird für einige Entscheidungsprobleme ENTΠ  gezeigt, daß sie

(vermutlich) keine schnell laufenden Lösungsverfahren besitzen. Daher können die zugehöri-
gen Optimierungsprobleme, an deren Lösung man in der Praxis interessiert ist, ebenfalls nur
mit sehr lang laufenden Verfahren angegangen werden. Die algorithmische Untersuchung von
Entscheidungsproblemen ist in diesen Fällen daher für die Praxis von großem Interesse. Man
hat zudem abzuwägen, ob man nicht mit einer Lösung zufrieden sein kann, die „schnell“ zu

[ ]Kx, ja, ( ) Kxm ≥Π
*  (bei einem Maximierungsproblem)

nein, ( ) Kxm <Π
*  (bei einem Maximierungsproblem)ENTA
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finden ist und sich der optimalen Lösung annähert. Diese Fragestellung führt auf das Gebiet
der Approximationsalgorithmen in Kapitel 6.

In einigen Fällen läßt sich auch die „umgekehrte“ Argumentationsrichtung zeigen: Aus einem
Algorithmus ENTA  für das zu einem Optimierungsproblem zugehörige Entscheidungsproblem

läßt sich ein Algorithmus OPTA  für das Optimierungsproblem konstruieren, dessen Laufzeit-

verhalten im wesentlichen dieselbe Komplexität aufweist. Insbesondere ist man dabei an Op-
timierungsproblemen interessiert, für die gilt: Hat ENTA  zur Lösung des zu einem Optimie-

rungsproblem zugehörigen Entscheidungsproblem polynomielles Laufzeitverhalten (in der
Größe der Eingabe), so hat auch der aus ENTA  konstruierte Algorithmus OPTA  zur Lösung

des Optimierungsproblems polynomielles Laufzeitverhalten.

Ein Beispiel ist das Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit natürlichzahligen Ge-
wichten:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Opti-
mierungsproblem

Instanz: 1. ( )wEVG ,,=

( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der

Knotenmenge { }nvvV  ..., , 1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

VVE ×⊆ ; die Funktion N→Ew :  gibt jeder Kante Ee ∈  ein natürlichzahli-

ges Gewicht; es ist ( )( ) ∞=jiw ,  für ( ) Eji ∉,

Als Problemgröße wird hier der Wert Bnk ⋅=  mit  { }EeewB ∈=  | ))(log( max

genommen, da in das Verfahren wesentlich die numerischen Größen der betei-
ligten Kantengewichte eingeht

2. ( ) ( ) ( ) ( ){ }GvvvvvvvvTTG iiiiiiii nnn
 durchTour  eineist  , ,, ..., ,, ,, |  )(SOL

113221 −
==

3. für )(SOL GT ∈ , ( ) ( ) ( ) ( )
113221

, ,, ..., ,, ,, iiiiiiii vvvvvvvvT
nnn−

= , ist die Zielfunktion

definiert durch ( ) ( ) ( )
11

,,,
1

1
ii

n

j
ii vvwvvwTGm

njj
+= ∑

−

=
+

4. min=goal

Lösung: Eine Tour )(SOL* GT ∈ , die minimale Kosten (unter allen möglichen Touren durch

G) verursacht, und ( )*,TGm .
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Ein Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz ( )wEVG ,,= eine optimale Lösung erzeugt,

werde mit TSPOPTA  bezeichnet. Die von TSPOPTA  bei Eingabe von G ermittelte Tour mit mini-

malen Kosten sei *T , die ermittelten minimalen Kosten )(* Gm :

( ))(,)( ** GmTGTSPOPT =A .

Das zugehörige Entscheidungsproblem lautet:

Problem des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Ent-
scheidungsproblem

Instanz: [ ]KG,

( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der

Knotenmenge { }nvvV  ..., , 1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

VVE ×⊆ ; die Funktion N→Ew :  gibt jeder Kante Ee ∈  ein natürlichzahliges

Gewicht; es ist ( )( ) ∞=jiw ,  für ( ) Eji ∉, ;

N∈K .
Die Problemgröße ist Bnk ⋅=  mit  { }EeewB ∈=  | ))(log( max .

Lösung: Entscheidung „ja“, falls es eine Tour durch G gibt mit minimalen Kosten

KGm ≤)(* gibt,

Entscheidung „nein“, sonst.

Ein Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz [ ]KG, eine entsprechende Entscheidung fällt,

werde mit TSPENTA  bezeichnet. Die von TSPENTA  bei Eingabe von [ ]KG,  getroffene ja/nein-

Entscheidung sei [ ]( )KGTSPENT ,A . Mit Hilfe von TSPENTA  wird ein Algorithmus TSPOPTA  zur

Lösung des  Optimierungsproblem konstruiert. Dabei wird wiederholt Binärsuche eingesetzt,
um zunächst die Kosten einer optimalen Tour zu ermitteln.

Der Algorithmus TSPOPTA  zur Lösung des  Optimierungsproblem verwendet eine als Pseudo-

code formulierte Prozedur A_TSPOPT. Der Eingabegraph kann wieder in Form seiner Adja-
zenzmatrix verarbeitet werden. Da Implementierungsdetails hier nicht weiter betrachtet wer-
den sollen, können wir annehmen, daß es zur Darstellung eines gewichteten Graphen einen
geeigneten Datentyp
TYPE gewichteter_Graph = ...;
und zur Speicherung einer Tour (Knoten und Kanten) in dem Graphen einen Datentyp
TYPE tour = ...;
gibt. Der Algorithmus TSPOPTA  hat folgendes Aussehen:
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Eingabe: ( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit der

Knotenmenge { }nvvV  ..., , 1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge

VVE ×⊆ ; die Funktion N→Ew :  gibt jeder Kante Ee ∈  ein natürlichzahli-

ges Gewicht; ; es ist ( )( ) ∞=jiw ,  für ( ) Eji ∉,

VAR G      : gewichter_Graph;
        opttour : tour;
        opt     : INTEGER;

G := ( )wEVG ,,=

Verfahren: Aufruf der Prozedur A_TSPOPT (G, opt, opttour).

Ausgabe: opttour = *T , d.h. eine Tour mit minimalen Kosten, opt = die ermittelten

minimalen Kosten )(* Gm .

PROCEDURE A_TSPOPT (G           : gewichter_Graph;
                    {  Graph mit natürlichzahligen Kantengewichten }
                    VAR opt     : INTEGER;
                     { Gewicht einer optimalen Tour                }
                    VAR opttour : graph;
                     { ermittelte Tour mit minimalem Gewicht       }

VAR s : INTEGER;

   PROCEDURE TSPOPT (G       : gewichter_graph;
                     VAR opt : INTEGER;)
       { ermittelt im Parameter opt das Gewicht einer
          optimalen Tour in G :                                    }

      VAR min : INTEGER;
          max : INTEGER;
          t   : INTEGER;

   BEGIN { TSPOPT }
     min := 0;

     max := ∑
∈Ee

ew )( ;

     { Binärsuche auf dem Intervall [0..max]: }
     WHILE max - min >= 1 DO
       BEGIN
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         t := 



 +

2
maxmin

;

         IF [ ]( ) =t,GTSPENTA  „ja“
         THEN max := t
         ELSE min := t + 1;
       END;

     { t enthält nun das Gewicht einer optimalen Tour in G: }
     opt := t;
   END   { TSPOPT };

BEGIN { A_TSPOPT }
  TSPOPT (G, opt);

  FOR alle Ee∈  DO
    BEGIN
      ersetze in G das Gewicht )(ew  der Kante e durch )(ew  + 1;
      TSPOPT (G, s);
      IF s > opt
      THEN { es gibt keine optimale Tour in G, die e nicht enthält }
           ersetze in G das Gewicht )(ew  der Kante e durch )(ew  - 1;
    END;

  { alle Kanten mit nicht erhöhten Gewichten bestimmen eine Tour
    mit minimalen Kosten                                         }
  tour := Menge der Kanten mit nicht erhöhten Gewichten und zugehörige Knoten;
END   { A_TSPOPT };

Der Graph G habe die Problemgröße Bnk ⋅=  mit  { }EeewB ∈=  | ))(log( max . Es sei

∑
∈

=
Ee

ewm )( . Dann sind in obigem Verfahren höchstens  )(log2 m  viele Aufrufe des Ent-

scheidungsverfahrens [ ]( )t,GTSPENTA  erforderlich (Binärsuche). Es gilt

    ( )22
2222 11))((log1))((log1)(log)(log kOBnewewmm

EeEe

∈+⋅≤+≤+≤+≤ ∑∑
∈∈

,

d.h.   ( )2
2 )(log kOm ∈ .

Falls man also weiß, daß TSPENTA  ein in der Größe der Eingabe polynomiell zeitbeschränkter

Algorithmus ist, ist das gesamte Verfahren zur Bestimmung einer optimalen Lösung polyno-
miell zeitbeschränkt.

Falls man umgekehrt weiß, daß es beweisbar keinen schnellen Algorithmus zur Lösung des
Problems des Handlungsreisenden auf Graphen mit ganzzahligen Gewichten als Optimie-
rungsproblem gibt, gibt es einen solchen auch nicht für das zugehörige Entscheidungspro-
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blem. In diesem Fall ist das Entscheidungsproblem genauso schwer zu lösen wie das Optimie-
rungsproblem.

5.2 Komplexitätsklassen

Eine Eingabeinstanz ( )),, wEVG =  des Handlungsreisenden-Minimierungsproblem besteht

aus natürlichen Zahlen für die Knotennummern, Paare natürlicher Zahlen für die Kanten mit
ihren Gewichten und trennenden Klammern und dem Kommazeichen. Die Zahlen lassen sich
im Binärdarstellung angeben, so daß man als Alphabet zur Formulierung der Eingabeinstan-
zen die Menge { } enKommazeich ) (, 1, 0, ∪=ΣΠ  wählen kann. Als Problemgröße der Einga-

beinstanz wird in Kapitel 5.1 der Wert Bnk ⋅=  mit  { }EeewB ∈=  | ))(log( max  genommen,

d.h. ein Wert, der proportional zu der Anzahl an Zeichen ist, um eine Eingabeinstanz zu ko-
dieren. Dieser Ansatz berücksichtigt, daß für die Berechnung der Zeitkomplexität eines Algo-
rithmus in der Regel das uniforme Kostenkriterium zugrunde gelegt wird, die Laufzeit aber in
einigen Fällen von der numerischen Größe der Eingabe abhängt, so daß eigentlich das log-
arithmische Kostenkriterium angewendet werden müßte. Dadurch daß eine numerische Ein-
gabe in der Anzahl der Zeichen, um sie darzustellen, gemessen wird, ist implizit die Laufzeit-
berechnung nach dem korrekt anzuwendenden Kostenkriterium gegeben.

Im folgenden wird (bei allgemeinen Betrachtungen) als Größe einer Eingabeinstanz *
ΠΣ∈x

für ein Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  die Anzahl der Zeichen in x ge-

nommen. Die Laufzeit eines Entscheidungsalgorithmus wird dann in Abhängigkeit von

xn =  beschrieben.
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Für ein Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  gilt ( ))(nfTIMEL ∈Π , wenn es

einen (deterministischen) Algorithmus 
ΠLA  folgender Form gibt:

Eingabe: *
ΠΣ∈x  mit nx =

Ausgabe: ja, falls Π∈ Lx  gilt

nein, falls Π∉ Lx  gilt.

Hierbei wird die Entscheidung ( )xLΠ
A  nach einer Anzahl von Schritten getroffen, die in

( ))(nfO  liegt.

Die Aussage „das Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  liegt in ( ))(nfTIME “

steht synonym für ( ))(nfTIMEL ∈Π ; man sagt auch abkürzend „das Entscheidungsproblem

Π liegt in ( ))(nfTIME “. In diesem Sinn bezeichnet ( ))(nfTIME  die Klasse der Entschei-

dungsprobleme, die in der Zeitkomplexität ))(( nfO  gelöst werden können.

Eine entsprechende Definition gilt für die Speicherplatzkomplexität:

Für ein Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  gilt ( ))(nfSPACEL ∈Π , wenn es

einen Algorithmus 
ΠLA  folgender Form gibt:

Eingabe: *
ΠΣ∈x  mit nx =

Ausgabe: ja, falls Π∈ Lx  gilt

nein, falls Π∉ Lx  gilt.

Hierbei werden zur Findung der Entscheidung ( )xLΠ
A  eine Anzahl von Speicherzellen ver-

wendet, die in ( ))(nfO  liegt.

*
ΠΣ∈x ja, Π∈ Lx

nein, Π∉ Lx
)(  , nfLΠ

A

*
ΠΣ∈x ja, Π∈ Lx

nein, Π∉ LxΠLA
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Die Aussage „das Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  liegt in ( ))(nfSPACE “

steht synonym für ( ))(nfSPACEL ∈Π ; man sagt auch „das Entscheidungsproblem Π liegt in

( ))(nfSPACE “. In diesem Sinn bezeichnet ( ))(nfSPACE  die Klasse der Entscheidungs-

probleme, die mit Speicherplatzkomplexität ))(( nfO  gelöst werden können.

Wichtige Komplexitätsklassen sind

• die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in einer Zeit gelöst werden können, die pro-
portional zu einem Polynom in der Größe der Eingabe ist:

( )U
∞

=

=
0k

knTIMEP

Beispielsweise gibt es für jede von einer kontextfreien Grammatik G erzeugten Sprache
*)( Σ⊆GL  ein Entscheidungsverfahren, das für ein Wort *Σ∈u  mit nu =  in ( )3nO

vielen Schritten entscheidet, ob )(GLu∈  gilt oder nicht (vgl. Kapitel 4.4). Daher ist die

Klasse der kontextfreien Sprachen in P enthalten. Diese Inklusion ist echt, wie das Bei-

spiel der Sprache { }1 , |  4 ≥∈= nncbaL nnn N  aus Kapitel 4.1 zeigt, die in P liegt, aber

nicht kontextfrei ist. 

• die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in mit einem Speicherplatzbedarf gelöst wer-
den können, der proportional zu einem Polynom in der Größe der Eingabe ist:

( )U
∞

=

=
0k

knSPACEPSPACE

• die Klasse der Entscheidungsprobleme, die in einer Zeit gelöst werden können, die pro-
portional zu einer Exponentialfunktion in der Größe der Eingabe ist:

( )U
∞

=

=
0

2
k

nk

TIMEEXP .

Es gilt EXPPSPACEP ⊆⊆ . Die Frage, ob eine dieser Inklusionen echt ist, d.h. ob
PSPACEP ⊂  oder EXPPSPACE ⊂  gilt, ist ein bisher ungelöstes Problem der Komplexi-

tätstheorie. Man weiß jedoch, daß EXPP ⊂  gilt.

In Kapitel 2.5 wird eine nichtdeterministische Turingmaschinen ( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=

in zunächst unterschiedlichen Modell-Sichtweisen definiert. Entweder wird die Über-

führungsfunktion als partielle Funktion der Form { }( )( )kk SRLQQ ,,: ×Σ×→Σ× Pδ  angege-

ben; während der Berechnung kann dann die Turingmaschine nichtdeterministische Schritte
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ausführen, indem sie bei Erreichen einer Konfiguration aus mehreren möglichen Folgekonfi-
gurationen „die richtige“ auswählt. Oder die nichtdeterministische Turingmaschine wird als
deterministische Turingmaschine gesehen, die mit einem „Ratemodul“ ausgestattet ist, das in
nichtdeterministischer Weise zunächst eine Zusatzinformation, deren Brauchbarkeit anschlie-

ßend mit Hilfe einer Überführungsfunktion der Form { }( )kk SRLQQ ,,: ×Σ×→Σ×δ  determi-

nistisch verifiziert wird. Diese Überlegung führte schließlich auf die Definition eines Verifi-
zierers. Die Definition wird hier noch einmal wiederholt. Da hier nur entscheidbare Probleme
behandelt werden, stoppt hier der Verifizierer bei allen Eingaben.

Ein Verifizierer für das Entscheidungsproblem Π  über einem Alphabet ΠΣ  ist ein (deter-

ministischer) Algorithmus 
ΠLV , der eine Eingabe *

ΠΣ∈x  und eine Zusatzinformation (einen

Beweis) *
0Σ∈B   lesen kann und die Frage „ Π∈ Lx ?“ mit Hilfe des Beweises B entscheidet.

Die Bereitstellung des Beweises B ist nicht Aufgabe des Verifizierers; B wird von außen vor-
gegeben.

Ein Verifizierer 
ΠLV  für das Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *

ΠΠ Σ⊆L  hat die

Schnittstellen und die Form

Eingabe: *
ΠΣ∈x , *

0Σ∈B

Ausgabe: ja (accept)
nein (reject)

Mit ( )BxL ,
Π

V , ( ) { }nein ja,∈
Π

BxL ,V  wird die Entscheidung von 
ΠLV  bezeichnet.

Für *
ΠΣ∈x  gilt die Entscheidung:

Π∈ Lx , falls es einen Beweis *
0Σ∈xB  gibt, so daß  

ΠLV  bei Eingabe von x und xB  mit

( ) ja=
Π xL Bx,V  stoppt;

Π∉ Lx , falls für alle Beweise *
0Σ∈B  gilt: entweder stoppt  

ΠLV  bei Eingabe von x und B

nicht, oder 
ΠLV  stoppt mit ( ) nein=

Π
BxL ,V .

*
ΠΣ∈x

ja 

nein

acceptq

rejectq
ΠLV

*
0Σ∈B
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Der Beweis *
0Σ∈B , den der Algorithmus

ΠLV  zusammen mit der Eingabe *
ΠΣ∈x  liest, wird

auf nichtdeterministische Weise vorgegeben. Wie er zu konstruieren ist, liegt außerhalb des
Algorithmus

ΠLV . Der Verifizierer 
ΠLV  realisiert daher einen nichtdeterministischen Algo-

rithmus zur Akzeptanz (Erkennung, Entscheidung) der Menge *
ΠΠ Σ⊆L .

Es sei NN →:f  eine Funktion. Falls der nichtdeterministische Algorithmus mit Hilfe des

Verifizierers 
ΠLV  die ja/nein-Entscheidung bei Eingabe von *

ΠΣ∈x  mit nx =  nach einer

Anzahl von Schritten trifft, die in ( ))(nfO  liegt, so ist der Algorithmus (der Verifizierer 
ΠLV )

)(nf -zeitbeschränkt.

Zu beachten ist, daß die Laufzeit des nichtdeterministischen Algorithmus bzw. die Laufzeit

des Verifizierers 
ΠLV  in Abhängigkeit von der Größe von *

ΠΣ∈x  gemessen wird. Natürlich

ist im Zeitaufwand, den ein Verifizierer für seine Entscheidung benötigt, auch die Zeit ent-
halten, um die Zeichen des Beweises B zu lesen. Ist dieser )(nf -zeitbeschränkt, so kann er

höchstens )(nfC ⋅  viele Zeichen des Beweises lesen (hierbei ist C eine Konstante). Wenn es

also überhaupt einen Beweis xB  mit ( ) ja=
Π xL Bx,V  gibt, dann gibt es auch einen Beweis mit

Länge )(nfC ⋅≤ , so daß man für den Beweis gleich eine durch )(nfC ⋅  beschränkte Länge

annehmen kann.

Für ein Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  gilt ( ))(nfNTIMEL ∈Π , wenn es

einen nichtdeterministischen )(nf -zeitbeschränkten Algorithmus (einen Verifizierer) zur Ak-

zeptanz von ΠL  gibt.

Die Aussage „das Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  liegt in ( ))(nfNTIME “

steht synonym für ( ))(nfNTIMEL ∈Π . In diesem Sinn bezeichnet ( ))(nfNTIME  die Klasse

der Entscheidungsprobleme, die auf nichtdeterministische Weise in der Zeitkomplexität
))(( nfO  gelöst werden können.

Eine der wichtigsten Klassen, die Klasse NP der Entscheidungsprobleme, die nichtdetermini-
stisch mit polynomieller Zeitkomplexität gelöst werden können, ergibt sich, wenn f ein Poly-
nom ist:

( )U
∞

=

=
0k

knNTIMENP

In Kapitel 2.5 wird gezeigt, daß eine )(nT -zeitbeschränkte nichtdeterministische Turingma-

schine durch eine ( ))(nTcO -zeitbeschränkte deterministische Turingmaschine simuliert werden
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kann. Setzt man knnT =)( ,  so sieht man unmittelbar, daß ( ) ( )knk TIMEnNTIME 2⊆  gilt. Dar-

aus folgt ( ) ( ) EXPNP =⊆=
∞

=

∞

=
UU

00

2
k

n

k

k k

TIMEnNTIME .

Da ein polynomiell zeitbeschränkter Algorithmus 
ΠLA , wie er in der Definition von P vor-

kommt, ein spezieller polynomiell zeitbeschränkter Verifizierer ist, der für seine Entschei-
dung ohne die Zuhilfenahme eines Beweises auskommt, gilt

NPP ⊆ .

Insgesamt ergibt sich XPENPP ⊆⊆ . Zusammen mit EXPP ⊂  fragt sich, welche der In-
klusionen echt ist. Die dabei wichtigste Frage NPP =  bzw. NPP ≠  ist bisher ungelöst (P-
NP-Problem). Vieles spricht dafür, daß NPP ≠  gilt.

5.3 Die Klassen P und NP

Das vorliegende Kapitel behandelt Beispiele aus den Klassen P und NP.

Zur Verdeutlichung des Unterschieds zwischen P und NP werden die entsprechenden Defini-
tionen der beiden Klassen noch einmal gegenübergestellt:

Ein Entscheidungsproblem Π mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  liegt in P, wenn es einen Algorithmus

ΠLA  und ein Polynom )(np  gibt, so daß ein Entscheidungsverfahren für Π folgende Form

hat:

Eingabe: *
ΠΣ∈x  mit nx =

Ausgabe: Entscheidung „ Π∈ Lx “, falls ( ) ja=
Π

xLA  gilt,

Entscheidung „ Π∉ Lx “, falls ( ) nein=
Π

xLA  gilt.

Hierbei wird die Entscheidung ( )xLΠ
A  nach einer Anzahl von Schritten getroffen, die in

( ))(npO  liegt.

*
ΠΣ∈x ja, Π∈ Lx

nein, Π∉ Lx
p(n)L   ,

Π
A
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Ein Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  liegt in NP, wenn es einen Verifizie-

rer 
ΠLV  und ein Polynom )(np  gibt, so daß ein Entscheidungsverfahren für Π folgende Form

hat:

Eingabe: *
ΠΣ∈x  mit nx =

Ausgabe: Entscheidung „ Π∈ Lx “, falls es einen Beweis *
0Σ∈xB  gibt mit )(npCBx ⋅≤

und ( ) ja=
Π xL Bx,V ;

Entscheidung „ Π∉ Lx “ falls für alle Beweise *
0Σ∈B  mit

)(npCB ⋅≤ gilt: ( ) nein=
Π

BxL ,V .

Hierbei wird die Entscheidung ( )BxL ,
Π

V  nach einer Anzahl von Schritten getroffen, die in

( ))(npO  liegt.

Umgangssprachlich kann man die Klassen P und NP etwa folgendermaßen beschreiben:

Die Klasse P ist die Klasse der Entscheidungsprobleme, für die bei Vorgabe einer Instanz in
polynomieller Zeit (in Abhängigkeit von der Größe der Instanz) entschieden wird, ob die
Instanz eine das Problem definierende Eigenschaft besitzt oder nicht.

Die Klasse NP ist die Klasse der Entscheidungsprobleme, für die bei Vorgabe einer Instanz
und eines Beweises, der zeigen soll, daß die Instanz eine das Problem definierende Eigen-
schaft besitzt, der Beweis in polynomieller Zeit (in Abhängigkeit von der Größe der Instanz)
verifiziert werden.

Man kann die Klassen P bzw. NP auch durch deterministische bzw. nichtdeterministische Tu-
ringmaschinen charakterisieren.

Ein Entscheidungsproblem Π mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  liegt in P, wenn es eine deterministi-

sche Turingmaschine 
ΠLTM  gibt, die bei Eingabe eines Wortes *

ΠΣ∈x  entscheidet, ob Π∈ Lx

gilt oder nicht. Diese Entscheidung wird in ( )xpLΠ
 vielen Schritten getroffen, wobei 

ΠLp  ein

*
ΠΣ∈x

ja, Π∈ Lx
nein, Π∉ Lx)( , npLΠ

V

*
0Σ∈B
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Polynom mit nnpL ≥
Π

)( ist. Ist Π∈ Lx , dann stoppt 
ΠLTM  im Zustand acceptq  („ja-Zustand“,

„ja-Entscheidung“). Ist Π∉ Lx , dann befindet sich 
ΠLTM  nach höchstens ( )xpLΠ

 in einem

Zustand acceptqq ≠ , für den es keinen Nachfolgezustand gibt. Dann stoppt 
ΠLTM  in einem

nichtakzeptierenden Zustand („nein-Zustand“, „nein-Entscheidung“). Man kann darüber hin-
aus annehmen, daß 

ΠLTM  nur ein Band besitzt, da jede k-DTM durch eine 1-DTM simuliert

werden kann; diese Simulation ist von der Ordnung ( ))(2 npO LΠ
, also wieder polynomiell zeit-

beschränkt, so daß man für die weiteren Betrachtungen dann das Polynom )(2 npC LΠ
⋅  anstelle

von )(npLΠ
 nimmt. Da 

ΠLTM  also nicht mehr als ( )xpLΠ
 viele Schritte ausführt, werden von

ΠLTM  auch höchstens nur die Zellen mit den Nummern 1, ..., ( ) 1+
Π

xpL  besucht.

Ein Entscheidungsproblem Π mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  liegt in NP, wenn die soeben be-

schriebene Turingmaschine mit einer nichtdeterministischen Überführungsfunktion arbeitet.
Legt man dabei das in Kapitel 2.5 beschriebene Nichtstandardmodell einer Turingmaschine

ΠLTM  mit Ratemodul zugrunde, dann kann man annehmen, daß das Band von 
ΠLTM  beidsei-

tig unbegrenzt ist; das Eingabewort x belegt anfangs die Zellen mit den Nummern 1, ..., x , in

Zelle 0 wird eine linke Markierung # geschrieben. Die Zellen mit negativen Nummern werden
vom Ratemodul zur anfänglichen Erzeugung eines Beweises verwendet, der dann anschlie-
ßend deterministisch verifiziert wird. In diesem Fall besucht 

ΠLTM  höchstens die Zellen

( )xpLΠ
− , ..., 0, 1, ..., ( ) 1+

Π
xpL .

Die Arbeitsweise eines nichtdeterministischen polynomiellen Entscheidungsalgorithmus kann
man durch einen „normalen“ deterministischen Algorithmus simulieren. Es ist jedoch bisher
keine Simulation bekannt, die dabei in polynomieller Zeit arbeitet. Genauer gilt:

Satz 5.3-1:
Für jedes Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *

ΠΠ Σ⊆L  aus NP mit Verifizierer

ΠLV  und polynomieller Zeitkomplexität )(np  gibt es einen deterministischen Algo-

rithmus 
ΠLA , der für jedes *

ΠΣ∈x  mit nx = entscheidet, ob Π∈ Lx  gilt oder nicht und

die Zeitkomplexität ( )))((2)( npOnpO ⋅  besitzt.

Die Aussage „P = NP“ würde bedeuten, daß es für jedes Problem Π  aus NP mit poly-
nomiell zeitbeschränktem Verifizierer 

ΠLV  sogar einen polynomiell zeitbeschränkten

deterministischen Algorithmus 
ΠLA  gibt, der dasselbe Ergebnis wie 

ΠLV  liefert. Das

bzw. die Unmöglichkeit einer derartigen Simulation sind jedoch nicht bekannt.
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Beweis:

Der folgende Pseudocode für 
ΠLA  beschreibt die wesentlichen Aspekte der Simulation:

Bemerkung: Ein Beweis B, den der Verifizierer liest, ist ein Wort über einem Alphabet 0Σ  .

FUNCTION )(xLΠ
A ;

VAR n       : INTEGER;
    lng     : INTEGER;

    B       : *
0Σ ;

    antwort : BOOLEAN;
    weiter  : BOOLEAN;

BEGIN
  n       := )(xsize ;      { Größe der Eingabe             }
  lng     := C * p(n);    { maximale Länge eines Beweises }
  antwort := FALSE;
  weiter  := TRUE;

  WHILE weiter DO

    IF (es sind bereits alle Wörter aus *
0Σ  mit Länge ≤  lng erzeugt worden)

    THEN weiter := FALSE
    ELSE
      BEGIN

        B:= nächstes Wort aus *
0Σ  mit Länge ≤  lng;

        IF ( ) ja=Π Bx,V
        THEN BEGIN
               antwort := TRUE;
               weiter  := FALSE;
             END;
      END;

  CASE antwort OF
  TRUE  : ( ) ja;=Π :xA

  FALSE : ( ) nein;=Π :xA
  END;

END;

Graphisch läßt sich die Simulation folgendermaßen darstellen:
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///

Einige Beispiele für Probleme aus der Klasse ( )U
∞

=

=
0k

knTIMEP  wurden bereits in den vorhe-

rigen Kapiteln behandelt. Dazu gehört das Problem, festzustellen, ob zwischen zwei Knoten
eines gewichteten Graphen ein Pfad mit minimalem Gewicht existiert, das eine vorgegebene
Schranke nicht überschreitet.

Entscheidungsprobleme leiten sich häufig von Optimierungsproblemen ab. Leider stellt sich
heraus, daß für eine Vielzahl dieser Entscheidungsprobleme keine Lösungsalgorithmen be-
kannt sind, die polynomielles Laufzeitverhalten aufweisen. Das gilt insbesondere für viele
Entscheidungsprobleme, die zu  Optimierungsproblemen gehören, die für die Praxis relevant
sind (Problem des Handlungsreisenden, Partitionenproblem usw.). Für diese (Optimierungs-)
Probleme verfügt man meist über deterministische Lösungsalgorithmen, deren Laufzeitver-
halten exponentiell in der Größe der Eingabe ist, bzw. man kann den Nachweis erbringen, daß
die zugehörigen Entscheidungsprobleme in NP liegen. Derartige Verfahren werden als prak-
tisch nicht durchführbar (intractable) angesehen, obwohl durch den Einsatz immer schnellerer
Rechner immer größere Probleme behandelt werden können. Es stellt sich daher die Frage,
wieso trotz intensiver Suche nach polynomiellen Lösungsverfahren derartige schnelle Algo-
rithmen (bisher) nicht gefunden wurden. Seit Anfang der 1970‘er Jahre erklärt eine inzwi-
schen gut etablierte Theorie, die Theorie der NP-Vollständigkeit, Ursachen dieses Phäno-
mens. Eine Einführung in diese Theorie gibt Kapitel 5.4.

)( , npLΠ
Vx

Erzeugung aller Beweise
*
0Σ∈B  mit ( )xpB ≤

Sind bereits alle derartigen Be-
weise erzeugt?
  Falls ja
  Falls nein: nächsten
                   Beweis B erzeugen

ja

nein

nein

ja

*
ΠΣ∈x Π∈ Lx

Π∉ Lx

ΠLA
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Ein wichtiges Beispiel für Probleme auf der Grenze zwischen P und NP ist das Problem der
Erfüllbarkeit Boolescher Ausdrücke (siehe Kapitel 1.1).

Das folgende Entscheidungsproblem liegt in P:

Erfüllende Wahrheitsbelegung (erfSAT)

Instanz: [ ]fF  ,

F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge
{ }nxxV  ..., , 1=  , { }FALSCHTRUE  , : →Vf  ist eine Belegung der Variablen mit

Wahrheitswerten.

Lösung: Entscheidung „ja“, falls die durch f gegebene Belegung dem Ausdruck F den Wahr-
heitswert TRUE gibt,

Entscheidung „nein“, sonst.

Ein Lösungsalgorithmus setzt einfach die in der Eingabe-Instanz [ ]fF  ,  gelieferte Belegung f

in die Formel F ein und ermittelt den Wahrheitswert der Formel gemäß den Auswertungsre-
geln für die beteiligten Junktoren.

Das folgende Entscheidungsproblem liegt in PSPACE:

Erfüllbarkeitsproblem für Boolesche Ausdrücke in konjunktiver Normalform (CSAT)

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Variablenmenge

{ }nxxV  ..., , 1=  .

Lösung: Entscheidung „ja“, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so daß sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,

Entscheidung „nein“, sonst.

CSAT liegt in PSPACE (und damit in EXP). Für den Beweis genügt es zu zeigen, daß nach-

einander alle möglichen n2  Belegungen der n Variablen in einer Eingabe-Instanz F mit einem
Speicherplatzverbrauch von polynomiell vielen Speicherzellen erzeugt, in die Formel F ein-
gesetzt und ausgewertet werden können.

Es ist nicht bekannt, ob CSAT in P liegt (vieles spricht dagegen).
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Die Probleme erfSAT mit einer Eingabeinstanz [ ]fF ,  und CSAT mit einer Eingabeinstanz F

unterscheiden sich grundsätzlich dadurch, daß bei ersterem in der Eingabeinstanz [ ]fF ,  eine

wesentliche Zusatzinformation, nämlich eine potentiell erfüllende Belegung f der Variablen
vorgegeben ist, die nur noch daraufhin überprüft werden muß, ob sie wirklich die in der Ein-
gabeinstanz enthaltene Formel F erfüllt. Zur Entscheidung, ob eine Eingabeinstanz F von
CSAT erfüllbar ist, muß also entweder eine erfüllende Belegung f konstruiert bzw. aufgrund
geeigneter Argumente die Erfüllbarkeit gezeigt werden, oder es muß der Nachweis erbracht
werden, daß keine Belegung der Variablen von F die Formel erfüllt. Wenn dieser Nachweis

nur dadurch gelingt, daß alle n2  möglichen Belegungen überprüft werden, ist mit einem po-
lynomiellen Entscheidungalgorithmus nicht zu rechnen. Intuitiv ist diese Entscheidungsauf-
gabe also schwieriger zu bewältigen, weil weniger Anfangsinformationen vorliegen, als le-
diglich die Verifikation einer potentiellen Lösung.

Eine einfache Überlegung zeigt, daß CSAT in NP liegt. Ein Verifizierer für CSAT arbeitet
wie folgt: Er erhält mit einer Eingabeinstanz f (mit n Variablen) für CSAT als Zusatzinforma-
tion eine Belegung fB  der Variablen in f. Wenn f erfüllbar ist, nimmt man für fB  gerade ei-

ne erfüllende Belegung. Wenn f nicht erfüllbar ist, liefert keine Belegung fB  der Variablen

den Wahrheitswert TRUE. Der Verifizierer überprüft lediglich (auf deterministische Weise) in
)(nO  vielen Schritten, ob sich der Wert TRUE ergibt, wenn man die in fB  vorkommenden

Wahrheitsheitswerte in f einsetzt; in diesem Fall wird f akzeptiert, ansonsten nicht. Insgesamt
liegt polynomielles Laufzeitverhalten vor.

Da bei diesem Verfahren nicht wesentlich eingeht, ob f in konjunktiver Normalform vorliegt,
sondern lediglich, ob f ein korrekter Boolescher Ausdruck und erfüllbar ist, ergibt sich, daß
auch das folgende allgemeinere Problem SAT in NP liegt.

Erfüllbarkeitsproblem für Boolesche Ausdrücke in allgemeiner Form (SAT)

Instanz: F
F ist ein Boolescher Ausdruck mit der Variablenmenge { }nxxV  ..., , 1=  .

Lösung: Entscheidung „ja“, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so daß sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,

Entscheidung „nein“, sonst.

SAT liegt in NP.

Schränkt man das Problem CSAT auf diejenigen Booleschen Ausdrücke in konjunktiver
Normalform ein, in denen jede Klausel genau 2 Literale enthält, so erhält man das Problem 2-
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SAT. Entsprechend ist 3-SAT dadurch definiert, daß hier jede Klausel genau 3 Literale ent-
hält.

Erfüllbarkeitsproblem für Boolesche Ausdrücke in konjunktiver Normalform mit genau
2 Literalen pro Klausel (2-CSAT)

Instanz: F

mFFF ∧∧=  ... 1  ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der

Variablenmenge { }nxxV  ..., , 1=  mit der zusätzlichen Eigenschaft, daß jedes iF  ge-

nau zwei Literale enthält.

Lösung: Entscheidung „ja“, falls es eine Belegung der Variablen von F gibt, so daß sich bei
Auswertung der Formel F der Wahrheitswert TRUE ergibt,

Entscheidung „nein“, sonst.

Man kann zeigen, daß 2-SAT in P liegt:

Satz 5.3-2:
Ist F eine Instanz für 2-CSAT mit n Variablen und m Klauseln, dann liefert das be-
schriebene Verfahren mit der Prozedur Erfuellbarkeit_2CSAT eine korrekte
ja/nein-Entscheidung. Die (worst-case-) Zeitkomplexität des Verfahrens ist von der
Ordnung ( )mnO ⋅ . Dieser Aufwand ist polynomiell in der Größe der Eingabe.

Beweis:

Ein Algorithmus zur Ermittlung einer erfüllenden Belegung kann etwa nach folgender Strate-
gie vorgehen:

Man nehme eine bisher noch nicht betrachtete Klausel ( )21 yyFi ∨=  von F. Falls eines der

Literale während des bisherigen Ablaufs bereits den Wahrheitswert TRUE erhalten hat, dann

wird iF  als erfüllt erklärt. Falls eines der Literale, etwa 1y , den Wert FALSE hat, dann erhält

das Literal 2y  den Wahrheitswert TRUE und 2y¬  den Wahrheitswert FALSE. F gilt dann als

erfüllt. Dabei kann jedoch ein Konflikt auftreten, nämlich daß ein Literal durch die Zuwei-
sung einen Wahrheitswert bekommen soll, jedoch den komplementären Wahrheitswert bereits
vorher erhalten hat. In diesem Fall wird die vorherige Zuweisung rückgängig gemacht. Falls
es dann wieder zu einem Konflikt mit diesem Literal kommt, ist die Formel nicht erfüllbar.
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Der folgende Pseudocode-Algorithmus implementiert diese Strategie; aus Gründen der Les-
barkeit wird auf die exakte Deklaration der lokalen Variablen und der verwendeten Datenty-
pen und auf deren Implementierung verzichtet.

Algorithmus zur Lösung des Erfüllbarkeitsproblems für Boolesche Ausdrücke in kon-
junktiver Normalform mit genau 2 Literalen pro Klausel (2-CSAT)

Eingabe: mFFF ∧∧=  ... 1

 F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform mit der Varia-
blenmenge { }nxxV  ..., , 1=  mit der zusätzlichen Eigenschaft, daß jedes iF  ge-

nau zwei Literale enthält, d.h. jedes iF  hat die Form ( )
21 iii yyF ∨=

( ) nFsize = .

Der Datentyp
TYPE KNF_typ = ...;
beschreibe den Typ einer Formel in konjunktiver Normalform, der Datentyp
TYPE Literal_typ = ...;
den Typ eines Literals bzw. einer Variablen in einem Booleschen Ausdruck.

VAR F            : KNF_typ;
    Entscheidung : Entscheidungs_typ;

F := mFF ∧∧  ... 1

Verfahren: Aufruf der Prozedur
Erfuellbarkeit_2CSAT (F, Entscheidung);

Im Ablauf der Prozedur werden Variablen Wahrheitswerte TRUE bzw. FALSE
zugewiesen. Zu Beginn des Ablaufs hat jede Variable noch einen undefinierten
Wert; in diesem Fall wird die Variable als „noch nicht zugewiesen“ bezeichnet.
Jede Klausel iF  von F gilt zu Beginn des Prozedurablaufs als „unerfüllt“ (da

ihren Literalen ja noch kein Wahrheitswert zugewiesen wurde). Sobald einem
Literal in iF  der Wahrheitswert TRUE zugewiesen wurde, gilt die Klausel als

„erfüllt“.

Ausgabe: Entscheidung = ja, falls F erfüllbar ist,
Entscheidung = nein sonst.

PROCEDURE Erfuellbarkeit_2CSAT (F               : KNF_typ;
                                VAR Entscheidung:Entscheidungs_typ);
VAR C          : SET OF KNF_typ;



178 5   Praktische Berechenbarkeit

    V          : SET OF Literal_typ;
    x          : Literal_typ;
    firstguess : BOOLEAN;

BEGIN { Erfuellbarkeit_2CSAT }
  { F = mFF ∧∧  ... 1  }

  C := { }mFF   ..., , 1 ;

  erkläre alle Klauseln in C als unerfüllt;
  V := Menge der in F vorkommenden Variablen;
  erkläre alle Variablen in V als nicht zugewiesen;

  WHILE (V enthält eine Variable x) DO
    BEGIN
      x          := TRUE;
      firstguess := TRUE;
      WHILE (C enthält eine unerfüllte Klausel ( )

21 iii yyF ∨= , wobei mindestens einem

                            Literal ein Wahrheitswert zugewiesen ist) DO
         BEGIN
           IF (

1i
y  = TRUE) OR (

2i
y  = TRUE)

           THEN erkläre iF  als erfüllt

           ELSE IF (
1i

y  = FALSE) AND (
2i

y  = FALSE)

                THEN BEGIN
                       IF NOT firstguess
                       THEN BEGIN
                              Entscheidung := nein;
                              Exit
                            END
                       ELSE BEGIN
                              erkläre alle Klauseln in C als unerfüllt;
                              erkläre alle Variablen in V als nicht zugewiesen;
                              x          := FALSE;
                              firstguess := FALSE;
                            END;
                     END
                ELSE BEGIN
                       IF 

1i
y  = FALSE

                       THEN 
2i

y  := TRUE

                       ELSE 
1i

y  := TRUE;

                                                  erkläre iF  als erfüllt;
                     END;
         END { WHILE C enthält eine unerfüllte Klausel };
      entferne aus C die erfüllten Klauseln;
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      entferne aus V die Variablen, denen ein Wahrheitswert zugewiesen wurde;
    END { WHILE V enthält eine Variable x};
  Entscheidung := ja;

END   { Erfuellbarkeit_2CSAT };
///

Für das zu 2-CSAT analoge Problem 3-CSAT der Erfüllbarkeit, bei dem jede Klausel genau 3
Literale enthält, ist kein polynomielles Entscheidungsverfahren bekannt. Es wird vermutet,
daß es auch kein derartiges Verfahren gibt. Natürlich liegt 3-CSAT in NP.

Im folgenden werden einige wenige Beispiele für Probleme Π  aus NP aufgeführt, von de-

nen nicht bekannt ist , ob sie in P liegen. Dabei wird für Instanzen *
ΠΣ∈x  jeweils der Beweis

*
0Σ∈xB  angegeben, den der Verifizierer zur ja/nein-Entscheidung heranzieht. Die Angabe

von xB  erfolgt informell, sie muß entsprechend (beispielsweise in eine binäre Zeichenkette)

übersetzt werden. Mit )(xsize  wird die Größe einer Eingabeinstanz angegeben.

• Erfüllbarkeitsproblem für Boolesche Ausdrücke in konjunktiver Normalform (CSAT)
bzw. Boolescher Ausdrücke in allgemeiner Form (SAT):
Instanz: F ist ein Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform bzw. in allgemei-

ner Form mit der Variablenmenge { }nxxV  ..., , 1= ; ( ) nFsize =

Beweis: FB  ist eine 0-1-Folge der Länge n

Arbeitsweise des Verifizierers: Der i-te Wert in FB  wird als Belegung von ix  interpre-

tiert, und zwar wird der Wert 0 in FALSE und der Wert 1 in TRUE übersetzt.
Die so entstehende Belegung der Variablen wird in F eingesetzt und die  For-
mel ausgewertet. Falls sich bei dieser Auswertung von F der Wert TRUE ergibt,
wird ja ausgegeben, ansonsten nein.

• Problem des Handlungsreisenden:
Instanz: [ ]KG, , ( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter) Graph

mit der Knotenmenge { }nvvV  ..., , 1= , bestehend aus n Knoten, und der Kan-

tenmenge VVE ×⊆ ; die Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder Kante Ee ∈  ein

Gewicht; 0≥∈RK ; [ ]( ) BnkKGsize ⋅==,  mit  { }EeewB ∈=  | ))(log( max

Beweis: [ ]KGB ,  ist eine Permutation der Zahlen 1, ..., n in Binärkodierung (mit Länge in

( ))log(nnO ⋅ )

Arbeitsweise des Verifizierers: Überprüfung, ob die Permutation [ ]KGB ,  eine Rundreise in

G beschreibt, deren Gewicht K≤  ist. In diesem Fall wird ja ausgegeben, an-
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sonsten nein. Mit Binärsuche läßt sich sogar in polynomieller Zeit überprüfen,
ob es eine Rundreise mit minimalen Gewicht K≤  gibt.

• Partitionenproblem:
Instanz: { }naaI  ..., , 1=

I ist eine Menge von n natürlichen Zahlen; ( )BnIsize 2log)( ⋅=  mit

 { }niaB i  ..., 1, | )log( max ==

Beweis: IB  ist eine Teilmenge von { }n ..., ,1  in Binärkodierung (mit Länge in

( ))log(nnO ⋅ )

Arbeitsweise des Verifizierers: Überprüfung, ob ∑∑
∉∈

=
II Bj

j
Bj

j aa gilt. In diesem Fall wird

ja ausgegeben, ansonsten nein.

• 0/1-Rucksackproblem:
Instanz: ),( MAI =

{ }naaA  ..., , 1=  ist eine Menge von n natürlichen Zahlen; N∈M ;

( )BnIsize 2log)( ⋅=  mit  { } ( ){ }( )MniaB i log  ..., 1,  )log( max ∪==

Beweis: IB  ist eine 0-1-Folge nxx  ..., ,1  (mit Länge n)

Arbeitsweise des Verifizierers: Überprüfung, ob ∑
=

=⋅
n

i
ii Max

1

 gilt. In diesem Fall wird

ja ausgegeben, ansonsten nein.

• Problem der { }1,0 -Linearen Programmierung

Instanz: [ ]KcbA ,,,
rr

, nmA ⋅∈Z  ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spalten,
mb Z∈

r
 ist ein ganzzahliger Vektor, nc N∈

r
 ist ein nichtnegativer ganzzahliger

Vektor, N∈K ,  [ ]( ) BnmkcbAsize ⋅⋅==
rr

,,  mit

 { }cebeAeeB
rr

∈∨∈∨∈=  | )log( max

Beweis: [ ]cbA
B rr

,,
 ist eine 0-1-Folge der Länge n (für den Vektor x

r
)

Arbeitsweise des Verifizierers: Überprüfung, ob für [ ]cbA
Bx rr

r
,,

=  die Bedingungen bxA
rr

≥⋅

und ∑
=

≤⋅
n

i
ii Kxc

1

 gelten. In diesem Fall wird ja ausgegeben, ansonsten nein.
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• Problem des längsten Wegs in einem gewichteten Graphen:
Instanz: [ ]KvvG ji ,,, , ( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter (gerichteter oder ungerichteter)

Graph mit der Knotenmenge { }nvvV  ..., , 1= , bestehend aus n Knoten, und der

Kantenmenge VVE ×⊆ ; VvVv ji ∈∈  ; ; die Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder

Kante Ee ∈  ein Gewicht; 0≥∈RK ; [ ]( ) BnkKGsize ⋅==,  mit

 { }EeewB ∈=  | ))(log( max

Gesucht: ein einfacher Weg (d.h. ohne Knotenwiederholungen) von iv  nach jv  mit Ge-

wicht K≥ .
Beweis: [ ]KvvG ji

B ,,,  ist eine Folge kiii  ..., , , 21  von natürlichen Zahlen aus { }n ..., 1,  (mit

Länge in ( ))log(nnO ⋅

Arbeitsweise des Verifizierers: Überprüfung, ob 
kiii vvv  ..., , ,

21
 einen einfachen Weg (d.h.

ohne Knotenwiederholungen) von 
1i

v  nach 
ki

v  mit Gewicht K≥  beschreibt. In

diesem Fall wird ja ausgegeben, ansonsten nein.

Man kennt heute mehrere tausend Probleme aus NP. In der angegebenen Literatur werden ge-
ordnet nach Anwendungsgebieten umfangreiche Listen von NP-Problemen aufgeführt.

5.4 NP-Vollständigkeit

Die bisher beschriebenen Probleme entstammen verschiedenen Anwendungsgebieten. Dem-
entsprechend unterscheiden sich die Alphabete, mit denen man die jeweiligen Instanzen bil-
det. Boolesche Ausdrücke werden mit einem anderen Alphabet kodiert als gewichtete Gra-
phen oder Instanzen für das Partitionenproblem. Selbstverständlich lassen sich letztlich alle
Probleme mit Hilfe des Alphabets { }1 0,  kodieren, so daß man mit einem einzigen Alphabet

auskommen könnte. Aber selbst, wenn die Eingabeinstanzen unterschiedlicher Probleme mit
dem Alphabet { }1 0,  kodiert werden, weisen die dann so kodierten Bestandteile der betrach-

teten Objekte wie Graphen, Boolesche Variablen oder Zahlen immer noch grundlegend ver-
schiedene Eigenschaften auf, so daß man weiterhin davon ausgehen kann, daß man unter-
schiedliche Anwendungen mit Hilfe unterschiedlicher Alphabete kodiert. Im folgenden wird
eine Verbindung zwischen den unterschiedlichen Problemen und ihren zugrundeliegenden
Alphabeten hergestellt.

Eine Funktion *
2

*
1: Σ→Σf , die Wörter über dem endlichen Alphabet 1Σ  auf Wörter über

dem endlichen Alphabet 2Σ  abbildet, heißt durch einen deterministischen Algorithmus in
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polynomieller Zeit berechenbar, wenn gilt: Es gibt einen deterministischen Algorithmus

fA  mit Eingabemenge *
1Σ  und Ausgabemenge *

2Σ  und ein Polynom fp  mit folgenden Ei-

genschaften:

bei Eingabe von *
1Σ∈x  mit der Größe nx =  erzeugt der Algorithmus die Ausgabe

*
2)( Σ∈xf  und benötigt dazu höchstens ( ))(npO f viele Schritte.

Es seien *
11 Σ⊆L  und *

22 Σ⊆L  zwei Mengen aus Zeichenketten (Wörtern) über jeweils zwei

endlichen Alphabeten. 1L  heißt polynomiell (many-one) reduzierbar auf 2L , geschrieben

21 LL p
m≤ ,

wenn gilt: Es gibt eine Funktion *
2

*
1: Σ→Σf , die durch einen deterministischen Algorithmus

in polynomieller Zeit berechenbar ist und für die gilt:

21 )( LxfLx ∈⇔∈ .

Diese Eigenschaft kann auch so formuliert werden:

21 )( LxfLx ∈⇒∈  und 21 )( LxfLx ∉⇒∉ .

Bemerkung: Es gibt noch andere Formen der Reduzierbarkeit zwischen Mengen, z.B. die all-
gemeinere Form der Turing-Reduzierbarkeit mit Hilfe von Orakel-
Turingmaschinen.

Die Bedeutung der Reduzierbarkeit p
m≤  zeigt folgende Überlegung.

Für die Mengen *
11 Σ⊆L  und *

22 Σ⊆L  gelte 21 LL p
m≤  mittels der Funktion *

2
*
1: Σ→Σf  bzw.

des Algorithmus fA . Seine Zeitkomplexität sei das Polynom fp . Für die Menge 2L  gebe es

einen polynomiell zeitbeschränkten deterministischen Algorithmus 2A , der 2L  erkennt; seine

Zeitkomplexität sei das Polynom 2p  :

Mit Hilfe von fA  und 2A  läßt sich durch Hintereinanderschaltung beider Algorithmen ein

polynomiell zeitbeschränkter deterministischer Algorithmus 1A  konstruieren,  der 1L  er-

kennt:

*
1Σ∈x

*
2)( Σ∈xf)(xfA

nx =
Berechnung mit ))(( npO f

vielen Schritten
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Ein *
22 Σ∈x  kann dazu dienen, für mehrere (many) *

1Σ∈x  die Frage „ 1Lx ∈ ?“ zu entscheiden

(nämlich für alle diejenigen *
1Σ∈x , für die ( ) 2xxf =  gilt). Allerdings darf man für jede Ein-

gabe ( )xf  den Algorithmus 2A  nur einmal (one) verwenden, nämlich bei der Entscheidung

von ( )xf .

Gilt für ein Problem 0Π  zur Entscheidung der Menge *
00 ΠΠ Σ⊆L  und für ein Problem Π  zur

Entscheidung der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  die Relation 

0ΠΠ ≤ LL p
m , so heißt das Problem Π  auf das

Problem 0Π  polynomiell (many-one) reduzierbar, geschrieben 0Π≤Π p
m .

Beispiel:

{ }1,0 -Lineare Programmierung:

Instanz: [ ]zbA
rr

,,
nmA ⋅∈Z  ist eine ganzzahlige Matrix mit m Zeilen und n Spalten, mb Z∈

r
, z
r

 ist
ein Vektor von n Variablen, die die Werte 0 oder 1 annehmen können.

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:
Es gibt eine Zuweisung der Werte 0 oder 1 an die Variablen in z

r
, so daß das li-

neare Ungleichungssystem bzA
rr

   /   ≥≤⋅  erfüllt ist. Die Bezeichnung ≥≤ /  steht
hier für entweder ≤  oder ≥  in einer Ungleichung.

*
1Σ∈x

nx =
fA 2A

ja, 1Lx ∈

nein, 1Lx ∉

*
2)( Σ∈xf

1A

Erkennung von 1L  mit Zeit-

aufwand der Größenordnung
( )( ))()( 2 nppnpO ff + , d.h.

polynomiellem Zeitaufwand

2)( Lxf ∈
 ja,

2)( Lxf ∉
 nein,
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Es gilt CSAT p
m≤  { }1,0 -Lineare Programmierung.

Einige leicht nachzuweisende Eigenschaften der polynomiellen many-one-Reduzierbarkeit
faßt der nächste Satz zusammen.

Satz 5.4-1:
Es seien *Σ⊆L , *

11 Σ⊆L , *
22 Σ⊆L  und *

33 Σ⊆L  Sprachen über endlichen Alphabeten.
Dann gilt:
1. LL p

m≤ , d.h. die Relation p
m≤  ist reflexiv.

2. Aus 21 LL p
m≤  und 32 LL p

m≤  folgt 31 LL p
m≤ , d.h. die Relation p

m≤  ist transitiv.

3. Gilt 21 LL p
m≤  und P∈2L , dann ist P∈1L .

4. Gilt 21 LL p
m≤  und NP∈2L , dann ist NP∈1L .

Eine der zentralen Definitionen in der Angewandten Komplexitätstheorie ist die NP-Vollstän-
digkeit:

Ein Entscheidungsproblem 0Π  zur Entscheidung (Akzeptanz, Erkennung) der Menge
*

00 ΠΠ Σ⊆L heißt NP-vollständig, wenn gilt:

NP∈Π0
L , und für jedes Probleme Π  zur Entscheidung (Akzeptanz, Erkennung) der Menge

*
ΠΠ Σ⊆L   mit NP∈ΠL  gilt 

0ΠΠ ≤ LL p
m .

Mit obiger Definition der Reduzierbarkeit zwischen Problemen kann man auch sagen:

Das Entscheidungsproblem 0Π  ist NP-vollständig, wenn 0Π  in NP liegt und für jedes Ent-

scheidungsprobleme Π  in NP die Relation 0Π≤Π p
m  gilt.

Das erste Beispiel eines NP-vollständigen Problems wurde 1971 von Stephen Cook gefunden.
Es gilt:

Satz 5.4-2:
Das Erfüllbarkeitsproblem für Boolesche Ausdrücke in allgemeiner Form (SAT) ist NP-
vollständig.
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Beweis:

Da es sich bei dieser Aussage um den zentralen Satz der angewandten Komplexitätstheorie
handelt, soll die Beweisidee skizziert werden:

1. Die zu SAT gehörige Sprache ist LSAT = {F | F ist ein erfüllbarer Boolescher Ausdruck }.

Bezeichnet *
BOOLEΣ  die Menge {F | F ist ein Boolescher Ausdruck}, dann ist

*
BOOLESAT Σ⊆L . In Kapitel 5.3 wird gezeigt, daß SAT in NP liegt.

2. Für jedes Problem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  in NP ist die Relation SATLL p

m≤Π  zu zei-

gen. Die einzige Eigenschaft, die bezüglich ΠL  in einem Beweis genutzt werden kann, ist

die Tatsache, daß es eine 1-NDTM 
ΠLTM  gibt, die bei Eingabe eines Wortes *

ΠΣ∈x  ent-

scheidet, ob Π∈ Lx  gilt oder nicht. Diese Entscheidung wird in ( )xpLΠ
 vielen Schritten

getroffen, wobei 
ΠLp  ein Polynom mit nnpL ≥

Π
)( ist. Ist Π∈ Lx , dann stoppt 

ΠLTM  im

akzeptierenden Zustand acceptq . Ist Π∉ Lx , dann stoppt 
ΠLTM  in einem Zustand

acceptqq ≠ . 
ΠLTM  besucht dabei höchstens die Zellen mit den Nummern ( )xpLΠ

− , ..., 0,

1, ..., ( ) 1+
Π

xpL ; hierbei wird das Nichtstandardmodell einer nichtdeterministischen Tu-

ringmaschine genommen (vgl. Kapitel 5.3).

Zum Nachweis von SATLL p
m≤Π  ist eine Funktion *

BOOLE
*: Σ→ΣΠΠf   anzugeben, die die

Eigenschaft „ )(xfLx ΠΠ ⇔∈ ist erfüllbar“ besitzt ( )(xf Π  ist ein Boolescher Ausdruck);

außerdem muß )(xf Π  in ( )xp fΠ
 vielen Schritten deterministisch berechenbar (konstru-

ierbar) sein mit einem Polynom 
Πf

p . Im folgenden wird beschrieben, wie )(xf Π  aus x

erzeugt werden kann. Der Boolesche Ausdruck )(xf Π  beschreibt im wesentlichen, wie

eine Berechnung von 
ΠLTM  bei Eingabe von *

ΠΣ∈x  abläuft.

Die Zustandsmenge von 
ΠLTM  sei { }kqqQ  ..., , 0= , das Arbeitsalphabet von 

ΠLTM  sei

{ }laa  ..., , 0=ΣΠ . Auf dem Eingabeband stehe das Wort *
ΠΣ∈x , nxxx  ... 1=  mit ΠΣ∈ix

für i = 1, ..., n. Es wird eine Reihe Boolescher Variablen erzeugt, deren Interpretation fol-
gender Tabelle zu entnehmen ist:
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Variable Indizes Interpretation

qtzust , t = 0, ..., ( )npLΠ

Qq∈

TRUE=qtzust ,  genau dann, wenn sich 
ΠLTM  im

Schritt t im Zustand q befindet
Anzahl an Variablen qtzust , : ( ) ( )( )11 +⋅+

Π
npk L

itpos , t = 0, ..., ( )npLΠ

i = ( )npLΠ
− , ..., 1)( +

Π
npL

TRUE=itpos ,  genau dann, wenn sich der

Schreib/Lesekopf von 
ΠLTM  im Schritt t über der

Zelle mit Nummer i befindet

Anzahl an Variablen itpos , : ( )( )212 +⋅
Π

npL

aitband ,, t = 0, ..., ( )npLΠ

i = ( )npLΠ
− , ..., 1)( +

Π
npL ,

ΠΣ∈a

TRUE=aitband ,,  genau dann, wenn sich im

Schritt t in der Zelle mit Nummer i das Zeichen a
befindet

Anzahl an Variablen aitband ,, : ( ) ( )( )2112 ++
Π

npl L

Der zu konstruierende Boolesche Ausdruck )(xf Π  besteht aus mehreren Teilen und ent-

hält insbesondere mehrmals eine Teilformeln G, die genau dann den Wahrheitswert TRUE
erhält, wenn genau eine der in G vorkommenden Variablen den Wahrheitswert TRUE
trägt. Sind 1y , ..., my  die in G vorkommenden Variablen, so lautet G:

( ) ( )





 ∧¬∧∧∧






 ∨==

+=

−

== ij

m

ji

m

ji

m

im yyyyyGG
1

1

111  ..., ,

( )





 ¬∨¬∧∧∧






 ∨=

+=

−

== ij

m

ji

m

ji

m

i
yyy

1

1

11
.

Die zweite Zeile zeigt, daß ( )myyGG  ..., ,1=  in konjunktiver Normalform formulierbar

ist, ohne die Anzahl an Literalen zu ändern, und 2m  viele Literale enthält.

In )(xf Π  kommen mehrere Teilformeln, die gemäß G aufgebaut sind, mit unterschied-

lichen Variablen aus obiger Tabelle vor.

)(xf Π  hat die Bauart EÜÜARxf ∧∧∧∧=Π 21)( . Die Teilformel R beschreibt Rand-

bedingungen, A Anfangsbedingungen, 1Ü  und 2Ü  beschreiben Übergangsbedingungen,

und E beschreibt Endebedingungen.

In R wird ausgedrückt, daß 
ΠLTM  zu jedem Zeitpunkt t in genau einem Zustand q ist, daß

der Schreib/Lesekopf über genau einer Zelle mit einer Nummer i aus dem Intervall von
( )npLΠ

−  bis ( ) 1+
Π

npL  steht, und daß jede Zelle genau ein Zeichen ΠΣ∈a  enthält:
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( ) ( ) ( ) 















∧∧∧∧=

+

−=+−=

Π

Π
ΠΠ

Π

l

L

L
LLk

L

aitait

np

npinptnptqtqt

np

t
bandbandGposposGzustzustGR ,,,,

1)(

)(1)(,)(,,,

)(

0
 ..., , ..., , ..., ,

00

Die Anzahl an Literalen in R beträgt

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )3222 1121411 npOlnpnpknp LLLL ΠΠΠΠ
∈++++++⋅+ .

A beschreibt die Situation zum Zeitpunkt t = 0 (hierbei ist ΠΣ∈b  das Blankzeichen):









∧∧






 ∧∧






 ∧∧∧=

+

+=−==

Π

Π
bi

np

nibinpixi

n

iq bandbandbandposzustA
L

L
i ,,0

1)(

1,,0

0

)(,,011,0,0 0
.

A enthält ( )( ) ( )( )npOnp LL ΠΠ
∈+ 22  viele Literale.

1Ü  beschreibt den Übergang von der zum Zeitpunkt t bestehenden Konfiguration zur

Konfiguration zum Zeitpunkt t + 1 für t = 0, ..., ( )npLΠ
. Anstelle der Kopfbewegung L, S

bzw. R werden hier die Werte 1−=y , 0=y  bzw. 1=y  verwendet:

( ) ( ){ }[ ]. ,,, |   ,,1,1,1,,,,,,,1 aqyaqbandposzustbandposzustÜ aityitqtaititqtaiqt
δ∈′′∧∧∨⇒∧∧∧= ′+++′+

Die Indizes nehmen die Werte t = 0, ..., ( )npLΠ
, Qq∈ , i = ( )npLΠ

− , ..., ( ) 1+
Π

npL  und

ΠΣ∈a  an.

Die geschweifte Klammer in 1Ü  enthält für feste Werte t, q, a und i höchstens

( )( )113 ++ lk  viele Literale, in der eckigen Klammer sind es daher höchstens

( )( ) 3113 +++ lk . Insgesamt enthält 1Ü  höchstens

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )22 31131112 npOlklknp LL ΠΠ
∈++++⋅+⋅+  viele Literale.

Um zu zeigen, wie sich auch 1Ü  in eine äquivalente Formel in konjunktiver Normalform

umformen läßt, soll exemplarisch ein Ausdruck
( ) ( ){ } ,,, |    ,,1,1,1,,,, aqyaqbandposzustbandposzust aityitqtaititqt δ∈′′∧∧∨⇒∧∧ ′+++′+  inner-

halb der eckigen Klammer, der im rechten Teil zwei Alternativen

aityitqt bandposzust ′+′++′+ ∧∧ ,,1,1,1  und aityitqt bandposzust ′′+′′++′′+ ∧∧ ,,1,1,1  enthält, umgeformt

werden. Um den Vorgang übersichtlich zu halten, wird dieser Ausdruck in der Form
( ) ( )321321321   ZZZYYYXXX ∧∧∨∧∧⇒∧∧  geschrieben. Hier stehen iX , iY  und iZ

für jeweils drei Variablen. Es gilt
( ) ( )321321321   ZZZYYYXXX ∧∧∨∧∧⇒∧∧

( ) ( ) ( )321321321 ZZZYYYXXX ∧∧∨∧∧∨¬∨¬∨¬=

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ).         332123211321

332123211321

ZXXXZXXXZXXX
YXXXYXXXYXXX

∨¬∨¬∨¬∧∨¬∨¬∨¬∧∨¬∨¬∨¬∧
∨¬∨¬∨¬∧∨¬∨¬∨¬∧∨¬∨¬∨¬=

Wie man sieht, werden für jedes iY  und iZ  vier Literale notiert, so daß sich für die An-

zahl der Literale in der äquivalenten Formel innerhalb eines Ausdrucks in der eckigen
Klammer im allgemeinen Fall eine Obergrenze von ( )( )1112 ++ lk  angeben läßt. Daher
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bleibt die Anzahl der Literale in 1Ü , selbst in der konjunktiven Normalform, von der

Ordnung ( )( )( )2npO LΠ
.

2Ü  besagt, daß sich der Inhalt von Zellen, über denen der Schreib/Lesekopf nicht steht,

nicht ändert:
( )[ ]aitaititait

bandbandposÜ ,,1,,,,,2   +⇒∧¬∧= .

Hierbei nehmen die Indizes die Werte t = 0, ..., ( )npLΠ
, i = ( )npLΠ

− , ..., ( ) 1+
Π

npL  und

ΠΣ∈a  an.

Die Anzahl an Literalen in 2Ü  beträgt ( )( ) ( ) ( )( )( )22 116 npOlnp LL ΠΠ
∈+⋅+ .

2Ü  läßt sich in eine äquivalente Formel in konfunktiver Normalform umformen, ohne die

Anzahl an Literalen zu ändern:
( )[ ]aitaititait

bandbandposÜ ,,1,,,,,2   +⇒∧¬∧=

( )[ ]aitaititait
bandbandpos ,,1,,,,, +∨¬∨∧= .

E prüft nach, ob der Endzustand fq  zum Zeitpunkt t = ( )npLΠ
 erreicht ist:

fL qnpzustE ),(
Π

= .

Insgesamt enthält )(xf Π  eine Anzahl von Literalen der Ordnung ( )( )( )3npO LΠ
, d.h. einer

in der Länge des Eingabewortes polynomiellen Ordnung. Werden diese Literale durch-

numeriert, so daß man ( )( )( )3npO LΠ
 viele Literalpositionen bekommt, und dann binär ko-

diert (jede Zahl hat dann eine Länge der Ordnung ( )( )( )( ) ( )( )( )npOnpO LL ΠΠ
= loglog 3 ), so

hat )(xf Π  eine Länge der Ordnung ( )( )( )4npO LΠ
. Daher ist )(xf Π  bei Vorgabe von

*
ΠΣ∈x  (für festes Π ) deterministisch in polynomieller Zeit berechenbar.

Es läßt sich leicht nachweisen, daß die Eigenschaft „ )(xfLx ΠΠ ⇔∈ ist erfüllbar“ gilt. ///

Die Beweisskizze zeigt sogar:

Satz 5.4-3:
Das Erfüllbarkeitsproblem für Boolesche Ausdrücke in konjunktiver Normalform
(CSAT) ist NP-vollständig.

NP-vollständige Probleme kann man innerhalb der Klasse NP als die am schwersten zu lö-
senden Probleme betrachten, denn sie entscheiden die P-NP-Frage:
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Satz 5.4-4:
Gibt es mindestens ein NP-vollständiges Problem, das in P liegt , so ist P = NP.

Beweis:

Wegen NPP ⊆  ist die umgekehrte Inklusion PNP ⊆  zu zeigen. Es sei 0L  ein NP-

vollständiges Problem, das in P liegt.  Es sei NP∈L . Zu zeigen ist P∈L . Da 0L  NP-

vollständig ist, gilt 0LL p
m≤ . Mit Satz 5.4-1 folgt (wegen der Annahme P∈0L ) P∈L . ///

Aus NP-vollständigen Problemen lassen sich aufgrund der Transitivität der m≤ -Relation

(Satz 5.4-1) weitere NP-vollständige Probleme ableiten:

Satz 5.4-5:
Ist das Problem zur Entscheidung einer Menge *

00 Σ⊆L  NP-vollständig und ist

10 LL p
m≤  für eine Menge *

11 Σ⊆L  so gilt:

Ist 1L  in NP, so ist 1L  ebenfalls NP-vollständig.

Satz 5.4-6:
Bei NPP   ≠  gilt:

Ist ein Entscheidungsproblem Π zur Entscheidung der Menge *
ΠΠ Σ⊆L  NP-vollständig,

so ist das Problem Π schwer lösbar (intractable), d.h. es gibt keinen polynomiell zeitbe-
schränkten deterministischen Lösungsalgorithmus zur Entscheidung von ΠL . Insbeson-

dere ist das zugehörige Optimierungsproblem, falls es ein solches gibt, erst recht schwer
(d.h. nur mit mindestens exponentiellem Aufwand) lösbar.

NP-vollständige Probleme mit praktischer Relevanz sind heute aus vielen Gebieten bekannt,
z.B. aus der Graphentheorie, dem Netzwerk-Design, der Theorie von Mengen und Partitionen,
der Datenspeicherung, dem Scheduling, der Maschinenbelegung, der Personaleinsatzplanung,
der mathematischen Programmierung und Optimierung, der Analysis und Zahlentheorie, der
Kryptologie, der Logik, der Automatentheorie und der Theorie Formaler Sprachen, der Pro-
gramm- und Codeoptimierung usw. (siehe Literatur). Die folgende Zusammenstellung listet
einige wenige Beispiele auf, die z.T. bereits behandelt wurden.
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Beispiele für NP-vollständige Entscheidungsprobleme

• Erfüllbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT):

Instanz: F,
F ist ein Boolescher Ausdruck (Formel der Aussagenlogik)

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:
F ist erfüllbar, d.h. es gibt eine Belegung der Variablen in F mit Werten TRUE
bzw. FALSE, wobei gleiche Variablen mit gleichen Werten belegt werden, so
daß sich bei Auswertung der Formel F der Wert TRUE ergibt.

Kodiert man Formeln der Aussagenlogik über dem Alphabet { }1 0, , ), (, , , , xA ¬∨∧= , so

ist eine Formel der Aussagenlogik ein Wort über dem Alphabet A. Nicht jedes Wort über
dem Alphabet A ist eine Formel der Aussagenlogik (weil es eventuell syntaktisch nicht
korrekt ist) und nicht jede Formel der Aussagenlogik als Wort über dem Alphabet A ist
erfüllbar.

{ }gikAussagenloder   Formel eineist   | SAT erfüllbareFFL = .

• Erfüllbarkeitsproblem der Aussagenlogik mit Formeln in konjunktiver Normalform
mit höchstens 3 Literalen pro Klausel (3-CSAT):

Instanz: F,
F ist eine Formel der Aussagenlogik in konjunktiver Normalform mit höch-
stens 3 Literalen pro Klausel, d.h. sind nxx  ..., ,1  die verschiedenen in F vor-

kommenden Booleschen Variablen, so hat F die Form

mFFFF  ... 21 ∧∧=

Hierbei hat jedes iF  die Form ( )
321 iiii yyyF ∨∨=  oder ( )

21 iii yyF ∨=  oder

( )
1ii yF = , und 

jiy  steht für eine Boolesche Variable (d.h. li xy
j

= ) oder für

eine negierte Boolesche Variable (d.h. li xy
j

¬= ) oder für eine Konstante 0

(d.h. 0=
jiy ) bzw. 1 (d.h. 1=

jiy ).

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:
F ist erfüllbar.

Kodiert man die Formeln wie bei SAT, so gilt SATCSAT-3 LL ⊆ .
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• Kliquenproblem (KLIQUE):

Instanz: [ ]kG, ,

( )EVG ,=  ist ein ungerichteter Graph und k eine natürliche Zahl.

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:
G besitzt eine „Klique“ der Größe k. Dieses ist eine Teilmenge VV ⊆′  der

Knotenmenge mit kV =′ , und für alle Vu ′∈  und alle Vv ′∈  mit vu ≠  gilt

( ) Evu ∈, .

• 0/1-Rucksack-Entscheidungsproblem (RUCKSACK):

Instanz: [ ]baa n  , , ... ,1 ,

naa  , ... ,1  und b sind natürliche Zahlen.

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:

Es gibt eine Teilmenge { }nI  , ... ,1 ⊆  mit  ∑
∈

=
Ii

i ba .

• Partitionenproblem (PARTITION):

Instanz: [ ]naa  , ... ,1 ,

naa  , ... ,1  sind natürliche Zahlen.

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:

Es gibt eine Teilmenge  { }nI  , ... ,1 ⊆  mit  ∑∑
∉∈

=
Ii

i
Ii

i aa .

• Packungsproblem (BINPACKING):

Instanz: [ ]kbaa n  , , , ... ,1 ,

naa  , ... ,1  („Objekte“) sind natürliche Zahlen mit bai ≤  für i = 1, ..., n, N∈b

(„Behältergröße“), N∈k .

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:
Die Objekte können so auf k Behälter der Füllhöhe b verteilt werden, so daß
kein Behälter überläuft, d.h. es gibt eine Abbildung { } { }knf  ..., ,1  ..., ,1 : → ,
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so daß für alle { }kj  ..., ,1 ∈  gilt: ∑
=

≤
jif

i ba
)(

• Problem des Hamiltonschen Kreises in einem gerichteten (bzw. ungerichteten) Gra-
phen (GERICHTETER bzw. UNGERICHTETER HAMILTONKREIS):

Instanz: G,
( )EVG ,=  ist ein gerichteter bzw. ungerichteter Graph mit { }nvvV  , ... ,1= .

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:
G besitzt einen Hamiltonschen Kreis. Dieses ist eine Anordnung
( ))()2()1(  ..., , , nvvv πππ  der Knoten mittels einer Permutation π der Knotenindi-

zes, so daß für 1 , ... ,1 −= ni  gilt: ( ) Evv ii ∈+ )1()(  , ππ  und ( ) Evv n ∈)1()(  , ππ .

• Problem des Handlungsreisenden (HANDLUNGSREISENDER):

Instanz: [ ]kM , ,

( )jiMM ,=  ist eine ( )nn × -Matrix von „Entfernungen“ zwischen n „Städten“

und eine Zahl k.

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:
Es gibt eine Permutation π (eine Tour, „Rundreise“), so daß

kMM
n

i
nii ≤+∑

−

=
+

1

1
)1(),()1(),( ππππ  gilt?

Zum Nachweis der NP-Vollständigkeit für eines dieser Probleme Π  ist neben der Zugehörig-

keit von Π  zu NP jeweils die Relation Π≤Π p
m0  zu zeigen, wobei hier 0Π  ein Problem ist,

für das bereits bekannt ist, daß es NP-vollständig ist, und das eine „ähnliche“ Struktur auf-
weist. Häufig beweist man

SAT p
m≤  3-CSAT p

m≤  RUCKSACK p
m≤  PARTITION p

m≤  BINPACKING,

3-CSAT p
m≤  KLIQUE und

3-CSAT p
m≤  GERICHTETER HAMILTONKREIS

p
m≤  UNGERICHTETER HAMILTONKREIS p

m≤  HANDUNGSREISENDER.
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5.5 Bemerkungen zur Struktur von NP

Es sei NPC die Menge der NP-vollständigen Sprachen über einem endlichen Alphabet Σ .
NPNPC ⊆ . Unter der Voraussetzung NPP ≠  gilt ∅=∩ PNPC .

Es gilt folgender Satz:

Satz 5.5-1:
Es sei B eine entscheidbare Menge mit P∉B . Dann gibt es eine Sprache P∈D , so daß

BDA ∩=  nicht zu P gehört, BA m≤ , aber nicht AB p
m≤  gelten.

Satz 5.5-1 läßt sich folgendermaßen anwenden:

Es sei B eine NP-vollständige Sprache. Unter der Voraussetzung NPP ≠  gilt P∉B . Die
Sprache BDA ∩=  gehört zu NP, da P∈D  und NP∈B  sind. Nach dem obigen Satz gilt

nicht AB p
m≤ , also ist A nicht NP-vollständig. Folglich gilt:

Satz 5.5-2:
Unter der Voraussetzung NPP ≠  ist NP \ ( ) ∅≠∪ NPCP .

Bezeichnet man NP \ ( )NPCP ∪  als die Menge NPI der NP-unvollständigen Sprachen, so

zeigt NP folgende Struktur:

Die Sprachen in NPI liegen bezüglich ihrer Komplexität also zwischen den „leichten“ Spra-
chen in P und den „schweren“ Sprachen in NPC. Obwohl es (bei NPP ≠ ) unendlich viele
Sprachen in NPI geben muß, ist die Angabe konkreter Beispiele schwierig. Bisher kennt man
kein Problem aus NPI. Von dem folgenden Graphenisomorphieproblem ISO wird vermutet,
daß es in NPI liegt, da bisher (trotz großer Anstrengung) weder der Nachweis für P∈ISO
noch der Nachweis PCN∈ISO  gelungen ist.

NP

P

NPC

NPI
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Graphenisomorphieproblem (ISO):

Instanz: Graphen ( )111  , EVG =  und ( )222  , EVG =

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:

1G  und 2G  sind isomorph, d.h. es gibt eine Abbildung 21: VVf →  mit der Ei-

genschaft ( ) ( ) 21 )(),(, EwfvfEwv ∈⇔∈ .

Beispielsweise sind die folgenden beiden Graphen isomorph:

Die folgende Sprachklasse besteht aus Sprachen, deren Komplemente in NP liegen:

{ * Σ=NP-co \ }  und über  Sprache eineist   | NP∈Σ LLL .

Für das Primzahlproblem PRIMES kann man zeigen, daß es in NP und in NP-co  liegt (es
wird vermutet, daß PRIMES in P liegt):

Primzahlproblem (PRIMES):

Instanz: N∈n  in binärer Darstellung, )log()( nnsize = .

Lösung: Entscheidung „ja“, falls n eine Primzahl ist.

Lösung: Entscheidung „ja“, falls n eine Primzahl ist.

Hierzu wird ein zahlentheoretischer Satz benötigt, der an dieser Stelle angeführt wird und
dessen Beweis in der angegebenen Literatur nachgelesen werden kann:
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Satz 5.5-3:
Die Zahl N∈n  mit 2>n  ist genau dann eine Primzahl, wenn es eine Zahl N∈a  mit

11 −≤< na  gibt, die folgende Eigenschaften besitzt:

(i) ) (mod 11 na n ≡−

(ii) ( ) ) (mod 11 na pn ≠−  für jeden Primteiler p von 1−n .

Satz 5.5-4:
NP-coNP ∩∈PRIMES .

Beweis:

Zu zeigen ist, daß es sowohl für { } Primzahleineist   und    1 nnnL N∈=  als auch für

{ } Primzahlkeineist   und    2 nnnL N∈=  jeweils einen polynomiell zeitbeschränkten Verifi-

zierer gibt. Der Entwurf des Verifizierers für 1L  basiert auf Satz 5.5-3, ein Verifizierer für 2L

ergibt sich direkt aus den Eigenschaften von zusammengesetzten Zahlen. Beide Verifizierer
werden hier in Form von Pseudocode beschrieben.

Ein Verifizierer 
2LV  für { } Primzahlkeineist   und    2 nnnL N∈=  erhält als Eingabeinstanz ei-

ne Zahl N∈n  (in Binärkodierung) und einen Beweis B, der in diesem Fall ebenfalls eine Zahl
N∈B  (in Binärkodierung)  mit )()( nsizeBsize ≤  bzw. 11 −≤< nB  ist. Die Arbeitsweise von

2LV  lautet:

FUNCTION 
2LV (n : INTEGER;

             B : INTEGER) : ...;

BEGIN { 
2LV  }

  IF 11 −≤< nB             { Zeile 1 }
  THEN IF ( ) 0  mod  =Bn      { Zeile 2 }

       THEN 
2LV  := ja

       ELSE 
2LV  := nein

  ELSE 
2LV  := nein;

END   { 
2LV  };

Die Eingabe n für 
2LV  belegt k Bits mit ))(log(nOk ∈ , )(nsizek = . Die Überprüfung in Zeile

1 benötigt ( )( ) ( )kOnO =)log(  Operationen. Die Überprüfung in Zeile 2 (die Berechnung des
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Wertes ( )Bn   mod  ) kann mit ( )( ) ( )22)log( kOnO =  vielen Bitoperationen durchgeführt wer-

den; denn ( ) ( ) BBnnBn ⋅−=   DIV  mod  , und alle arithmetische Operationen benötigen nach

Satz 2.1-3 höchstens quadratisch viele Bitoperationen. Daher arbeitet 
2LV  in polynomieller

Zeit, gemessen in der Größe der Eingabe n.

Ist n keine Primzahl, dann besitzt n einen Teiler N∈a  mit 11 −≤< na . Gibt man diesen
Wert (Beweis) in 

2LV  für den Parameter B ein, so antwortet 
2LV  mit ( ) ja=anL ,

2
V .

Ist n eine Primzahl, dann teilt kein N∈a  mit 11 −≤< na  die Zahl n, d.h. für alle N∈a  mit
11 −≤< na  ist ( ) 0  mod  ≠an . Daher wird 

2LV  bei Eingabe von n und eines beliebigen Be-

weises B immer die Antwort ( ) nein=BnL ,
2

V  geben.

Insgesamt ist damit NP∈2L  gezeigt, also NP-co∈PRIMES .

Ein Verifizierer 
1LV  für { } Primzahleineist   und    1 nnnL N∈=  ist komplizierter zu konstruie-

ren und setzt die in Satz 5.5-3 beschriebene Charakterisierung von Primzahlen um.

FUNCTION 
1LV (n : INTEGER;

             B : INTEGER) : ...;

BEGIN { 
1LV  }

  IF 2=n
  THEN 

1LV  := ja

  ELSE IF (NOT ( 11 −≤< nB )) OR ( ) mod(  11 nB n ≠− )          { Zeile 1 }

       THEN 
1LV  := nein

       ELSE BEGIN
              erzeuge )1log( −≤ nk  Zahlen 1p , ..., kp  mit ( ) 213 −≤≤ npi

                                            und k Zahlen 1B , ..., kB  mit 11 −≤< ii pB

                                            für ki  ..., ,1= ;                         { Zeile 2 }

              IF NOT( ( ) 0  mod  1 ≠− ipn  für ki  ..., ,1= )         { Zeile 3 }

              THEN 
1LV  := nein

              ELSE BEGIN
                     IF ((

1LV ( ii Bp , )= ja) für ki  ..., ,1= )    { Zeile 4 }

                     THEN IF ( ( ) ) (mod 11 nB ipn ≠− )für ki  ..., ,1= ){ Zeile 5 }

                          THEN 
1LV  := ja

                          ELSE 
1LV  := nein

                     ELSE 
1LV  := nein;

                   END;
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            END;
END   { 

1LV  };

Für die Korrektkeit ist zu beachten, daß in Zeile 2 auf nichtdeterministische Weise die Menge
der Primfaktoren von 1−n  erzeugt wird. Die Werte iB  sind die zugehörigen Beweise. Die

Anzahl der Primfaktoren von 1−n  ist durch )1log( −n  beschränkt. Außerdem gilt in Zeile 2

wegen 3≥n , daß jeder Primfaktor von 1−n  die Abschätzung ( ) 223 −≤≤ npi  erfüllt. In

Zeile 4 wird also 
1LV  mit kleineren Werten rekursiv aufgerufen, deren Stellenzahl echt kleiner

als die Stellenzahl von n ist. In Zeile 3 wird geprüft, ob die erzeugten Zahlen ip  Teiler von

1−n  sind, und in Zeile 4 wird geprüft, ob die Zahlen ip  Primzahlen sind. Zeile 5 prüft Be-

dingung (ii) aus Satz 5.5-3. Es läßt sich zeigen (siehe angegebene Literatur), daß die Berech-

nung in den Zeilen 1 und 5 durch ein Laufzeitverhalten der Ordnung ( )( )3)log(nO  abgeschätzt

werden kann. Insgesamt läßt sich damit zeigen, daß die Laufzeit von 
1LV  polynomiell in

)(nsize  ist.  ///

Man hat für viele Probleme in NP-co  jedoch nicht nachweisen können, daß sie in NP liegen
(PRIMES gehört nicht dazu). Daher wird angenommen (obwohl es noch keinen Beweis dafür
gibt), daß NP-coNP ≠  gilt. Aus der Gültigkeit von NP-coNP ≠  würde übrigens folgen,
daß NPP ≠  ist, da wegen der Abgeschlossenheit der Klasse P gegenüber Komplementbil-
dung P-coP =  gilt.

Satz 5.5-5:

Gibt es eine Sprache NPC∈L  mit *Σ \ NP∈L , dann ist NP-coNP = .

Unter den Annahmen NPP ≠  und NP-coNP ≠  ergibt sich folgendes Gesamtbild der be-
schriebenen Klassen:

NP

P

NPC

NPI

co-NP
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6 Approximation von Optimierungsaufgaben

Gegeben sei das Optimierungsproblem Π :

Instanz: 1. *
ΠΣ∈x

2. Spezifikation einer Funktion ΠSOL , die jedem *
ΠΣ∈x  eine Menge zulässiger

Lösungen zuordnet

3. Spezifikation einer Zielfunktion Πm , die jedem *
ΠΣ∈x  und ( )xy Π∈SOL  den

Wert ( )yxm ,Π  einer zulässigen Lösung zuordnet

4. { }max ,min ∈Πgoal , je nachdem, ob es sich um ein Minimierungs- oder ein

Maximierungsproblem handelt.

Lösung: )(SOL* xy Π∈  mit ( ) ( ){ })(SOL | , min, * xyyxmyxm ΠΠΠ ∈=  bei einem Minimie-

rungsproblem (d.h. min=Πgoal ) bzw. ( ) ( ){ })(SOL | , max, * xyyxmyxm ΠΠΠ ∈=

bei einem Maximierungsproblem (d.h. max)=Πgoal .

Der Wert ( )*, yxmΠ  einer optimalen Lösung wird auch mit ( )xm*
Π  bezeichnet.

Im folgenden (und in den vorhergehenden Beispielen) werden Optimierungsproblemen unter-
sucht, die auf der Grenze zwischen praktischer Lösbarkeit (tractability) und praktischer Un-
lösbarkeit (intractability) stehen. In Analogie zu Entscheidungsproblemen in NP bilden diese
die Klasse NPO:

Das Optimierungsproblem Π  gehört zur Klasse NPO, wenn gilt:

1. Die Menge der Instanzen *
ΠΣ∈x  ist in polynomieller Zeit entscheidbar

2. Es gibt ein Polynom q mit der Eigenschaft: für jedes *
ΠΣ∈x  und jede zulässige Lösung

( )xy Π∈SOL  gilt ( )xqy ≤ , und für jedes y mit ( )xqy ≤  ist in polynomieller Zeit ent-

scheidbar, ob ( )xy Π∈SOL  ist

3. Die Zielfunktion Πm  ist in polynomieller Zeit berechenbar.

Alle bisher behandelten Beispiele für Optimierungsprobleme liegen in der Klasse NPO. Dazu
gehören insbesondere auch solche, deren zugehöriges Entscheidungsproblem NP-vollständig
ist.
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Den Zusammenhang zwischen den Klassen NPO und NP  beschreibt der Satz

Satz 6-1:
Für jedes Optimierungsproblem in NPO ist das zugehörige Entscheidungsproblem in
NP.

Beweis:

Der Beweis wird hier nur für ein Maximierungsproblem erbracht, für ein Minimierungspro-
blem kann man in ähnlicher Weise argumentieren.

Es sei Π  ein Maximierungsproblem in NPO (die im Beweis verwendeten Funktionen werden
in den obigen Definitionen benannt). Das zugehörige Entscheidungsproblem sei EntΠ . Hier-

bei soll bei Vorlage einer Instanz [ ]Kx,  mit *
ΠΣ∈x  und N∈K  genau dann die Entscheidung

Ent
Lx Π∈  getroffen werden, wenn ( ) Kxm ≥Π

*  ist. Um zu zeigen, daß EntΠ  in NP liegt, ist ein

Verifizierer V für EntΠ  anzugeben, der bei Eingabe einer Instanz [ ]Kx,  und eines Beweises B

diesen in polynomieller Zeit verifiziert. Ein Beweis ist hier eine Zeichenkette, die über dem
Alphabet 0Σ  gebildet wird, mit dem man auch die zulässigen Lösungen von x formuliert.

Der Verifizierer V für EntΠ  wird durch den folgenden Pseudocode gegeben:

FUNCTION V ( [ ]Kx,  : ...;

            B         : ...) : ...;

         { *
ΠΣ∈x , N∈K , *

0Σ∈B  }

BEGIN { V }

  IF ( ( )xqB ≤ ) AND ( ( )xB Π∈SOL )            { Zeile 1 }

  THEN IF ( ) KBxm ≥Π ,  THEN V := „ja“         { Zeile 2 }

                     ELSE V := „nein“
  ELSE V := „nein“;
END   { V };

Zu zeigen ist

1. V arbeitet in polynomieller Zeit, gemessen in x

2. [ ] ( ) =Σ∈⇔∈ Π xx BxBLKx
Ent

,mit  gibt  es  , *
0 V ja.
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Zu 1.: Da Π  in NPO ist, lassen sich die Berechnungen in den Zeilen 1 und 2 in polynomiel-
ler Zeit ausführen; dieses wird durch die Punkte 2. und 3. in der Definition der Klasse
NPO gesichert.

Zu 2.: Es sei [ ]
Ent

LKx Π∈, . Dann gibt es eine optimale Lösung )(SOL* xy Π∈  mit

( ) Kyxmxm ≥= ΠΠ
** ,)( . Da Π  in NPO ist, gilt ( )xqy ≤* . Bei Eingabe von [ ]Kx,

und *y  in V ergibt sich [ ]( ) =*,, yKxV ja.

Es gelte [ ]
Ent

LKx Π∉, . Dann gilt für jedes )(SOL xy Π∈ : ( ) Kxmyxm <≤ ΠΠ )(, * . Es

sei *
0Σ∈B  mit ( )xqB ≤ . Ist ( )xB Π∈SOL , dann antwortet V wegen ( ) KBxm <Π ,  in

Zeile 2 mit [ ]( ) =BKx ,,V nein. Ist ( )xB Π∉SOL , dann antwortet V wegen Zeile 1 mit

[ ]( ) =BKx ,,V nein.  ///

Analog zur Definition der Klasse P innerhalb NP läßt sich innerhalb NPO eine Klasse PO de-
finieren:

Ein Optimierungsproblem Π  aus NPO gehört zur Klasse PO, wenn es einen polynomiell

zeitbeschränkten Algorithmus gibt, der für jede Instanz *
ΠΣ∈x  eine optimale Lösung

( )xy Π∈SOL*  zusammen mit dem optimalen Wert ( )xm*
Π  der Zielfunktion ermittelt.

Offensichtlich ist NPOPO ⊆ .

Es gilt:

Satz 6-2:
Ist NPP ≠ , dann ist NPOPO ≠ .

Im Laufe dieses Kapitels wird die Struktur der Klasse NPO genauer untersucht. Im folgenden
liegen daher alle behandelten Optimierungsprobleme in NPO.

Bei Optimierungsaufgaben gibt man sich häufig mit Näherungen an die optimale Lösung zu-
frieden, insbesondere dann, wenn diese „leicht“ zu berechnen sind und vom Wert der opti-
malen Lösung nicht zu sehr abweichen. Unter der Voraussetzung NPP ≠  gibt es für ein Op-
timierungsproblem, dessen zugehöriges Entscheidungsproblem NP-vollständig ist, kein Ver-
fahren, das eine optimale Lösung in polynomieller Laufzeit ermittelt. Gerade diese Probleme
sind in der Praxis jedoch häufig von großem Interesse.
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Für eine Instanz *
ΠΣ∈x  und für eine zulässige Lösung  ( )xy Π∈SOL  bezeichnet

),()(),( * yxmxmyxD ΠΠ −=

den absoluten Fehler von y bezüglich x.

Ein Algorithmus A ist ein Approximationsalgorithmus (Näherungsalgorithmus) für Π ,

wenn er bei Eingabe von *
ΠΣ∈x  eine zulässige Lösung liefert, d.h. wenn )(SOL)( xx Π∈A

gilt. A heißt absoluter Approximationsalgorithmus (absoluter Näherungsalgorithmus),

wenn es eine Konstante k gibt mit kxxmxmxxD ≤−= ΠΠ ))(,()())(,( * AA . Das Optimie-

rungsproblem Π  heißt in diesem Fall absolut approximierbar.

Ist Π  ein Optimierungsproblem, dessen zugehöriges Entscheidungsproblem NP-vollständig
ist, so sucht man natürlich nach absoluten Approximationsalgorithmen für Π , die polyno-
mielle Laufzeit aufweisen und für die der Wert ))(,( xxD A  möglichst klein ist. Das folgende

Beispiel zeigt jedoch, daß unter der Voraussetzung NPP ≠ nicht jedes derartige Problem ab-
solut approximierbar ist. Dazu werde der folgende Spezialfall des 0/1-Rucksack-
Maximierungsproblems betrachtet:

Das ganzzahlige 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem

Instanz: 1. ),( MAI =

{ }naaA  ..., , 1=  ist eine Menge von n Objekten und N∈M  die „Rucksackkapa-

zität“. Jedes Objekt ia , ni  ..., ,1= , hat die Form ( )iii pwa ,= ; hierbei bezeich-

net N∈iw  das Gewicht und N∈ip  den Wert (Profit) des Objekts ia .

nIsize =)(

2. ( )








≤⋅==== ∑
=

n

i
iiiin MwxnixxxxI

1
1  und  ..., ,1für  1oder  0   ..., ,)(SOL

3. ( )( ) ∑
=

⋅=
n

i
iin pxxxIm

1
1  ..., ,,  für ( ) )(SOL ..., ,1 Ixx n ∈

4. goal = max

Lösung: Eine Folge **
1  ..., , nxx  von Zahlen mit

(1) nixx ii  ..., ,1für  1oder  0 ** ===

(2) ∑
=

≤⋅
n

i
ii Mwx

1

*

(3) ( )( ) ∑
=

⋅=
n

i
iin pxxxIm

1

***
1  ..., ,,  ist maximal unter allen möglichen Auswahlen

nxx  ..., ,1 , die (1) und (2) erfüllen.
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Das zugehörige Entscheidungsproblem ist NP-vollständig, so daß dieses Optimierungspro-
blem unter der Voraussetzung NPP ≠  keinen polynomiell zeitbeschränkten Lösungsalgo-
rithmus (der eine optimale Lösung ermittelt) besitzt. Es gilt sogar:

Satz 6-3:
Es sei k eine vorgegebene Konstante. Unter der Voraussetzung NPP ≠  gibt es keinen
polynomiell zeitbeschränkten Approximationsalgorithmus A für das ganzzahlige 0/1-
Rucksack-Maximierungsproblem, der bei Eingabe einer Instanz ),( MAI =  eine zuläs-

sige Lösung )(SOL)( II ∈A  berechnet, für deren absoluter Fehler

kIImImIID ≤−= ))(,()())(,( * AA   gilt.

Beweis:

Die verwendete Beweistechnik ist auch auf andere Probleme übertragbar.

Es wird angenommen, daß es (bei Vorgabe der Konstanten k) einen derartigen polynomiell
zeitbeschränkten Approximationsalgorithmus A gibt und zeigt dann, daß dieser (mit einer ein-
fachen Modifikation) dazu verwendet werden kann, in polynomieller Zeit eine optimale Lö-
sung für das ganzzahlige 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem zu ermitteln. Damit kann man
dann das zu diesem Problem gehörende Entscheidungsproblem in polynomieller Zeit lösen.
Da dieses NP-vollständig ist, folgt NPP =  (vgl. Satz 5.1-1).

Bei Annahme der Existenz von A kann ein Algorithmus A
~

 definiert werden, der folgenden-
dermaßen arbeitet:
Aus einer Eingabe einer Instanz ),( MAI =  mit ( ) ( ){ }nn pwpwA , ..., ,, 11=  für das ganzzahli-

ge 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem erzeugt A
~

 eine Instanz ),~(~ MAI =  mit

( )( ) ( )( ){ }nn pkwpkwA ⋅+⋅+= 1, ..., ,1, ~
11  (es werden dabei also lediglich alle Profite ip  durch

( ) ipk ⋅+1  ersetzt). Diese neue Instanz ),~(~ MAI =  wird in A eingegeben. A ermittelt eine ap-

proximative Lösung ( ) ( )nxxI  ..., ,~
1=A  mit ∑

=

≤⋅
n

i
ii Mwx

1

 und

( ) ( )( ) ( ) ( ) kpkxImIImIm
n

i
ii ≤⋅+⋅−=− ∑

=1

** 1~~,~~ A             (Ungleichung (*)).

A
~

 gibt die von A bei Eingabe von I~  ermittelte Lösung ( ) ( ) ( )nxxII  ..., ,~~
1== AA  mit (dem

Wert der Zielfunktion) ( )( ) ( )( )
1

~,~
~,

+
=

k
IIm

IIm
A

A  aus. Es ist ( ) )(SOL~ II ∈A . Es gilt sogar

( )( ) )(~, * ImIIm =A , d.h. A
~

 liefert in polynomieller Zeit (da A in polynomieller Zeit arbeitet)

eine optimale Lösung für die Eingabeinstanz I:
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Da ( )Im ~*  ein Vielfaches von 1+k  ist, denn jeder Profit in I~  ist ein Vielfaches von 1+k ,

kann man den Faktor 1+k  auf der linken Seite des ≤ -Zeichens in der Ungleichung (*) aus-
klammern und erhält

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) kRkpkxImIImIm
n

i
ii ≤⋅+=⋅+⋅−=− ∑

=

11~~,~~

1

** A

mit einer natürlichen Zahl R. Diese Ungleichung ist nur mit 0=R  möglich, so daß

( ) ( )( ) 0~,~~* =− IImIm A  folgt, d.h. ( )I~A  ist eine optimale Lösung für I~ .

Jede zulässige Lösung für I~  ist auch eine zulässige Lösung für I, jedoch mit dem )1( +k -

fachen Profit. Umgekehrt ist jede zulässige Lösung für I eine zulässige Lösung für I~ . Damit

folgt die Optimalität von ( )IA~  (dazu ist ( ) ( )yImIIm ,)(~, ≥A  für jedes ( )Iy SOL∈  zu zei-

gen):

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )yIm
k

yIm
k

Im
k

IIm
IIm ,

1
,~

1

~

1

~,~
~,

*

=
+

≥
+

=
+

=
A

A  für jedes ( )Iy SOL∈ .  ///

Die Forderung nach der Garantie der Einhaltung eines absoluten Fehlers ist also häufig zu
stark. Es bietet sich daher an, einen Approximationsalgorithmus nach seiner relativen Appro-
ximationsgüte zu beurteilen.

Es sei ein Π  wieder ein Optimierungsproblem und A ein Approximationsalgorithmus für Π

(siehe oben), der eine zulässige Lösung )(xA  ermittelt. Ist *
ΠΣ∈x  eine Instanz von Π , so gilt

trivialerweise ( ) ( )xmxxm *)(, Π≤A  bei einem Maximierungsproblem bzw. ( ) ( ))(,* xxmxm A≤Π

bei einem Minimierungsproblem.

Die relative Approximationsgüte )(xRA  von A bei Eingabe einer Instanz *
ΠΣ∈x  wird defi-

niert durch

( )
( ))(,

)(
*

xxm
xm

xR
AA

Π=  bei einem Maximierungsproblem

bzw.
( )

( )xm
xxm

xR *

)(,
)(

Π

=
A

A  bei einem Minimierungsproblem.

Bemerkung: Um nicht zwischen Maximierungs- und Minimierungsproblem in der Definiti-
on unterscheiden zu müssen, kann man die relative Approximationsgüte von A

bei Eingabe einer Instanz *
ΠΣ∈x  auch durch

( )
( )

( )
( ) 








=
Π

Π

xm
xxm

xxm
xm

xR *

* )(,
,

)(,
max)(

A
AA
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definieren.

Offensichtlich gilt immer )(1 xRA≤ . Je dichter )(xRA  bei 1 liegt, um so besser ist die Appro-

ximation.

Die  Aussage „ cxR ≤)(A “  mit einer Konstanten 1≥c  für alle Instanzen *
ΠΣ∈x  bedeutet bei

einem Maximierungsproblem 
( )

( ) c
xxm

xm
≤≤ Π

)(,
1

*

A
, also ( ) ( )xmcxxm *1)(, Π⋅≥A , d.h. der Ap-

proximationsalgorithmus liefert eine Lösung, die sich mindestens um c
1  dem Optimum nä-

hert. Gewünscht ist also ein möglichst großer Wert von c
1  bzw. ein Wert von c, der mög-

lichst klein (d.h. dicht bei 1) ist.

Bei einem Minimierungsproblem impliziert die Aussage „ cxR ≤)(A “ die Beziehung

( ) ( )xmcxxm *)(, Π⋅≤A , d.h. der Wert der Approximation überschreitet das Optimum um

höchstens das c-fache. Auch hier ist also ein Wert von c gewünscht, der möglichst klein (d.h.
dicht bei 1) ist.

6.1 Relativ approximierbare Probleme

Es sei 1≥r . Der Approximationsalgorithmus A für das Optimierungsproblem Π  aus NPO

heißt r-approximativer Algorithmus, wenn rxR ≤)(A  für jede Instanz *
ΠΣ∈x  gilt.

Bemerkung: Es sei A ein Approximationsalgorithmus für das Minimierungsproblem Π ,

und es gelte ( ) ( ) kxmrxxm +⋅≤ Π
*)(,A  für alle Instanzen *

ΠΣ∈x  (mit Kon-

stanten r und k). Dann ist A lediglich ( kr + )-approximativ und nicht etwa r-
approximativ, jedoch asymptotisch r-approximativ (siehe Kapitel 6.2).

Die Klasse APX besteht aus denjenigen Optimierungsproblemen aus NPO, für die es einen r-
approximativen Algorithmus für ein 1≥r  gibt.

Offensichtlich ist NPOAPX ⊆ .
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Das folgende Optimierungsproblem liegt in APX:

Binpacking-Minimierungsproblem:

Instanz: 1. [ ]naaI  , ... ,1=

naa  , ... ,1  („Objekte“) sind rationale Zahlen mit 10 ≤< ia  für i = 1, ..., n

size(I) = n

2. [ ]
[ ]













=≤
= ∑ ∈

kjaI

BB
BBI

ji Ba i

k

k  ..., 1,für  1mit     von

Zerlegung) (disjunkte  Partitioneineist   ..., , 
  ..., ,)(SOL

1

1 , d.h.

in einer zulässigen Lösung werden die Objekte so auf k „Behälter“ der Höhe 1
verteilt, daß kein Behälter „überläuft“.

3. Für [ ] )(SOL ..., ,1 IBB k ∈  ist [ ]( ) kBBIm k = ..., ,, 1 , d.h. als Zielfunktion wird die

Anzahl der benötigten Behälter definiert
4. goal = min

Lösung: Eine Partition der Objekte in möglichst wenige Teile * ..., ,1 k
BB  und (implizit) die

Anzahl *k  der benötigten Teile.

Bemerkung: Da das Laufzeitverhalten der folgenden Approximationsalgorithmen nicht von
den Größen der in den Instanzen vorkommenden Objekte abhängt, sondern nur
von deren Anzahl, kann man für eine Eingabeinstanz [ ]naaI  , ... ,1=  als Größe

den Wert size(I) = n wählen.

Das Binpacking-Minimierungsproblem ist eines der am besten untersuchten Minimierungs-
probleme einschließlich der Verallgemeinerungen auf mehrdimensionale Objekte. Das zuge-
hörige Entscheidungsproblem ist NP-vollständig, so daß unter der Voraussetzung NPP ≠
kein polynomiell zeitbeschränkter Optimierungsalgorithmus erwartet werden kann.

Der folgende in Pseudocode formulierte Algorithmus approximiert eine optimale Lösung:

Nextfit-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: [ ]naaI  , ... ,1= ,

naa  , ... ,1  („Objekte“) sind rationale Zahlen mit 10 ≤< ia  für i = 1, ..., n
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Verfahren: 11 : aB = ;

Sind iaa  ..., ,1  bereits in die Behälter jBB  ..., ,1  gelegt worden, ohne daß einer

dieser Behälter überläuft, so lege 1+ia  nach jB  (in den Behälter mit dem höch-

sten Index), falls dadurch jB  nicht überläuft, d.h. ∑ ∈
≤

jl Ba la 1  gilt; andernfalls

lege 1+ia  in einen neuen (bisher leeren) Behälter 1+jB .

Ausgabe: =)(INF  die benötigten nichtleeren Behälter [ ]kBB  ..., ,1 .

Satz 6.1-1:
Ist [ ]naaI  , ... ,1=  eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

2)( ≤IRNF , d.h. der Nextfit-Algorithmus ist 2-approximativ ( ( ) )(2)(, * ImIIm ⋅≤NF ).

Das Binpacking -Minimierungsproblem liegt in APX.

Beweis:

Interessanterweise kann man die Aussage ( ) )(2)(, * ImIIm ⋅≤NF  machen, ohne )(* Im  oder

( ))(, IIm NF  zu kennen. Dazu wird )(* Im  abgeschätzt:

Für eine Instanz I habe der Nextfit-Algorithmus k Behälter ermittelt, d.h. ( ) kIIm =)(,NF .

Die Füllhöhe im j-ten Behälter sei ju  für j = 1, ..., k. Das erste Element, das der Nextfit-

Algorithmus in den Behälter jB  gelegt hat, sei jb .

Man betrachte die beiden Behälter jB  und 1+jB  (für kj <≤1 ): Da 1+jb  nicht mehr in den

Behälter jB  paßte, gilt 11 +≤<− jjj ubu  und damit 11 >+ +jj uu . Summiert man diese 1−k

Ungleichungen auf, so erhält man
( ) ( ) ( ) 12 ... 2 ... 12113221 −>++++=++++++ −− kuuuuuuuuuu kkkk .

Auf beide Seiten werden die Füllhöhen des ersten und letzten Behälters addiert, und man er-

hält k

k

j
j uuku ++−>⋅∑

=
1

1

12 . Die Summe der Füllhöhen in den Behältern ist gleich der Sum-

me der Objekte, die gepackt wurden. Damit folgt

( ) ( ) 121212
1

1
1

1
1

+⋅≤+−+⋅=+−+⋅< ∑∑∑
===

n

i
ik

n

i
ik

k

j
j auuauuuk  und ∑

=

⋅≤
n

i
iak

1

2 .

Trivialerweise gilt ∑
=

≥
n

i
iaIm

1

* )(  (hier gilt „=“, wenn in einer optimalen Packung alle Behäl-

ter bis zur maximalen Füllhöhe 1 aufgefüllt werden). Damit ergibt sich schließlich

2)()( * ≤= ImkIRNF .  ///
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Die Grenze 2 im Nextfit-Algorithmus ist asymptotisch optimal: es gibt Instanzen I, für die
)(IRNF  beliebig dicht an 2 herankommt. Dazu betrachte man etwa eine Eingabeinstanz I mit

mn 2=  vielen Objekten, wobei m eine gerade Zahl ist: [ ]maaI 21  , ... ,= . Die Werte ia  seien

definiert durch 


 −

=
im

im
ai  geradesfür 1

 ungeradesfür 3121
. Mit dieser Instanz gilt ( ) mIIm =)(,NF

und 12)(* += mIm , so daß 
2

2)(
+

⋅=
m

m
IRNF  folgt, und dieser Wert kann für große m be-

liebig dicht an 2 herangehen.

Es gilt sogar eine genauere Abschätzung der relativen Approximationsgüte, falls die Größe
aller Objekte beschränkt ist: Mit { }niaa i  ..., ,1 | maxmax ==  ist

( ) ( )( )




≤<⋅
≤<⋅−+

≤
121 falls)(2
210 falls)(11

)(,
max

*
max

*
maxmax

aIm
aImaa

IIm NF

Zu beachten ist, daß der Nextfit-Algorithmus ein online-Algorithmus ist, d.h. die Objekte der
Reihenfolge nach inspiziert, und sofort eine Entscheidung trifft, in welchen Behälter ein Ob-
jekt zu legen ist, ohne alle Objekte gesehen zu haben. Die Laufzeit des Nextfit-Algorithmus
bei einer Eingabeinstanz der Größe n liegt in )(nO .

Eine asymptotische Verbesserung der Approximation liefert der Firstfit-Algorithmus, der
ebenfalls ein online-Algorithmus ist und bei geeigneter Implementierung ein Laufzeitverhal-
ten der Ordnung ))log(( nnO ⋅  hat:

Firstfit-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: [ ]naaI  , ... ,1= ,

naa  , ... ,1  („Objekte“) sind rationale Zahlen mit 10 ≤< ia  für i = 1, ..., n

Verfahren: 11 : aB = ;

Sind iaa  ..., ,1  bereits in die Behälter jBB  ..., ,1  gelegt worden, ohne daß einer

dieser Behälter überläuft, so lege 1+ia  in den Behälter unter jBB  ..., ,1  mit dem

kleinsten Index, in den das Objekt 1+ia  noch paßt, ohne daß er überläuft. Falls
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es einen derartigen Behälter unter jBB  ..., ,1  nicht gibt, lege 1+ia  in einen neuen

(bisher leeren) Behälter 1+jB .

Ausgabe: =)(IFF  die benötigten nichtleeren Behälter [ ]kBB  ..., ,1 .

Satz 6.1-2:
Ist [ ]naaI  , ... ,1=  eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

( ) 2)(7,1)(, * +⋅≤ ImIIm FF .

Der Beweis verwendet eine „Gewichtung“ der Objekte der Eingabeinstanz. Wegen der Länge
des Beweises muß auf die Literatur verwiesen werden.

Die Grenze 1,7 im Firstfit-Algorithmus ist ebenfalls asymptotisch optimal: es gibt Instanzen I

mit beliebig großem Wert )(* Im , für die ( ) ( )1)(7,1)(, * −⋅≥ ImIIm FF  gilt. Daher kommt

)(IRFF  asymptotisch beliebig dicht an 1,7 heran.

Zu beachten ist weiterhin, daß der Firstfit-Algorithmus kein 1,7-approximativer Algorithmus
ist, sondern nur asymptotisch 1,7-approximativ (siehe Kapitel 6.2) ist.

Eine weitere asymptotische Verbesserung erhält man, indem man die Objekte vor der Auf-
teilung auf Behälter nach absteigender Größe sortiert. Die entstehenden Approximationsalgo-
rithmen sind dann jedoch offline-Algorithmen, da zunächst alle Objekte vor der Aufteilung
bekannt sein müssen.

FirstfitDecreasing-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: [ ]naaI  , ... ,1= ,

naa  , ... ,1  („Objekte“) sind rationale Zahlen mit 10 ≤< ia  für i = 1, ..., n

Verfahren: Sortiere die Objekte naa  , ... ,1  nach absteigender Größe. Die Objekte erhalten

im folgenden wieder die Benennung naa  , ... ,1 , d.h. es gilt naa ≥≥   ... 1 .

11 : aB = ;
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Sind iaa  ..., ,1  bereits in die Behälter jBB  ..., ,1  gelegt worden, ohne daß einer

dieser Behälter überläuft, so lege 1+ia  in den Behälter unter jBB  ..., ,1  mit dem

kleinsten Index, in den das Objekt 1+ia  noch paßt, ohne daß er überläuft. Falls

es einen derartigen Behälter unter jBB  ..., ,1  nicht gibt, lege 1+ia  in einen neuen

(bisher leeren) Behälter 1+jB .

Ausgabe: =)(IFFD  die benötigten nichtleeren Behälter [ ]kBB  ..., ,1 .

Satz 6.1-3:
Ist [ ]naaI  , ... ,1=  eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

( ) 1)(5,1)(, * +⋅≤ ImIIm FFD .

Beweis:

Die Objekte der Eingabeinstanz [ ]naaI  , ... ,1=  seien nach absteigender Größe sortiert, d.h.

naa ≥≥  ... 1 . Sie werden in vier Größenordnungen eingeteilt. Dazu wird

{ }32 und    >∈= iii aIaaA ,

{ }2132 und    >≥∈= iii aIaaB ,

{ }3121 und    >≥∈= iii aIaaC  und

{ }031 und    >≥∈= iii aIaaD  gesetzt.

Der FirstfitDecreasing-Algorithmus habe eine Packung mit k Behältern ermittelt, d.h.
( ) kIIm =)(,FFD . Die Füllhöhe des j-ten Behälters jB  sei ju .

1. Fall: Es gibt mindestens einen Behälter, der nur Objekte aus D enthält.
Dann sind alle anderen Behälter, bis eventuell auf den Behälter kB  zu mindestens

32  gefüllt. Es gilt dann

( )∑ ∑∑
=

−

=

−

=

−⋅=≥+=
n

i

k

j

k

j
kji kuua

1

1

1

1

1

13232  und folglich

( ) 1)(23123)(, *

1

+⋅≤+⋅≤= ∑
=

ImakIIm
n

i
iFFD .

2. Fall: Kein Behälter enthält nur Objekte aus D.

Es sei II =~ \D. Alle Objekte in I~  haben eine Größe von mehr als 31 . Dann gilt

( ) ( )II FFDFFD =~ , da die Objekte in D noch auf die übrigen Behälter verteilt werden

können und erst dann verteilt werden, wenn alle Objekte in A, B und C verteilt sind.
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Es gilt sogar ( )( ) ( )ImIIm ~~,~ *=FFD , d.h. der FirstfitDecreasing-Algorithmus liefert

bei Eingabe von I~  eine optimale Packung:

Dazu wird das Aussehen einer optimalen Packung von I~  betrachtet:
- Es gibt At  Behältern, die nur ein einziges Objekt aus A enthalten. Objekte aus B

oder C passen dort nicht mehr hinein.
- Kein Behälter enthält 3 oder mehr Objekte.
- Es gibt t Behälter mit 2 Objekten, davon jeweils höchstens eines aus B, eventuell

beide aus C. Die Anzahl der Behälter mit 2 Objekten, von denen eines aus B und
eines aus C kommt, sei BCt ; die Anzahl der Behälter mit 2 Objekten, von denen

beide aus C kommt, sei CCt .

- Es gibt Bt  Behälter, die nur ein Objekt aus B enthalten.

- Es gibt Ct  Behälter, die nur ein Objekt aus C enthalten; 1≤Ct .

( ) CBCCBCA tttttIm ++++=~*  und CCCBC tttC +⋅+= 2 .

Bei der Abarbeitung von I~  durch den FirstfitDecreasing-Algorithmus werden zuerst
die Objekte aus BA∪  gepackt; dazu werden BBCA ttt ++  Behälter benötigt. Das er-

ste Objekt Cc ∈  kommt in den Behälter, der ein Objekt aus B enthält, und zwar das
größte Objekt Bb∈  mit 1≤+ cb . Ein Objekt aus C kommt erst dann in einen neuen
Behälter oder in einen Behälter, der bereits ein Element aus C enthält, wenn es kei-
nen Behälter gibt, der genau ein Element aus B enthält und zu dem man es legen
könnte. Daher kommen auch BCt  Objekte aus C in Behälter mit einem Element aus

B. Für die übrigen Objekte aus C benötigt der FirstfitDecreasing-Algorithmus noch

CCC tt +⋅2  Behälter. Insgesamt ergibt sich

( )( ) ( )ImtttttIIm CBCCBCA
~~,~ *=++++=FFD .

Damit ergibt sich ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )ImImIImIImIm *** ~~,~, ≤==≤ FFDFFD ; die letzte

Ungleichung folgt aus der Inklusion II ⊆~ . Das bedeutet ( )( ) ( )ImIIm *, =FFD .  ///

Auch der FirstfitDecreasing-Algorithmus kein 1,5-approximativer Algorithmus, sondern nur
asymptotisch 1,5-approximativ (siehe Kapitel 6.2).

Eine genauere Analyse des FirstfitDecreasing-Algorithmus zeigt, daß die in Satz 6.1-3 ange-
gebene Schranke 1,5 verbessert werden kann. Es läßt sich zeigen, daß für jede Instanz

[ ]naaI  , ... ,1=  des Binpacking-Minimierungsproblems die Abschätzung

( ) 4)(911)(, * +⋅≤ ImIIm FFD  gilt. Das folgende Beispiel zeigt, daß die 911 -Grenze nicht

verbessert werden kann: Man betrachte die Instanz I, die aus  mn 5=  vielen Objekten besteht,
und zwar m Objekte der Größe δ+21  mit 4010 << δ , m Objekte der Größe δ241 + , m

Objekte der Größe δ+41  und 2m Objekte der Größe δ241 − . Die Objekte dieser Instanz
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sind nach absteigender Größe sortiert. Es ist 23)(* mIm =  und ( ) 611)(, mIIm =FFD , also

( ) )(911)(, * ImIIm ⋅=FFD .

BestfitDecreasing-Algorithmus zur Approximation von Binpacking:

Eingabe: [ ]naaI  , ... ,1= ,

naa  , ... ,1  („Objekte“) sind rationale Zahlen mit 10 ≤< ia  für i = 1, ..., n

Verfahren: Sortiere die Objekte naa  , ... ,1  nach absteigender Größe. Die Objekte erhalten

im folgenden wieder die Benennung naa  , ... ,1 , d.h. es gilt naa ≥≥   ... 1 .

11 : aB = ;

Sind iaa  ..., ,1  bereits in die Behälter jBB  ..., ,1  gelegt worden, ohne daß einer

dieser Behälter überläuft, so lege 1+ia  in den Behälter unter jBB  ..., ,1 , der den

kleinsten freien Platz aufweist. Falls 1+ia  in keinen der Behälter jBB  ..., ,1  paßt,

lege 1+ia  in einen neuen (bisher leeren) Behälter 1+jB .

Ausgabe: =)(IBFD  die benötigten nichtleeren Behälter [ ]kBB  ..., ,1 .

Satz 6.1-4:
Ist [ ]naaI  , ... ,1=  eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems, so gilt

( ) 4)(9
11)(, * +⋅≤ ImIIm BFD .

Auch der BestfitDecreasing-Algorithmus nur asymptotisch 911 -approximativ (siehe Kapitel

6.2). Das obige Beispiel zeigt, daß auch für diesen Algorithmus die 911 -Grenze nicht ver-

bessert werden kann.

Die folgende Zusammenstellung zeigt noch einmal die mit den verschiedenen Approximati-
onsalgorithmen für das Binpacking-Problem zu erzielenden Approximationsgüten. In der
letzten Zeile ist dabei ein Algorithmus erwähnt, der in einem gewissen Sinne (siehe Kapitel
6.2) unter allen approximativen Algorithmen mit polynomieller Laufzeit eine optimale relati-
ve Approximationsgüte erzielt. Zu beachten ist ferner, daß im Sinne der Definition die Algo-
rithmen Firstfit, FirstfitDecreasing und BestfitDecreasing nicht r-approximativ (mit r = 1,7
bzw. r = 1,5 bzw. r = 1,22), sondern nur asymptotisch r-approximativ sind.
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Approximationsalgorithmus Approximationsgüte
Nextfit

( ) ( )( )




≤<⋅
≤<⋅−+

≤
121 falls)(2
210 falls)(11

)(,
max

*
max

*
maxmax

aIm
aImaa

IIm NF

Firstfit ( ) 2)(7,1)(, * +⋅≤ ImIIm FF

FirstfitDecreasing ( ) 1)(5,1)(, * +⋅≤ ImIIm FFD  (Satz 6.1-3)

( ) 4)(9
11)(, * +⋅≤ ImIIm FFD ;        222,1911 =

BestFitDecreasing ( ) 4)(9
11)(, * +⋅≤ ImIIm BFD

Simchi-Levi, 1994 ( ) )(5,1)(, * ImIIm ⋅≤SL

In Kapitel 6 wurde gezeigt, daß das 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem unter der Annahme
NPP ≠  nicht absolut approximierbar ist. Es gibt jedoch für dieses Problem einen 2-

approximativen Algorithmus:

Das 0/1-Rucksackproblem als Maximierungsproblem
(maximum 0/1 knapsack problem)

Instanz: 1. ),( MAI =

{ }naaA  ..., , 1=  ist eine Menge von n Objekten und 0>∈RM  die „Rucksackka-

pazität“. Jedes Objekt ia , ni  ..., ,1= , hat die Form ( )iii pwa ,= ; hierbei be-

zeichnet 0>∈ Riw  das Gewicht und 0>∈ Rip  den Wert (Profit) des Objekts ia .

nIsize =)(

2. ( )








≤⋅==== ∑
=

n

i
iiiin MwxnixxxxI

1
1  und  ..., ,1für  1oder  0 |  ..., ,)(SOL ; man

beachte, daß hier nur Werte 1oder  0 == ii xx  zulässig sind

3. ( )( ) ∑
=

⋅=
n

i
iin pxxxIm

1
1  ..., ,,  für ( ) )(SOL ..., ,1 Ixx n ∈

4. goal = max

Lösung: Eine Folge **
1  ..., , nxx  von Zahlen mit

(1) nixx ii  ..., ,1für  1oder  0 ** ===

(2) ∑
=

≤⋅
n

i
ii Mwx

1

*
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(3) ( )( ) ∑
=

⋅=
n

i
iin pxxxIm

1

***
1  ..., ,,  ist maximal unter allen möglichen Auswahlen

nxx  ..., ,1 , die (1) und (2) erfüllen.

Der Approximationsalgorithmus RUCK_APP wird hier informell beschrieben:

1. Bei Eingabe einer Instanz ),( MAI =  sortiere man die Objekte nach absteigenden Werten

ii wp . Die Objekte werden in der durch diese Sortierung bestimmten Reihenfolge bear-

beitet. Ein Objekt ia  wird dabei in den Rucksack gelegt, wenn es noch paßt; in diesem

Fall wird 1=ix  gesetzt. Paßt das Objekt ia  nicht, dann wird 0=ix  gesetzt und zum

nächsten Objekt übergegangen.
2. Es sei { }nipp i  ..., ,1 | maxmax == . Man vergleiche das Ergebnis im Schritt 1 mit der Ruck-

sackfüllung, die man erhält, wenn man nur das Objekt mit dem Gewinn maxp  allein in den

Rucksack legt. Man nehme diejenige Rucksackfüllung, die den größeren Wert der Ziel-
funktion liefert.

 Das Ergebnis des Verfahrens ist eine 0-1-Folge ( )nxxI  ..., ,)( 1=RUCK_APP  mit dem Wert

( ))(, IIm RUCK_APP  der Zielfunktion.

Satz 6.1-5:
Für jede Instanz ),( MAI =  des 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems gilt:

( ) 2)(,)(1 * ≤≤ IImIm RUCK_APP , d.h. das 0/1-Rucksack-Maximierungsproblem

liegt in APX.

Beweis:

Es sei ja  das erste Objekt, das im 1. Teil des Algorithmus RUCK_APP nicht mehr  in den

Rucksack paßt. Zu diesem Zeitpunkt hat der Rucksack eine Füllung ∑
−

=

≤=
1

1

j

i
i Mww . Es gilt

also wMw j −> . Der bisher entstandene Profit ist ∑
−

=

=
1

1

j

i
ipp .

Es werde eine modifizierte Aufgabenstellung des 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems be-
trachtet, in dem die Forderung „ 1oder  0 == ii xx “ durch „ 10 ≤≤ ix “ ersetzt ist. Für die so

modifizierte Aufgabenstellung kann im 1. Teil des Algorithmus RUCK_APP das Objekt ja

noch in den Rucksack gelegt werden, jedoch nur mit einem Anteil ( ) jj wwMx −= . Der

Rucksack ist dann gefüllt, d.h. im 1. Teil von RUCK_APP wird für die modifizierte Aufga-
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benstellung 0 ... 1 ===+ nj xx  gesetzt. Es läßt sich zeigen, daß jetzt bereits eine optimale Lö-

sung des modifizierten 0/1-Rucksack-Maximierungsproblems gefunden ist, und zwar mit ei-
nem Profit ( )( ) jjMOD pwwMpm ⋅−+= . Da jede zulässige Lösung des (ursprünglichen) 0/1-

Rucksack-Maximierungsproblems eine zulässige Lösung des modifizierten 0/1-Rucksack-

Maximierungsproblems ist, folgt ( )( ) jjj pppwwMpIm +<⋅−+≤)(*  (die letzte Unglei-

chung ergibt sich aus wMw j −> ).

Außerdem gilt { } ( ) )()(,, max *
max ImIImppp ≤≤≤ RUCK_APP .

Es werden zwei Fälle unterschieden:

1.Fall: pp j ≤

Dann gilt ( ))(,22)(* IImpIm RUCK_APP⋅≤⋅< .

2.Fall: pp j >

Dann gilt ppp j >≥max  und ( ))(,22)( max
* IImpppIm j RUCK_APP⋅≤⋅<+< .

In beiden Fällen folgt die Abschätzung ( ) 2)(,)(1 * ≤≤ IImIm RUCK_APP .  ///

Gibt man die Instanz 





























 ++= M

MMMMMM
I  ,

2
,

2
 ,

2
,

2
 ,2

2
,1

2
 mit 4>M  in den Algo-

rithmus RUCK_APP ein, so liefert er das Ergebnis 11 =x , 02 =x  und 03 =x  und den Profit

( ) 22)(, += MIIm RUCK_APP . Die optimale Lösung ist jedoch Ergebnis 0*
1 =x , 1*

2 =x

und 1*
3 =x  mit dem Profit ( ) 22* +>= MMIm . Damit ist

( ) ( )
4

8
2

4
842

4
2

22
)(,)(*

+
−=

+
−+⋅

=
+

=
+

=
MM

M
M

M
M

M
IImIm RUCK_APP .

Bei genügend großem M kommt dieser Wert beliebig dicht an 2 heran, so daß die Abschät-
zung in Satz 6.1-5 nicht verbessert werden kann.

Der folgende Satz zeigt, daß es unter der Voraussetzung NPP ≠  nicht für jedes Optimie-
rungsproblem aus NPO einen approximativen Algorithmus gibt. Dazu sei noch einmal das
Handlungsreisenden-Minimierungsproblem mit ungerichteten Graphen angegeben:
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Das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem

Instanz: 1. ( )wEVG ,,=

( )wEVG ,,=  ist ein gewichteter ungerichteter Graph mit der Knotenmenge

{ }nvvV  ..., , 1= , bestehend aus n Knoten, und der Kantenmenge VVE ×⊆ ; die

Funktion 0: ≥→ REw  gibt jeder Kante Ee ∈  ein nichtnegatives Gewicht

2. ( ) ( ) ( ) ( ){ }GvvvvvvvvTTG iiiiiiii nnn
 durchTour  eineist  , ,, ..., ,, ,, | )(SOL

113221 −
==

3. für )(SOL GT ∈ , ( ) ( ) ( ) ( )
113221

, ,, ..., ,, ,, iiiiiiii vvvvvvvvT
nnn−

= , ist die Zielfunktion

definiert durch ( ) ( ) ( )
11

,,,
1

1
ii

n

j
ii vvwvvwTGm

njj
+= ∑

−

=
+

4. min=goal

Lösung: Eine Tour )(SOL* GT ∈ , die minimale Kosten (unter allen möglichen Touren durch

G) verursacht, und ( )*,TGm .

Satz 6.1-6:
Ist NPP ≠ , so gibt es keinen r-approximativen Algorithmus für das Handlungsreisen-
den-Minimierungsproblem (mit 1≥∈ Rr ).

Ist NPP ≠ , so ist NPOAPX ⊂ .

Beweis:

Die Argumentation folgt der Idee aus dem Beweis von Satz 6-3.

Es wird angenommen, daß es bei Vorgabe des Wertes 1≥∈ Rr  einen r-approximativen Algo-

rithmus A für das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem gibt und zeigt dann, daß dieser
(mit einer einfachen Modifikation) dazu verwendet werden kann, das Problem des Hamilton-
schen Kreises in einem ungerichteten Graphen (UNGERICHTETER HAMILTONKREIS,
vgl. Kapitel 5.4) in polynomieller Zeit zu entscheiden. Da dieses NP-vollständig ist, folgt

NPP =  (vgl. Satz 5.1-1).

Das Problem des Hamiltonschen Kreises in einem ungerichteten Graphen (UNGERICHTE-
TER HAMILTONKREIS) lautet wie folgt:
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Instanz: G,
( )EVG ,=  ist ein ungerichteter Graph mit { }nvvV  , ... ,1= .

Lösung: Entscheidung „ja“, falls gilt:
G besitzt einen Hamiltonschen Kreis. Dieses ist eine Anordnung
( ))()2()1(  ..., , , nvvv πππ  der Knoten mittels einer Permutation π der Knotenindizes, so

daß für 1 , ... ,1 −= ni  gilt: ( ) Evv ii ∈+ )1()(  , ππ  und ( ) Evv n ∈)1()(  , ππ .

Es sei A ein r-approximativen Algorithmus A für das Handlungsreisenden-

Minimierungsproblem, d.h. für alle Instanzen I dieses Problems gilt ( ) )()(, * ImrIIm ⋅≤A .

Man kann 1>r  annehmen, denn für 1=r  ermittelt A bereits eine optimale Lösung. Es wird

ein Algorithmus A
~

 für UNGERICHTETER HAMILTONKREIS konstruiert, der folgenden-
dermaßen arbeitet:

Bei Eingabe eines ungerichteten Graphen ( )EVG ,=  mit { }nvvV  , ... ,1=  konstruiert A
~

 einen

vollständigen bewerteten ungerichteten Graphen ( )EVG ~,~ =  (die Knotenmenge wird beibe-

halten) mit ( ){ }VvVvvvE jiji ∈∈=  und   , ~  und der Kantenbewertung 0
~: ≥→ REw , die durch

( ) ( )


 ∈

=
sonst

, falls1
,

nr
Evv

vvw ji
ji   definiert ist. Diese Konstruktion erfolgt in polynomieller

Zeit, da höchsten ( )2nO  viele Kanten hinzuzufügen und ( )2nO  viele Kanten zu bewerten

sind. Alle Bewertungen haben eine Länge der Ordnung ( ))log(nO . Der Graph ( )EVG ~,~ =

wird in den Algorithmus A eingegeben und das Ergebnis ( )( )GGm ~,~ A  mit dem Wert nr ⋅  ver-

glichen. A
~

 trifft die Entscheidung

( ) ( )( )
( )( )




⋅>
⋅≤

=
nrGGm
nrGGm

G ~,~für 

~,~für ~
A
A

A
nein
ja

  .

Falls A ein polynomiell zeitbeschränkter Algorithmus ist, dann auch A
~

.

Besitzt G einen Hamiltonkreis (mit Länge n), dann ist ( ) nGm =~* , und ( ) =GA~ ja, da A ein r-

approximativen Algorithmus A für das Handlungsreisenden-Minimierungsproblem ist und

damit ( ) nrGmrGGm ⋅=⋅≤ )~()~(,~ *A  ist.

Besitzt G keinen Hamiltonkreis, dann enthält jeder Hamiltonkreis in G
~  mindestens eine

Kante, die mit nr ⋅  bewertet ist (da G
~  ein vollständiger Graph ist, enthält G

~  einen Hamil-

tonkreis). Damit ergibt sich ( ) nrnrnGmGGm ⋅>⋅+−≥≥ 1)~()~(,~ *A , d.h. ( ) =GA~ nein.



6.1   Relativ approximierbare Probleme 217

In beiden Fällen trifft A
~

 die korrekte Entscheidung.  ///

Das metrische Handlungsreisenden-Minimierungsproblem liegt jedoch in APX. Dieses
stellt eine zusätzliche Bedingung an die Gewichtsfunktion einer Eingabeinstanz, nämlich die
Gültigkeit der Dreiecksungleichung:

Für Vvi ∈ , Vv j ∈  und Vvk ∈  gilt ( ) ( ) ( )jkkiji vvwvvwvvw ,,, +≤ .

Auch hierbei ist das zugehörige Entscheidungsproblem NP-vollständig. Es gibt (unabhängig
von der Annahme NPP ≠ ) im Gegensatz zum (allgemeinen) Handlungsreisenden-Minimie-
rungsproblem für dieses Problem einen 1,5-approximativen Algorithmus (siehe Literatur). Es
ist nicht bekannt, ob es einen Approximationsalgorithmus mit einer kleineren relativen Ap-
proximatiosgüte gibt oder ob aus der Existenz eines derartigen Algorithmus bereits NPP =
folgt.

Hat man für ein Optimierungsproblem aus APX einen r-approximativen Algorithmus gefun-
den, so stellt sich die Frage, ob dieser noch verbessert werden kann, d.h. ob es einen t-
approximativen Algorithmus mit rt <≤1  gibt. Der folgende Satz (gap theorem) besagt, daß
man unter Umständen an Grenzen stößt, daß es nämlich Optimierungsprobleme in APX gibt,
die in polynomieller Zeit nicht beliebig dicht approximiert werden können, außer es gilt

NPP = .

Satz 6.1-7:
Es sei Π′  ein NP-vollständiges Entscheidungsproblem über *Σ′  und Π  aus NPO ein

Minimierungsproblem über *Σ . Es gebe zwei in polynomieller Zeit berechenbare Funk-

tionen **: Σ→Σ′f  und N→Σ′*:c  und eine Konstante 0>ε  mit folgender Eigen-

schaft:

Für jedes *Σ′∈x  ist ( )



∉+⋅
∈

=
Π′

Π′

Lxxc
Lxxc

xfm
für 1)(
für )(

))((*

ε
.

Dann gibt es keinen polynomiell zeitbeschränkten r-approximativen Algorithmus für Π
mit ε+< 1r , außer NPP = .

Beweis:

Angenommen, es gibt einen polynomiell zeitbeschränkten r-approximativen Algorithmus A
für Π  mit ε+< 1r . Dann kann man daraus einen polynomiell zeitbeschränkten Algorithmus
A′  für Π′  konstruieren, der genau Π′L  erkennt. Das bedeutet NPP = .
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Die Arbeitsweise von A′  wird informell beschrieben:

Bei Eingabe von *Σ′∈x  in A′  werden in polynomieller Zeit die Werte )(xf  und )(xc  be-

rechnet. Der Wert )(xf  wird in den polynomiell zeitbeschränkten r-approximativen Algo-

rithmus A für Π  eingegeben und der Näherungswert ( )( ))(),( xfxfm A  mit ( )ε+⋅ 1)(xc  ver-

glichen. A′  trifft die Entscheidung

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )




+⋅≥
+⋅<

=′
ε
ε

1)()(),(für 
1)()(),(für 

xcxfxfm
xcxfxfm

x
A
A

A
nein
ja

  .

A′  ist ein polynomiell zeitbeschränkter Entscheidungsalgorithmus. Zu zeigen ist, daß die von
A′  getroffene Entscheidung korrekt ist, d.h. daß =′ )(A x ja genau dann gilt, wenn Π′∈ Lx

ist.

Es sei Π′∈ Lx . Da A r-approximativ ist, gilt 
( )

( ) ε+<≤ 1
)(

))((),(
* r

xfm
xfxfm A

. Wegen Π′∈ Lx  ist

( ) )()(* xcxfm = . Also ist ( ) ( ) ( ) ( )εε +⋅=+⋅< 1)(1)())((),( * xcxfmxfxfm A , und

=′ )(A x ja.

Es sei Π′∉ Lx . Dann folgt ( ) ( )ε+⋅= 1)()(* xcxfm ,

( ) ( ) ( )ε+⋅=≥ 1)()())((),( * xcxfmxfxfm A  und =′ )(A x nein.

In beiden Fällen trifft A′  die korrekte Entscheidung.  ///

Bemerkung: Der Beweis von Satz 6.1-7 zeigt, daß Satz 6.1-7 gültig bleibt, wenn die dort

formulierte Voraussetzung über ( ))(* xfm  ersetzt durch die Voraussetzung

          Für jedes *Σ′∈x  ist ( )



∉+⋅≥
∈=

Π′

Π′

Lxxc
Lxxc

xfm
für 1)(
für )(

 ))((*

ε
.
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Ein entsprechender Satz gilt für Maximierungsprobleme:

Satz 6.1-8:
Es sei Π′  ein NP-vollständiges Entscheidungsproblem über *Σ′  und Π  aus NPO ein

Maximierungsproblem über *Σ . Es gebe zwei in polynomieller Zeit berechenbare

Funktionen **: Σ→Σ′f  und N→Σ′*:c  und eine Konstante 0>ε  mit folgender Ei-

genschaft:

Für jedes *Σ′∈x  ist ( )



∉−⋅
∈

=
Π′

Π′

Lxxc
Lxxc

xfm
für 1)(
für )(

))((*

ε
.

Dann gibt es keinen polynomiell zeitbeschränkten r-approximativen Algorithmus für Π
mit )1(1 ε−<r , außer NPP = .

Mit Hilfe dieser Sätze läßt sich zeigen beispielsweise, daß die Grenze r = 1,5 für einen r-
approximativen (polynomiell zeitbeschränkten) Algorithmus unter der Annahme NPP ≠  für
das Binpacking-Minimierungsproblem optimal ist:

Satz 6.1-9:
Ist NPP ≠ , dann gibt es keinen r-approximativen Algorithmus für das Binpacking-
Minimierungsproblem mit ε−≤ 23r  für 0>ε .

Beweis:

In Satz 6.1-7 übernimmt das Binpacking-Minimierungsproblem die Rolle von Π ; für Π′
wird das NP-vollständige Partitionenproblem (siehe Kapitel 5.4) genommen. Es wird definiert
durch

Instanz: [ ]naaI  , ... ,1= ,

naa  , ... ,1  sind natürliche Zahlen.

Lösung: Entscheidung „ja“ genau dann, wenn gilt:
Es gibt eine Aufteilung der Menge { }naa  , ... , 1  in zwei disjunkte Teile 1I  und

2I  mit  ∑∑
∈∈

=
21 Ia

i
Ia

i
ii

aa .

Es werden zwei Abbildungen f und c definiert, die den Bedingungen in Satz 6.1-7 genügen.
Die Abbildung f  ordnet jeder Instanz [ ]naaI  , ... ,1=  des Partitionenproblems eine Instanz

)(If  des Binpacking-Minimierungsproblems zu.
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Die Funktion c mit 2)( =Ic  für alle Instanzen I des Partitionenproblems ist trivialerweise in

polynomieller Zeit berechenbar.

Für eine Instanz [ ]naaI  , ... ,1=  des Partitionenproblems sei ∑
∈

=
Ia

i
i

aB . Es wird

( ) ( )[ ]BaBaIf n2 ..., ,2 )( 1=  definiert, falls sich dadurch eine Instanz des Binpacking-

Minimierungsproblems ergibt, d.h. falls ( ) 12 ≤Bai  für ni  ..., ,1=  gilt. Ansonsten wird

[ ]1 1, 1, )( =If  gesetzt. In jedem Fall ist )(If  eine Instanz des Binpacking-

Minimierungsproblems. Da dieses in NPO liegt und wegen Satz 2.1-3 ist )(If  in polyno-

mieller Zeit berechenbar.

Ist Π′∈ LI , d.h. I ist eine „ja“-Instanz des Partitionenproblems bzw. es gibt eine Aufteilung

der Menge { }naa  , ... , 1  in zwei disjunkte Teile 1I  und 2I  mit  ∑∑
∈∈

=
21 Ia

i
Ia

i
ii

aa , dann gilt

2Bai ≤  für ni  ..., ,1= , denn sonst könnte man I nicht in zwei gleichgroße Teile aufteilen.

Daher ist ( ) 12 ≤Bai , 2
21

Baa
Ia

i
Ia

i
ii

== ∑∑
∈∈

 und ( ) ( ) 122
21

== ∑∑
∈∈ Ia

i
Ia

i
ii

BaBa . Zur Packung

der Instanz ( ) ( )[ ]BaBaIf n2 ..., ,2 )( 1=  des Binpacking-Minimierungsproblems sind genau

2 Behälter erforderlich, d.h. ( ) ).(2)(* IcIfm == .

Ist Π′∉ LI  und ( ) ( )[ ]BaBa n2 ..., ,2 1  keine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems,

d.h. es gibt mindestens ein ia  mit ( ) 12 >Bai , dann ist [ ]1 1, 1, )( =If  und ( ) 3)(* =Ifm .

Ist Π′∉ LI  und ( ) ( )[ ]BaBa n2 ..., ,2 1  eine Instanz des Binpacking-Minimierungsproblems,

dann ist ( ) ( )[ ]BaBaIf n2 ..., ,2 )( 1=  und ( ) 3)(* ≥Ifm .

In beiden Fällen gilt ( ) 





 +⋅=⋅=≥

2
1

1)(
2
3

23)(* IcIfm .

Aus Satz 6.1-7 zusammen mit der sich dort anschließenden Bemerkung folgt, daß es keinen
polynomiell zeitbeschränkten r-approximativen Algorithmus für das Binpacking-
Minimierungsproblem mit 5.1211 =+<r  gibt, außer NPP = .  ///

6.2 Polynomiell zeitbeschränkte und asymptotische Approximationsschemata

In vielen praktischen Anwendungen möchte man die relative Approximationsgüte verbessern.
Dabei ist man sogar bereit, längere Laufzeiten der Approximationsalgorithmen in Kauf zu
nehmen, solange sie noch polynomielles Laufzeitverhalten bezüglich der Größe der Einga-
beinstanzen haben. Bezüglich der relativen Approximationsgüte r akzeptiert man eventuell
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sogar ein Laufzeitverhalten, das exponentiell von ( )11 −r  abhängt: Je besser die Approxima-

tion ist, um so größer ist die Laufzeit. In vielen Fällen kann man so eine optimale Lösung be-
liebig dicht approximieren, allerdings zum Preis eines dramatischen Anstiegs der Rechenzeit.

Es sei Π  ein Optimierungsproblem aus NPO. Ein Algorithmus A heißt polynomiell zeitbe-
schränktes Approximationsschema (polynomial-time approximation scheme) für Π , wenn
er für jede Eingabeinstanz x von Π  und für jede rationale Zahl r > 1 bei Eingabe von ( )rx,

eine r-approximative Lösung für x in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von size(x) ab-
hängt.

Mit PTAS werde die Klasse der Optimierungsprobleme in NPO bezeichnet, für die es ein
polynomiell zeitbeschränktes Approximationsschema gibt. Daß diese Klasse nicht leer ist,
zeigt das folgende Berispiel.

Partitionen-Minimierungsproblem

Instanz: 1. [ ]naaI  , ... ,1=

naa  , ... ,1  („Objekte“) sind natürliche Zahlen mit 0>ia  für i = 1, ..., n

size(I) = n
2. [ ] [ ]{ }IYYYYI   vonZerlegung) (disjunkte  Partitioneineist  ,  |  , )(SOL 2121=

3. Für [ ] )(SOL, 21 IYY ∈  ist [ ]( ) { }∑∑ ∈∈
=

21
 , max,, 21 Ya jYa i

ji
aaYYIm

4. goal = min

Lösung: Eine Partition der Objekte in zwei Teile [ ]21,YY , so daß sich die Summen der Ob-

jekte in beiden Teilen möglichst wenig unterscheiden.

Der folgende in Pseudocode formulierte Algorithmus ist ein polynomiell zeitbeschränktes
Approximationsschema für das Partitionen-Minimierungsproblem.

Polynomiell zeitbeschränktes Approximationsschema für das Partitionen-
Minimierungsproblem

Eingabe: [ ]naaI  , ... ,1= , rationale Zahl r > 1,

naa  , ... ,1  („Objekte“) sind natürliche Zahlen mit 0>ia  für i = 1, ..., n

Verfahren: VAR 1Y  : SET OF INTEGER;

    2Y  : SET OF INTEGER;
     k : REAL;
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     j : INTEGER;

BEGIN
  IF r >= 2
   THEN BEGIN
          1Y  := { }naa  ..., ,1 ;

          2Y  := { };
        END
   ELSE BEGIN

Sortiere die Objekte nach absteigender Größe; die dabei
entstehende Folge sei ( )nxx  ..., ,1 ;

k := ( ) ( ) 12 −− rr ;
{ Phase 1: }
finde eine optimale Partition [ ]21,YY  für [ ]kxx  ..., ,1 ;
{ Phase 2: }
FOR j := k+1 TO n DO

  IF ∑ ∈ 1Yx i
i

x  <= ∑ ∈ 2Yx i
i

x

  THEN 1Y  := { }jxY ∪1

  ELSE 2Y  := { }jxY ∪2

        END;

Ausgabe: [ ]21,YY .

Satz 6.2-1:
Das Partitionen-Minimierungsproblem liegt in PTAS.

Beweis:

Es ist zu zeigen, daß der angegebene Algorithmus, der mit A bezeichnet werde, bei Eingabe
einer Instanz [ ]naaI  , ... ,1=  für das Partitionen-Minimierungsproblem und einer rationalen

Zahl r > 1 eine r-approximative Lösung für I in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von n
abhängt.

Es werden [ ]naaI  , ... ,1=  und r in den angegebenen Algorithmus eingegeben. Die Ausgabe

sei [ ]21,YY . O.B.d.A. sei ∑∑ ∈∈
≥

21 Ya jYa i
ji

aa . Dann ist ( ) ∑ ∈
=

1
)(,

Ya i
i

aIIm A . Es sei )(Iw  die
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Summe aller Objekte der Eingabeinstanz I : ∑
∈

=
Ia

i
i

aIw )( , ( )2Yw  die Summe aller Objekte in

2Y : ( ) ∑
∈

=
2

2
Ya

i
i

aYw .

1. Fall: 2≥r

Dann ist ( ) 2)(,2)()(* IImIwIm A≥≥ , also ( ) )()(2)(, ** ImrImIIm ⋅≤⋅≤A .

2. Fall: 21 <≤ r
Es sei ha  das letzte zu 1Y  hinzugefügte Objekt.

Wurde ha  in Phase 1 des Algorithmus in 1Y  aufgenommen, so läßt sich

( ) )()(, * ImIIm =A  zeigen. Es wird daher angenommen, daß ha  in Phase 2 des Algo-

rithmus in 1Y  aufgenommen wurde. Es folgt nacheinander:

( ) ( )2)(, YwaIIm h ≤−A ,

( ) ( ) ( ) )()(,)(,2 2 IwIImYwaIIm h =+≤−⋅ AA  und

( ) 22)()(, haIwIIm ≤−A .

Außerdem gilt wegen der Sortierung der Objekte jh aa ≤  für kj  ..., ,1= . Diese Un-

gleichungen werden auf ha  aufsummiert zu dem Ergebnis:

( ) )(1
1

Iwaaakaak h

k

j
jhhh ≤+≤⋅+=⋅+ ∑

=

, also ( )1)( +≤ kIwah .

Es gilt ( ) ( ) 22)()(, 2YwIwIIm ≥≥A  und 2)()(* IwIm ≥ .

Insgesamt ergibt sich:
( ) ( )

r
kIw

a
Iw

Iwa
Iw

IIm
Im

IIm hh ≤
+

+≤+=
+

≤≤
1

1
1

)(
1

2)(
2)(2

2)(
)(,

)(
)(,

*

AA
;

die letzte Ungleichung folgt aus der Wahl von k, nämlich ( ) ( ) 12 −−= rrk :

 ( ) ( )12 −−≥ rrk ,  d.h. ( ) ( ) ( ) rrrrrk 1111121 >−=−−+−≥=+ .

Mit ( ) ( ) 12)( −−= rrrk  ist das Laufzeitverhalten von der Ordnung ( ))()log( rknnnO +⋅ . Der

erste Term gibt die Laufzeit zum Sortieren der Objekte der Eingabeinstanz an, der zweite
Term die Laufzeit zur Ermittlung einer optimalen Lösung für die ersten k Elemente in Phase
1. Die Laufzeit für Phase 2 ist von der Ordnung )(nO . Da ( )( )11)( −∈ rOrk  ist das Laufzeit-

verhalten bei festem r polynomiell in der Größe n der Eingabeinstanz, jedoch exponentiell in
n und ( )11 −r .  ///

Offensichtlich ist APXPTAS ⊆ . In Kapitel 6.1 wurde erwähnt, daß es unter der Annahme

NPP ≠  keinen r-approximativen Algorithmus für das Binpacking-Minimierungsproblem mit
ε−≤ 23r  für 0>ε  gibt. Daraus folgt:
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Satz 6.2-2:
Ist NPP ≠ , so gilt NPOAPXPTAS ⊂⊂ .

Es gibt in PTAS Optimierungsprobleme, die ein polynomiell zeitbeschränktes Approximati-
onsschema A zulassen, das bei Eingabe einer Instanz x von Π  und einer rationalen Zahl r > 1

eine r-approximative Lösung für x in einer Laufzeit liefert, die polynomiell von x  und

( )11 −r  abhängt.

Einen derartigen Algorithmus nennt man voll polynomiell zeitbeschränktes Approximati-
onsschema (fully polynomial-time approximation scheme). Die Optimierungsprobleme, die
einen derartigen Algorithmus zulassen, bilden die Klasse FPTAS.

In der Literatur werden Beispiele für Optimierungsprobleme genannt, die in FPTAS liegen.

Es läßt sich zeigen:

Satz 6.2-3:
Ist NPP ≠ , so gilt NPOAPXPTASFPTAS ⊂⊂⊂ .

In Kapitel 6.1 wurden mehrere Approximationsalgorithmen für das Binpacking-Minimie-

rungsproblem angegeben. Die Approximationsgüte ( ) 4)(9
11)(, * +⋅≤ ImIIm BFD  von Best-

fitDecreasing zeigt, daß man (unabhängig von der Annahme NPP ≠ ) durchaus einen Appro-
ximationsalgorithmus entwerfen kann, dessen relative Approximationsgüte unterhalb der
überhaupt für einen r-approximativen Algorithmus möglichen Untergrenze liegt. Eventuell
gibt es sogar in einem erweiterten Sinne ein polynomiell zeitbeschränktes Approximations-
schema für das Binpacking-Minimierungsproblem und andere Optimierungsprobleme. Diese
Überlegung führt auf folgende Definition:

Es sei Π  ein Optimierungsproblem aus NPO. Ein Algorithmus A heißt asymptotisches Ap-
proximationsschema für Π , wenn es eine Konstante k gibt, so daß gilt:
für jede Eingabeinstanz x von Π  und für jede rationale Zahl r > 1 liefert A bei Eingabe von
( )rx,  eine (zulässige) Lösung, deren relative Approximationsgüte )(xRA  die Bedingung

)()( * xmkrxR Π+≤A  erfüllt. Außerdem ist die Laufzeit von A für jedes feste r polynomiell in

der Größe size(x) der Eingabeinstanz.

Zur Erinnerung: die relative Approximationsgüte wurde definiert durch

( )
( ))(,

)(
*

xxm
xm

xR
AA

Π=  bei einem Maximierungsproblem

bzw.
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( )
( )xm

xxm
xR *

)(,
)(

Π

=
A

A  bei einem Minimierungsproblem.

Die Bedingung )()( * xmkrxR Π+≤A  besagt also

bei einem Maximierungsproblem:

( ) ( ) kxmrxxm ′−⋅≥ Π
*1)(,A  mit  ( ) rkxmkrkk ≤+=′ Π )(* ,

 daher ( ) ( ) rkxmrxxm −⋅≥ Π
*1)(,A

bzw.

bei einem Minimierungsproblem: ( ) ( ) kxmrxxm +⋅≤ Π
*)(,A .

Die Bezeichnung „asymptotisches Approximationsschema“ ist aus der Tatsache zu erklären,

daß für „große“ Eingabeinstanzen x der Wert )(* xmΠ  der Zielfunktion einer optimalen Lösung

ebenfalls groß ist. Daher gilt in diesem Fall  )(lim
)(

rxR
xsize

≤
∞→ A .

Die Klasse aller Optimierungsprobleme, die ein asymptotisches Approximationsschema zu-

lassen, wird mit ∞PTAS  bezeichnet.

Satz 6.2-4:

Das Binpacking-Minimierungsproblem liegt in ∞PTAS , d.h. es kann asymptotisch be-
liebig dicht in polynomieller Zeit approximiert werden (auch wenn NPP ≠  gilt).

Es gilt sogar: Es gibt ein asymptotisches Approximationsschema, das polynomiell in der
Problemgröße und in ( )11 −r  ist.

Die Klasse ∞PTAS  ordnet sich in die übrigen Approximationsklassen ein:

Satz 6.2-5:
Ist NPP ≠ , so gilt NPOAPXPTASPTASFPTAS ⊂⊂⊂⊂ ∞ .
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7 Weiterführende Konzepte

Die Analyse des Laufzeitverhaltens eines Algorithmus A im schlechtesten Fall

{ }nxxxtnT ≤Σ∈=  und |)( max)( *
AA  liefert eine Garantie (obere Schranke) für die Zeit, die

er bei einer Eingabe zur Lösung benötigt4. Für jede Eingabe *Σ∈x  mit nx =  gilt

)()( nTxt AA ≤ . Dieses Verhalten ist oft jedoch nicht charakteristisch für das Verhalten bei

„den meisten“ Eingaben. Ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P der Eingabewerte bekannt
oder werden alle Eingaben als gleichwahrscheinlich aufgefaßt, so kann man das Laufzeitver-
halten von A untersuchen, wie es sich im Mittel darstellt. Die Zeitkomplexität von A im
Mittel wird definiert als

[ ] ∫
=

⋅===
nx

avg xdPxtnxxtnT )()(|)()( AAA E .

Die Untersuchung des mittleren Laufzeitverhaltens von Algorithmen ist in den meisten Fällen
sehr viel schwieriger als die worst-case-Analyse. Trotzdem gibt es sehr ermutigende Ergeb-
nisse, insbesondere bei der Lösung einiger „klassischer“ Probleme. Der Einbau von Zufalls-
experimenten in Algorithmen hat auf dem Gebiet der Approximationsalgorithmen für Opti-
mierungsprobleme aus NPO gute Ergebnissen geliefert. In neuerer Zeit hat der Einsatz von
probabilistischen Modellen zu neuen Erkenntnissen auf dem Weg zur Lösung der P-NP-Frage
geführt.

7.1 Randomisierte Algorithmen

Im ansonsten deterministischen  Algorithmus werden als zulässige Elementaroperationen Zu-
fallsexperimente zugelassen. Ein derartiges Zufallsexperiment kann beispielsweise mit Hilfe
eines Zufallszahlengenerators ausgeführt werden. So wird beispielsweise auf diese Weise ent-
schieden, in welchem Teil einer Programmverzweigung der Algorithmus während seines
Ablaufs fortgesetzt wird. Andere Möglichkeiten zum Einsatz eines Zufallsexperiments beste-
hen bei Entscheidungen zur Auswahl möglicher Elemente, die im weiteren Ablauf des Algo-
rithmus als nächstes untersucht werden sollen.

Man nennt derartige Algorithmen randomisierte Algorithmen.

Grundsätzlich gibt es zwei Klassen randomisierter Algorithmen: Las-Vegas-Verfahren, die
stets – wie von deterministischen Algorithmen gewohnt – ein korrektes Ergebnis berechnen.

                                               
4 =)(xtA  Anzahl der Anweisungen, die von A zur Berechnung von )(xA  durchlaufen werden.
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Daneben gibt es Monte-Carlo-Verfahren, die ein korrektes Ergebnis nur mit einer gewissen
Fehlerwahrscheinlichkeit, aber in jedem Fall effizient, bestimmen. Häufig findet man bei ran-
domisierten Algorithmen einen Trade-off zwischen Korrektheit und Effizienz.

Beispiele für randomisierte Algorithmen vom Las-Vegas-Typ sind:

• Einfügen von Primärschlüsselwerten in einen binären Suchbaum: Statt die Schlüssel

nSS  ..., ,1  in dieser Reihenfolge sequentiell in den binären Suchbaum einzufügen, wird je-

weils der nächste einzufügende Schlüssel aus den restlichen, d.h. noch nicht eingefügten
Schlüsseln zufällig ausgewählt und in den binären Suchbaum eingefügt. Das Ergebnis ist
eine mittlere Baumhöhe der Ordnung ( ))log(nO

• Quicksort zum Sortieren Elementen, auf denen eine lineare Ordnung definiert ist.

Sortieren von Elementen, auf denen eine Ordnungsrelation besteht

Instanz:
naax  ..., ,1=

x ist eine Folge von Elementen der Form ( )iii infokeya  ,= ;  die Elemente sind be-

züglich ihrer key-Komponente vergleichbar, d.h. es gilt für ( )iii infokeya  ,=  und

( )jjj infokeya  ,=  die Beziehung ji aa ≤  genau dann, wenn ji keykey ≤  ist.

Lösung: Eine Umordnung [ ] [ ]nn :1:1: →π  der Elemente in x, so daß )()1(  ..., , naa ππ  nach

aufsteigenden Werten der key-Komponente sortiert ist, d.h. es gilt: )1()( +≤ ii aa ππ  für

1 ..., ,1 −= ni .

Als Randbedingung gilt, daß die Sortierung innerhalb der Folge x erfolgen soll, also insbe-
sondere nicht zusätzlicher Speicherplatz der Größenordnung )(nO  erforderlich wird (internes

Sortierverfahren).

Zur algorithmischen Behandlung wird eine Instanz x der Größe n in einem Feld a gespeichert,
das definiert wird durch

CONST n         = ...;       { Problemgröße }

TYPE  idx_bereich = 1..n;
      key_typ     = ...;     { Typ der key-Komponente             }
      info_typ    = ...;     { Typ der info-Komponente            }
      entry_typ   = RECORD
                      key  : key_typ;
                      info : info_typ
                    END;
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      feld_typ    = ARRAY [idx_bereich] OF entry_typ;

Die folgende Prozedur interchange vertauscht zwei Einträge miteinander:

PROCEDURE interchange (VAR x, y : entry_typ);
{ die Werte von x und y werden miteinander vertauscht             }

VAR z : entry_typ;

BEGIN { interchange }
  z := x;
  x := y;
  y := z;
END   { interchange };

Der Algorithmus quicksort beruht auf der Idee der Divide-and-Conquer-Methode und er-

zeugt die umsortierte Eingabe )()1(  ..., , naa ππ :

Besteht x aus keinem oder nur aus einem einzigen Element, dann ist nichts zu tun. Besteht x
aus mehr Elementen, dann wird aus x ein Element e (Pivot-Element) ausgewählt und das
Problem der Sortierung von x in zwei kleinere Probleme aufgeteilt, nämlich der Sortierung
aller Elemente, die kleiner als e sind (das sei das Problem der Sortierung der Folge x(lower)),
und die Sortierung der Elemente die größer oder gleich e sind (das sei das Problem der Sortie-
rung der Folge x(upper)); dabei wird als „Raum zur Sortierung“ die Instanz x verwendet. Zu-
vor wird e an diejenige Position innerhalb von x geschoben, an der es in der endgültigen Sor-
tierung stehen wird. Das Problem der Sortierung der erzeugten kleineren Probleme x(lower)
und x(upper) wird (rekursiv) nach dem gleichen Prinzip gelöst. Die Position, an der e inner-
halb von x in der endgültigen Sortierung stehen wird und damit die kleineren Probleme
x(lower) und x(upper) bestimmt, sind dadurch gekennzeichnet, daß gilt:

)lower( allefür  xkek ∈<  und )upper( allefür  xkek ∈≥ .

Sortieralgorithmus mit quicksort:

Eingabe: naax  ..., ,1=  ist eine Folge von Elementen der Form ( )iii infokeya  ,= ;  die

Elemente sind bezüglich ihrer key-Komponente vergleichbar, d.h. es gilt für
( )iii infokeya  ,=  und  ( )jjj infokeya  ,=  die Beziehung ji aa ≤  genau dann,

wenn ji keykey ≤  ist

VAR a : feld_typ;        { Eingabefeld                 }
    i : idx_bereich;
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FOR i := 1 TO n DO
 BEGIN
   a[i].key   := ikey ;

   a.[i].info := iinfo
 END;

Verfahren: Aufruf der Prozedur quicksort (a, 1, n);

Ausgabe: a mit a[i].key ≤ a[i + 1].key für 1 ..., ,1 −= ni

PROCEDURE quicksort (VAR a     : feld_typ;
                         lower : idx_bereich;
                         upper : idx_bereich);

     VAR  t           : entry_typ;
          m           : idx_bereich;
          idx         : idx_bereich;
          zufalls_idx : idx_bereich;

BEGIN { quicksort }
  IF lower < upper
  THEN BEGIN  { ein Feldelement zufällig aussuchen und
                mit a[lower] austauschen                          }
              zufalls_idx := lower
                             + Trunc(Random * (upper - lower + 1));
              interchange (a[lower], a[zufalls_idx]);

              t := a[lower];
              m := lower;

              FOR idx := lower + 1 TO upper DO
                  { es gilt: a[lower+1] , ..., a[m] < t und
                             a[m+1], ... a[idx-1] >= t       }
                  IF a[idx].key < t.key
                  THEN BEGIN
                         m := m+1;
                         { vertauschen von a[m] und a[idx] }
                         interchange (a[m], a[idx])
                       END;

              { a[lower] und a[m] vertauschen }
              interchange (a[lower], a[m]);

              { es gilt: a[lower], ..., a[m-1] < a[m]  und
                             a[m] <= a[m+1], ..., a[upper]  }
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              quicksort (a, lower, m-1);
              quicksort (a, m+1, upper);

            END { IF}

    END { quicksort };

Der Algorithmus stoppt, da in jedem quicksort-Aufruf ein Element an die endgültige Posi-
tion geschoben wird und die Anzahl der Elemente in den quicksort-Aufrufen in den beiden
restlichen Teilfogen zusammen um 1 verringert ist. Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus
der Invariante der FOR-Schleife.

Satz 7.1-1:
Das beschriebene Verfahren mit der Prozedur quicksort sortiert eine Folge

naax  ..., ,1=  aus n Elementen mit einer (worst-case-) Zeitkomplexität der Ordnung

( )2nO . Diese Schranke wird erreicht, wenn zufällig in jedem quicksort-Aufruf das

Pivot-Element so gewählt wird, daß die Teilfolgen x(lower) kein Element und x(upper)
alle restlichen Elemente enthalten (bzw. umgekehrt). Im Mittel ist das Laufzeitverhalten
jedoch wesentlich besser, nämlich von der Ordnung ( ))log(nnO ⋅ .

Es läßt sich zeigen, daß jedes Sortierverfahren, das auf dem Vergleich von Elementgrößen be-
ruht, eine untere Zeitkomplexität mindestens der Ordnung ( ))log(nnO ⋅  und eine mittlere

Zeitkomplexität ebenfalls mindestens der Ordnung ( ))log(nnO ⋅  hat, so daß das Verfahren mit

der Prozedur quicksort optimales Laufzeitverhalten im Mittel aufweist. Daß das Verfahren
mit der Prozedur quicksort in der Praxis ein Laufzeitverhalten zeigt, das fast alle anderen
Sortierverfahren schlägt, liegt daran, daß die „ungünstigen“ Eingaben für quicksort mit ge-
gen 0 gehender Wahrscheinlichkeit vorkommen und die Auswahl des Pivot-Elements zufällig
erfolgt.
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Beispiele für randomisierte Algorithmen vom Monte-Carlo-Typ sind die heute üblichen Prim-
zahltests, die hier informell beschrieben werden sollen (Details findet man in der angegebenen
Literatur).

Um eine natürliche Zahl 2>n  auf Primzahleigenschaft zu testen, könnte man alle Primzahlen

von 2 bis  n  daraufhin untersuchen, ob es eine von ihnen gibt, die n teilt. Wenn die Zahl n



232 7   Weiterführende Konzepte

nämlich zusammengesetzt ist, d.h. keine Primzahl ist, hat sie einen Primteiler p mit np ≤ .

Umgekehrt, falls alle Primzahlen p mit np ≤  keine Teiler von n sind, dann ist n selbst eine

Primzahl. Die Primzahlen könnte man etwa systematisch erzeugen (siehe Literatur unter dem
Stichwort „Sieb des Eratosthenes“) oder man könnte sie einer Primzahltabelle (falls vorhan-
den) entnehmen. Allerdings ist dieser Ansatz für sehr große Werte von n nicht praktikabel
und benötigt exponentiellen Rechenaufwand (in der Anzahl der Stellen von n): Die Anzahl
der Stellen )(nβ  einer Zahl 1≥n  im Zahlensystem zur Basis B ist

   )1(log1)(log)( +=+= nnn BBβ , d.h. ( ))log()( nOn ∈β . Die Anzahl der Primzahlen un-

terhalb  n  beträgt für große n nach dem Primzahlsatz der Zahlentheorie ( ) ( )21

21

ln
~

n
n

nπ ,

also ein Wert der Ordnung 







)(

2 2)(

n
O

n

β

β

. Jede in Frage kommende Primzahl muß daraufhin

untersucht werden, ob sie n teilt. Dazu sind mindestens ( )( )2)(nO β  viele Bitoperationen er-

forderlich. Daher ist der Gesamtaufwand mindestens von der Ordnung ( )2)(2)( nnO ββ ⋅ .

Durch Anwendung zahlentheoretischer Erkenntnisse hat man versucht, effiziente Primzahl-
tests zu entwickeln. Der bisher bekannte schnellste Algorithmus zur Überprüfung einer Zahl n
auf Primzahleigenschaft, der APRCL-Test, hat eine Laufzeit der Ordnung

( ) ( )( ))))g(log(log(lo)log( ncnO  mit einer Konstanten 0>c . Auch das ist keine polynomielle Laufzeit.

Es sind daher andere Ansätze für effiziente Primzahltests erforderlich. Als erfolgreich haben
sich hierbei probabilistische Algorithmen erwiesen.

Um zu testen, ob eine Zahl n eine Primzahl ist oder nicht, versucht man, einen Zeugen (wit-
ness) für die Primzahleigenschaft von n zu finden. Ein Zeuge ist dabei eine Zahl a mit

11 −≤≤ na , der eine bestimmte Eigenschaft zukommt, aus der man vermuten kann, daß n
Primzahl ist. Dabei muß diese Eigenschaft bei Vorgabe von a einfach zu überprüfen sein, und
nach Auffinden einiger weniger Zeugen für die Primzahleigenschaft von n muß der Schluß
gültig sein, daß n mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Primzahl ist. Die Eigenschaft „die Prim-

zahl p mit  np ≤≤2   ist kein Teiler von n“ ist dabei nicht geeignet, da man im allgemei-

nen zu viele derartige Zeugen zwischen 2 und  n  bemühen müßte, um sicher auf die Prim-

zahleigenschaft schließen zu können.

Es sei )(aE  eine (noch genauer zu definierende) Eigenschaft, die einer Zahl a mit

11 −≤≤ na  zukommen kann und für die gilt:
(i) )(aE  ist algorithmisch mit geringem Aufwand zu überprüfen

(ii) falls n Primzahl ist, dann trifft )(aE  für alle Zahlen a mit 11 −≤≤ na  zu

(iii) falls n keine Primzahl ist, dann trifft )(aE  für weniger als die Hälfte aller Zahlen a mit

11 −≤≤ na  zu.
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Falls )(aE  gilt, dann heißt a Zeuge (witness) für die Primzahleigenschaft von n. Dann läßt

sich folgender randomisierte Primzahltest definieren:

Eingabe: N∈n , n ist ungerade, N∈m

Verfahren: Aufruf der Funktion random_is_prime (n  : INTEGER;
                                           m : INTEGER): BOOLEAN;

Ausgabe: n wird als Primzahl angesehen, wenn random_is_prime (n, m) = TRUE
ist, ansonsten wird n nicht als Primzahl angesehen.

FUNCTION random_is_prime (n  : INTEGER;
                          m : INTEGER): BOOLEAN;

   VAR idx      : INTEGER;
       a        : INTEGER;
       is_prime : BOOLEAN;

   BEGIN { random_is_prime }
     is_prime := TRUE;

     FOR idx := 1 TO m DO
       BEGIN
         wähle eine Zufallszahl a zwischen 1 und 1−n ;
         IF ( ( )aE  trifft nicht zu)
         THEN BEGIN
                is_prime := FALSE;
                Break;
              END;
       END;

     random_is_prim := is_prime;

   END   { random_is_prime };

Der Algorithmus versucht also, m Zeugen für die Primzahleigenschaft von n zu finden. Wird
dabei zufällig eine Zahl a mit 11 −≤≤ na  erzeugt, für die )(aE  nicht zutrifft, dann wird we-

gen (ii) die korrekte Antwort gegeben. Ist n Primzahl, dann gibt der Algorithmus ebenfalls
wegen (ii) die korrekte Antwort. Wurden m Zeugen für die Primzahleigenschaft von n festge-
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stellt, kann es trotzdem sein, daß n keine Primzahl ist, obwohl der Algorithmus angibt, n sei
Primzahl. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Zahl n, die nicht Primzahl ist, m Zeugen zu fin-

den, ist wegen (iii) kleiner als ( )m21 , d.h. die Wahrscheinlichkeit einer fehlerhaften Ent-

scheidung ist in diesem Fall kleiner als ( )m21 . Insgesamt ist die Wahrscheinlichkeit einer

korrekten Antwort des Algorithmus größer als ( )m211− . Da wegen (i) die Eigenschaft )(aE

leicht zu überprüfen ist, ist hiermit ein effizientes Verfahren beschrieben, das mit beliebig ho-
her Wahrscheinlichkeit eine korrekte Antwort liefert. Diese ist beispielsweise für 20=m  grö-
ßer als  0,999999.

Die Frage stellt sich, ob es geeignete Zeugeneigenschaften )(aE  gibt. Einen ersten Versuch

legt der Satz von Fermat nahe:

Satz 7.1-2:
Ist N∈n  eine Primzahl und N∈a  eine Zahl mit 1),( =naggT , dann ist

) (mod 11 na n ≡− .

Definiert man )(aE = „ 1),( =naggT  und ) (mod 11 na n ≡− “, dann sieht man, daß (i) und (ii)

gelten. Leider gilt (iii) für diese Eigenschaft )(aE  nicht. Es gibt nämlich unendlich viele

Zahlen n, die Carmichael-Zahlen, die folgende Eigenschaft besitzen: n ist keine Primzahl,

und es ist ) (mod 11 na n ≡−  für alle a mit 1),( =naggT .  Ist n also eine Carmichael-Zahl und a

eine Zahl mit 11 −≤≤ na  und 1),( =naggT , dann ist ) (mod 11 na n ≡− . In diesem Fall gilt al-

so für alle Zahlen a mit 11 −≤≤ na  und 1),( =naggT  die Eigenschaft )(aE , und das sind

mehr als die Hälfte aller Zahlen a mit 11 −≤≤ na .

Ein zweiter Versuch zur geeigneten Definition einer Zeugeneigenschaften )(aE  erweitert den

ersten Versuch und wird durch die folgenden beiden Sätze begründet:

Satz 7.1-3:

Es sei n eine Primzahl. Dann gilt ) (mod 12 nx ≡  genau dann, wenn ) (mod 1 nx ≡  oder

) (mod 11 nnx −≡−≡  ist.

Es sei n eine Primzahl mit 2>n . Dann ist n ungerade, d.h. rn j ⋅+= 21  mit ungeradem r und

0>j  bzw. rn j ⋅=− 21 . Ist a eine Zahl mit 11 −≤≤ na , dann ist 1),( =naggT  und folglich

) (mod 11 na n ≡− . Wegen ( ) ( ) ) (mod 1
22221 11

naaa rrn jj

≡== ⋅⋅⋅− −−

 folgt mit Satz 7.1-3 (dort wird
rj

ax ⋅−

=
12  gesetzt): ) (mod 1

12 na rj

≡⋅−

 oder ) (mod 1
12 na rj

−≡⋅−

. Ist hierbei 01>−j  und
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) (mod 1
12 na rj

≡⋅−

, dann kann man den Vorgang des Wurzelziehens wiederholen: In Satz 7.1-

3 wird rj

ax ⋅−

=
22  gesetzt usw. Der Vorgang ist spätestens dann beendet, wenn rr aa

jj

=⋅−2  er-
reicht ist. Es gilt daher der folgende Satz:

Satz 7.1-4:

Es sei n eine ungerade Primzahl, rn j ⋅+= 21  mit ungeradem r und 0>j . Dann gilt für

jedes a mit 11 −≤≤ na :

Die Folge ( )rrrrr jj

aaaaa ⋅⋅− 2242  , ..., , , ,
1

 der Länge 1+j , wobei alle Werte modulo n re-

duziert werden, hat eine der Formen
( )1 ,1 ..., ,1 ,1 ,1  oder

( )1 ,1 ..., ,1 ,1 *, ..., ,* ,* − .

Hierbei steht das Zeichen „*“ für eine Zahl, die verschieden von 1 oder 1−  ist.

Wenn die in Satz 7.1-4 beschriebene Folge eine der drei Formen
( )1 ,1 ..., ,1 ,1 *, ..., ,* ,* ,

( )1 ,* ..., ,* ,* −  oder

( )* ..., *, *, ..., ,* ,*

aufweist, dann ist n mit Sicherheit keine Primzahl. Andererseits ist es nicht ausgeschlossen,
daß für eine ungerade zusammengesetzte Zahl n und eine Zahl a mit 11 −≤≤ na  die Folge

( ) naaaaa rrrrr jj

 mod  , ..., , , , 2242 1 ⋅⋅−

 eine der beiden Formen ( )1 ,1 ..., ,1 ,1 ,1  oder

( )1 ,1 ..., ,1 ,1 *, ..., ,* ,* −  hat. In diesem Fall heißt n streng pseudoprim zu Basis a. Es gilt fol-

gender Satz (Beweis siehe Literatur):

Satz 7.1-5:
Es sei n eine ungerade zusammengesetzte Zahl. Dann ist n streng pseudoprim für höch-
tens ein Viertel aller Basen a mit 11 −≤≤ na .

Eine geeignete Zeugeneigenschaften )(aE  für die Funktion

random_is_prime (n  : INTEGER;
                 m : INTEGER): BOOLEAN;
ist daher die folgende Bedingung:

)(aE = „ 1),( =naggT  und

     ) (mod 11 na n ≡−  und

     die Folge ( ) naaaaa rrrrr jj

 mod  , ..., , , , 2242 1 ⋅⋅−

 hat eine der Formen

                 ( )1 ,1 ..., ,1 ,1 ,1  oder ( )1 ,1 ..., ,1 ,1 *, ..., ,* ,* − “.
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Die Wahrscheinlichkeit einer korrekten Antwort des Algorithmus mit dieser Zeugeneigen-

schaft ist wegen Satz 7.1-5 größer als ( )m411− .

Es ist übrigens nicht notwendig, für eine große Anzahl von Zahlen a mit 11 −≤≤ na  die
Zeugeneigenschaft zu überprüfen um sicher zu gehen, daß n eine Primzahl ist: Nur eine zu-

sammengesetzte Zahl 10105,2 ⋅<n , nämlich n = 3.215.031.751, ist streng pseudoprim zu den
vier Basen a = 2, 3, 5 und 7. Für praktische Belange ist daher das Verfahren ein effizienter
Primzahltest. Untersucht man große Zahlen, die spezielle Formen aufweisen, etwa Mersenne-
Zahlen, auf Primzahleigenschaft bieten sich speziell angepaßte Testverfahren an. Schließlich
gibt es eine Reihe von Testverfahren, die andere zahlentheoretische Eigenschaften nutzen.

7.2 Modelle randomisierter Algorithmen

In Zusammenführung der obigen Ansätze mit den Modellen aus der Theorie der Berechen-
barkeit (Turingmaschinen, deterministische und nichtdeterministische Algorithmen) wurde
eine Reihe weiterer Berechnungsmodelle entwickelt. Im folgenden werden wieder Entschei-
dungsprobleme betrachtet.

Ausgehend von der Klasse P der deterministisch polynomiell entscheidbaren Probleme er-
weitert man deren Algorithmen nicht um die Möglichkeit der Verwendung nichtdetermini-
stisch erzeugter Zusatzinformationen (Beweise) wie beim Übergang zu den polynomiellen
Verifizierern, sondern läßt zu, daß bei Verzweigungen während des Ablaufs der Algorithmen
(Verzweigungen) ein Zufallsexperiment darüber entscheidet, welche Alternative für den wei-
teren Ablauf gewählt wird. Man gelangt so zu der Klasse RP (randomized polynomial time).

Es sei Π ein Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L . ΠL  liegt in RP (bzw. „Π

liegt in RP“), wenn es einen Algorithmus (RP-Akzeptor) 
ΠLA  gibt, der neben der Eingabe

*
ΠΣ∈x  eine Folge { }* 1 0, ∈τ  zufälliger Bits  liest, wobei jedes Bit unabhängig von den vor-

her gelesenen Bits ist und 21)1()0( == PP   gilt. Nach polynomiell vielen Schritten (in Ab-

gängigkeit von der Größe x  der Eingabe) kommt der Akzeptor auf die ja-Entscheidung

bzw. auf die nein-Entscheidung. Eingaben für 
ΠLA  sind also die Wörter *

ΠΣ∈x  und eine

Folge { }* 1 0, ∈τ  zufälliger Bits:
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Für jedes Π∈ Lx  ist ( )( ) 21, ≥=
Π

jaτxP LA ,

für jedes Π∉ Lx  ist ( )( ) 1, ==
Π

neinτxP LA

Man läßt also zur Akzeptanz von Π∈ Lx  einen einseitigen Fehler zu. Jedoch muß bei Π∈ Lx

der Algorithmus ΠA  bei mindestens der Hälfte aller möglichen Zufallsfolgen τ auf die ja-

Entscheidung kommen. Für die übrigen darf er auch auf die nein-Entscheidung führen. Für

Π∉ Lx  muß er aber immer die nein-Entscheidung treffen. Der einseitige Fehler kann durch

Einsatz geeigneter Replikations-Techniken beliebig klein  gehalten werden.

Da dem Akzeptor nur polynomielle Zeit zur Verfügung steht, kann er auch nur polynomiell
viele Bits der Zufallsfolge τ  lesen, so daß man annehmen kann, daß τ  aus polynomiell vie-
len Bits besteht.

Ein Beispiel für eine Sprache aus RP ist die Menge { } Primzahlkeineist   und    2 nnnL N∈=

aus Kapitel 5.5. Dort wird NP∈2L  gezeigt. Einen RP-Akzeptor 
2LA  für 2L  erhält man aus

der Funktion random_is_prim aus Kapitel 7.1. 
2LA  liest zwei Eingaben, nämlich eine Zahl

N∈n  und eine Folge { }* 1 0, ∈τ  zufälliger Bits der Länge )(nsizek = . Diese Zufallsfolge

wird als Binärkodierung einer Zufallszahl a mit 11 −≤≤ na  interpretiert (die Fälle 0=a  und
na =  sollen zur vereinfachten Darstellung hier ausgeschlossen sein). Dazu wird angenom-

men, daß es eine Funktion make_INTEGER(τ , )(nsize ) gibt, die die Zufallsfolge τ  in eine

natürliche Zahl a mit 11 −≤≤ na  umwandelt. Dann wird die Bedingung )(aE  (siehe Kapitel

7.1) überprüft und eine Entscheidung getroffen:

*
ΠΣ∈x

ja
nein)(np

nx =
Entscheidung nach

))(( npO  vielen Schritten

( )τ,xLΠ
Aτ
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FUNCTION 
2LA (n  : INTEGER;

             τ  : ...      ): ...;

   VAR a : INTEGER;

   BEGIN { 
2LA  }

     a := make_INTEGER(τ , )(nsize );

     IF ( ( )aE  trifft nicht zu)

     THEN 
2LA  := ja

     ELSE 
2LA  := nein;

END   { 
2LA  };

Ist 2Ln ∈ , d.h. n ist keine Primzahl, dann trifft nach Definition )(aE  für weniger als die

Hälfte aller Zahlen a mit 11 −≤≤ na  zu. Daher trifft )(aE  für mehr als die Hälfte aller Zah-

len a mit 11 −≤≤ na  nicht zu, und es gilt ( )( ) 21,
2

>=jaτnP LA .

Ist 2Ln ∉ , d.h. n ist eine Primzahl, dann trifft nach Definition )(aE  für alle Zahlen a mit

11 −≤≤ na  zu. Daher antwortet 
2LA  mit 

2LA  := nein.

Satz 7.2-1:
Es gilt RPP ⊆  und NPRP ⊆ .

Ob diese Inklusionen echt sind, ist nicht bekannt, vieles spricht jedoch dafür.

Beweis:

Es sei P∈ΠL , *
ΠΠ Σ⊆L . Dann gibt es einen deterministischen polynomiell zeitbeschränkten

Entscheidungsalgorithmus für ΠL . Dieser ist kann als RP-Akzeptor betrachtet werden, der

ohne Zufallsfolge auskommt. Daher gilt RP∈ΠL .

Es sei RP∈ΠL , *
ΠΠ Σ⊆L . Dann gibt es einen RP-Akzeptor 

ΠLA  für ΠL . Zu zeigen ist, daß

es auch einen Verifizierer, wie er für die Klasse NP erforderlich ist, für ΠL  gibt („NP-

Verifizierer“). Der RP-Akzeptor 
ΠLA  kann als Verifizierer angesehen werden. Bei Eingabe

von *
ΠΣ∈x  bekommt dieser als Beweis xB  eine Zufallsfolge τ . Ist Π∈ Lx , dann gibt es eine

Zufallsfolge τ  mit ( ) ja=
Π

τ,xLA  (da Π∈ Lx  und in diesem Fall ( )( ) 21, ≥=
Π

jaτxP LA

gelten, führen mindestens die Hälfte aller Zufallsfolgen auf die ja-Entscheidung). Ist Π∉ Lx ,

dann führen wegen ( )( ) 1, ==
Π

neinτxP LA  alle Zufallsfolgen auf die nein-Entscheidung.

///
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Die Zusammenführung der Konzepte des Zufalls und des Nichtdeterminismus bei polyno-
miell zeitbeschränktem Laufzeitverhalten führt auf die Klasse PCP (probabilistically check-
able proofs). Hierbei werden Verifizierer, wie sie bei der Definition der Klasse NP eingeführt
wurden, um die Möglichkeit erweitert, Zufallsexperimente auszuführen:

Es seien NN →:r  und NN →:q  Funktionen. Ein Verifizierer (nichtdeterministischer Al-

gorithmus) ΠV  heißt ( ))(),( nqnr -beschränkter Verifizierer für das Entscheidungspro-

blem Π über einem Alphabet ΠΣ , wenn er Zugriff auf eine Eingabe *
ΠΣ∈x  mit nx = , einen

Beweis *
0Σ∈B  und eine Zufallsfolge { }* 1 0, ∈τ  hat und sich dabei folgendermaßen verhält:

1. ΠV  liest zunächst die Eingabe *
ΠΣ∈x  (mit nx = ) und ( ))(nrO  viele Bits aus der Zu-

fallsfolge { }* 1 0, ∈τ .

2. Aus diesen Informationen berechnet ΠV  ( ))(nqO  viele Positionen der Zeichen von
*
0Σ∈B , die überhaupt gelesen (erfragt) werden sollen.

3. In Abhängigkeit von den gelesenen Zeichen in B (und der Eingabe x) kommt ΠV  auf die

ja- bzw- nein-Entscheidung.

Die Entscheidung, die ΠV  bei Eingabe von *
ΠΣ∈x , *

0Σ∈B  und { }* 1 0, ∈τ  liefert, wird mit

( )τ,, BxΠV  bezeichnet.

Es sei Π ein Entscheidungsproblem Π  mit der Menge *
ΠΠ Σ⊆L . ∈ΠL  PCP ( ))(),( nqnr  („ Π

liegt in der Klasse PCP ( ))(),( nqnr “), wenn es einen ( ))(),( nqnr -beschränkten Verifizierer

ΠV  gibt, der ΠL  in folgender Weise akzeptiert:

Für jedes Π∈ Lx  gibt es einen Beweis xB  mit ( )( ) 1,, ==Π jaτxBxP V ,

für jedes Π∉ Lx  und alle Beweise B gilt ( )( ) 21,, ≥=Π neinτBxP V .

*
ΠΣ∈x

ja
nein

nx =

( )τ,, BxΠV
B

τ
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Für Eingaben Π∈ Lx  gibt es also einen Beweis, der immer akzeptiert wird. Der Versuch, eine

Eingabe Π∉ Lx  zu akzeptieren, scheitert mindestens mit einer Wahrscheinlichkeit 21≥ .

Im folgenden bezeichnet )(npoly  die Klasse der Polynome. Dann gilt beispielsweise

( ) ( ))(
0

npolyTIMEnTIME
k

k ==
∞

=
UP  und ( ) ( ))(

0

npolyNTIMEnNTIME
k

k ==
∞

=
UNP .

Satz 7.2-2:
( ) ( )( ))(2)(( nrOnqNTIMEn)r(n),q ⋅⊆PCP

Beweis:

Es sei ∈ΠL  PCP ( ))(),( nqnr . Dann gibt es einen ( ))(),( nqnr -beschränkten Verifizierer ΠV

für ΠL . Aus diesem kann man auf folgende Weise einen Verifizierer ΠV~  (im Sinne der Defi-

nition einer nichtdeterministischen Turingmaschine) für ΠL  konstruieren:

Es sei *
ΠΣ∈x  mit nx =  und xB  ein Beweis. Für jede der ( ))(2 nrO  vielen Zufallsfolgen der

Länge ( ))(nrO  simuliert ΠV~  in jeweils polynomiell vielen Schritten die Berechnung des Ve-

rifizierers ΠV  und akzeptiert x genau dann, wenn ΠV  die Eingabe x für jede Zufallsfolge ak-

zeptiert. ΠV~  ist daher eine nichtdeterministische Turingmaschine, die x genau dann akzep-

tiert, wenn Π∈ Lx  gilt.  ///

Setzt man im speziellen für )(nr  und )(nq  Polynome ein, so gilt sogar:

Satz 7.2-3:
( ) ( ))(2( npolyNTIMEn)lypoly(n),po =PCP

Weiter gelten folgende Aussagen:

Satz 7.2-4:
( ) PPCP =0,0 ,

( ) NPPCP =n),poly(0 ,

( ) NPPCP =n),polyn ()log(
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Aus ( ) ( )( ))(2)(( nrOnqNTIMEn)r(n),q ⋅⊆PCP  folgt unmittelbar:

Satz 7.2-5:
( ) NPPCP ⊆1)log( ,n

Die Umkehrung dieser Aussage wird als das wichtigste Resultat der Theoretischen Informatik
der letzten 10 Jahre angesehen (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegedy, 1992). Es hat zu
zahlreichen Konsequenzen für die Nicht-Approximierbarkeit von Optimierungsaufgaben aus
NPO geführt.

Satz 7.2-6:
( ) NPPCP =1)log( ,n

„Wie man Beweise verifiziert, ohne sie zu lesen“

Das Ergebnis besagt, daß es zu jeder Menge ΠL  für ein Entscheidungsproblem Π aus NP ei-

nen Verifizierer gibt, der bei jeder Eingabe nur konstant viele Stellen des Beweises liest, die
er unter Zuhilfenahme von ( ))log(nO  vielen zufälligen Bits auswählt, um mit hoher Wahr-

scheinlichkeit richtig zu entscheiden.

Ein Beispiel für die Anwendung von Satz 7.2-6 ist der Beweis des folgenden Satzes. In ihm
wird gezeigt, daß das 3-SAT-Maximierungsproblem nicht in PTAS liegt (siehe Kapitel 6.2),
d.h. kein polynomiell zeitbeschränktes Approximationsschema besitzt, außer NPP = .

3-SAT-Maximierungsproblem

Instanz: 1. ( )VKI ,=

{ }mFFFK  ..., , , 21=  ist eine Menge von Klauseln, die aus Booleschen Varia-

blen aus der Menge { }nxxV  ..., , 1=  gebildet werden und jeweils die Form

( )
321 iiii yyyF ∨∨=  für mi  ..., ,1=  besitzen. Dabei steht 

jiy  für eine Boole-

sche Variable (d.h. li xy
j

= ) oder für eine negierte Boolesche Variable (d.h.

li xy
j

¬= )

size(I) = Anzahl der Zeichen in I
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2. =)(SOL I  Belegung der Variablen in V mit Wahrheitswerten TRUE oder FAL-

SE, d.h. SOL(I) ist eine Abbildung { }FALSETRUE  , : →Vf

3. Für )(SOL If ∈  ist ( ) =fIm ,  Anzahl der Klauseln in K, die durch f erfüllt

werden
4. goal = max

Es läßt sich ein 2-approximativer Algorithmus für das 3-SAT-Maximierungsproblem angeben
(siehe Literatur), d.h. diese Problem liegt in APX.

Satz 7.2-7:
Das 3-SAT-Maximierungsproblem liegt nicht in PTAS, d.h. es besitzt kein polynomiell
zeitbeschränktes Approximationsschema, außer NPP = .

Beweis:

Es sei LSAT = {F | F ist ein erfüllbarer Boolescher Ausdruck }.
*
BOOLESAT Σ⊆L  = {F | F ist ein Boolescher Ausdruck}, SATL  ist NP-vollständig.

Es wird eine Abbildung f definiert, die jedem *
BOOLEΣ∈F  eine Instanz ),()( VKFf =  für das

3-SAT-Maximierungsproblem zuordnet, wobei )(Ff  in polynomieller Zeit aus F berechnet

werden kann, und die folgende Eigenschaft besitzt:
Ist SATLF ∈ , dann sind alle Klauseln in K erfüllbar.

Ist SATLF ∉ , dann gibt es eine Konstante 0>ε , so daß mindestens ein Anteil der Größe

ε aller Klauseln in K nicht erfüllbar ist. Das bedeutet mit KFc =)(  für ),()( VKFf = :

( )



∉−⋅≤
∈=

=
SAT

SAT

LFFc
LFFc

Ffm
für 1)(
für )(

))((*

ε
. Mit Satz 6.1-8 folgt, daß es keinen polynomiell

zeitbeschränkten r-approximativen Algorithmus für das 3-SAT-Maximierungsproblem mit
)1(1 ε−<r  gibt, außer NPP = . Daher besitzt das 3-SAT-Maximierungsproblem kein poly-

nomiell zeitbeschränktes Approximationsschema.

Da SATL  NP-vollständig ist, gibt es für SATL  nach Satz 7.2-6 einen ( )1),log(n -beschränkten

Verifizierer SATV . In SATV  werden eine Formel F mit nFsize =)( , ein Beweis B und eine Zu-

fallsfolge τ  eingegeben. Man kann annehmen, daß das Alphabet, mit dem Beweise formuliert
werden, das Alphabet { }1 0, 0 =Σ  ist, d.h. jeder Beweis B ist eine 0-1-Folge. Man kann wei-

terhin annehmen, daß SATV  genau 2>q  Zeichen von B erfragt (auch wenn nicht alle Zeichen

des Beweises zur Verifikation benötigt werden). Da höchstens )log(nc ⋅  Bits (mit einer Kon-



7.2   Modelle randomisierter Algorithmen 243

stanten c) aus τ  und dann q Positionen in B gelesen werden, brauchen nur Beweise betrachtet

zu werden, die nicht länger als cnc nqq ⋅=⋅ ⋅ )log(2  sind.

Es wird eine Menge V von Booleschen Variablen definiert: Für jede Position eines Beweises

wird eine Boolesche Variable in V aufgenommen, d.h. { }kxxxxV   ...,  , , , 321=  mit cnqk ⋅= .

V enthält polynomiell viele Variablen und ist in polynomieller Zeit aus F konstruierbar. Zwi-
schen den Belegungen der Variablenmenge V und den Werten eines Beweises B besteht eine
bijektive Abbildung g: Der Wert der j-ten Variablen jx  ist genau dann jx = TRUE, wenn B an

der j-ten Position den Wert 1=jb hat. Mit ( )jxg  werde der Wert an der j-ten Position in B be-

zeichnet; entsprechend sei ( )jbg
1−

 der Wert der j-ten Variablen in V. Die Abbildung g werde

auf Literate jx¬  durch ( ) ( )jj xgxg =¬  erweitert.

Für die Zufallsfolge τ  seien die q Positionen, die in einem Beweis erfragt werden, die Posi-
tionen 1τ , ..., qτ . Mit einigen der möglichen Wert-Kombinationen an diesen Positionen

kommt SATV  bei Auswertung zur ja-Entscheidung, mit anderen kommt SATV  zur nein-

Entscheidung. Mit τA  wird die Menge derjenigen 0-1-Kombinationen bezeichnet, für die

SATV  zur nein-Entscheidung kommt. Offensichtlich ist qqA 20 =Σ≤τ . Für jedes

( ) τAbb q ∈ ..., ,1  wird eine Formel ( )
q

yy ττ ∨∨  ... 
1

 gebildet mit 




=¬
=

=
1für 
0für 

i

i

bx
bx

y
i

i

i
τ

τ
τ .

Es sei eine Belegung der Variablen in V gegeben. Dann gilt:

(*) Unter dieser Belegung hat die Formel ( )
q

yy ττ ∨∨  ... 
1

, die aus ( ) τAbb q ∈ ..., ,1  gebildet

wurde, genau dann den Wert TRUE, wenn ( ) ( )( ) ( )qbbygyg
q

 ..., , ..., , 11
≠ττ  ist.

Denn ( )
q

yy ττ ∨∨  ... 
1

 hat genau dann den Wert TRUE, wenn mindestens eines der Literale den

Wert TRUE besitzt, etwa TRUE=
j

yτ . Im Fall 
jj

xy ττ =  bedeutet dieses (nach Definition von

j
yτ ) 0=jb  und ( ) 1=

j
yg τ , im Fall 

jj
xy ττ ¬=  ist FALSE=

j
xτ , d.h. ( ) 0=

j
yg τ , und 1=jb .

Alle so entstehenden Formeln (für alle Zufallsfolgen τ ) bilden die Formelmenge K ′ . Diese

enthält höchstens cqqnc n222 )log( =⋅⋅  viele Formel. Alle Formeln der Menge K ′  lassen sich so
in Klauseln umformen, daß jede neue Klausel genau 3 Literale enthält. Gilt 3=q , haben alle

Formeln ( )
q

yy ττ ∨∨  ... 
1

 bereits die gewünschte Form. Für 3>q  werden für jede Formel

( )
q

yyG ττ ∨∨=  ... 
1

 3−q  neue Variablen 3,1,  ..., , −qGG zz eingeführt und G durch

( )1, 
21 Gzyy ∨∨ ττ , ( )2,1,  

3 GG zyz ∨∨¬ τ , ..., ( )3,4,  
2 −− ∨∨¬

− qGqG zyz
qτ , ( )

qq
yyz qG ττ ∨∨¬

−−  
13,  er-
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setzt. G ist genau dann erfüllbar, wenn alle so entstandenen Formeln erfüllbar sind. Die Va-
riablenmenge V wird um die neu hinzugenommen Variablen erweitert; entsprechend wird
unter einer Belegung ( ) 1, =jGzg  genau dann gesetzt, wenn TRUE=jGz ,  ist.

Diese eventuell erweiterte Klauselmenge bildet die Menge K. Es ist ( ) KqK ′⋅−≤ 2 , und

auch V behält eine polynomielle Größe.

Die Berechnung von ),()( VKFf =  erfolgt in polynomieller Zeit.

Ist SATLF ∈ , dann gibt es einen Beweis FB , so daß der Verifizierer SATV  für jede Zufallsfol-

gen τ  die Entscheidung ( ) ja=τ,, FSAT BFV  trifft, denn ( )( ) 1,, ==jaτFSAT BFP V . Ist für ei-

ne Zufallsfolgen τ  die definierte Menge ∅=τA , so wurde keine Formel in K ′  bzw. K auf-

genommen. Ist ∅≠τA  und sind 1τ , ..., qτ  die Positionen in FB , die von SATV  aufgrund der

Zufallsfolge τ  erfragt werden, etwa mit den Werten qaa  ..., ,1 , dann wird





=
=

=
0für 
1für 

i

i

a
a

x
i FALSE

TRUE
τ  gesetzt. Es sei ( ) τAbb q ∈ ..., ,1  mit der dazu gebildeten Formel

( ) Kyy
q

′∈∨∨ ττ  ... 
1

. Dann ist ( ) ( )qq bbaa  ..., , ..., , 11 ≠ , denn ( )qaa  ..., ,1  führt auf eine ja-

Entscheidung, und alle ( ) τAbb q ∈ ..., ,1  führen auf eine nein-Entscheidung. An mindestens ei-

ner Position, etwa an der Position j ist jj ba ≠ . Ist 0=jb , dann ist 1=ja . Das Literal

jj
xy ττ =  wurde auf TRUE gesetzt. Ist 1=jb , dann ist 0=ja . Das Literal 

jj
xy ττ ¬=  wurde

auf TRUE gesetzt. In beiden Fällen ist ( )
q

yy ττ ∨∨  ... 
1

 erfüllt. Das zeigt, daß alle Klauseln in

K ′  und damit alle Klauseln in K erfüllbar sind und damit ( ) )()(* FcKFfm ==  gilt.

Ist SATLF ∉ , dann gilt für jeden Beweis B, daß der Verifizierer SATV  für mindestens die

Hälfte aller cnc n=⋅ )log(2  Zufallsfolgen die Entscheidung ( ) nein=τ,,BFSATV  trifft, denn für

jeden Beweis B ist in diesem Fall ( )( ) 21,, ≥= neinτBFP SATV . Es sei eine Belegung von V

gegeben, der mittels g zugehörige Beweis sei B. τ  sei eine der 22 )log( nc⋅  Zufallsfolgen, die

auf die nein-Entscheidung führen. Die Positionen in B, die von SATV  aufgrund der Zufalls-

folge τ  erfragt werden, seien 1τ , ..., qτ , die Werte an diesen Positionen in B seien qaa  ..., ,1 .

Dann ist nach Definition ( ) τAaa q ∈ ..., ,1 . Die aus ( )qaa  ..., ,1  gebildete Formel ( )
q

yy ττ ∨∨  ... 
1

hat wegen (*) den Wert FALSE. Für 3>q  wurde durch obige Konstruktion die Formel

( )
q

yy ττ ∨∨  ... 
1

 durch 3−q  Formeln ersetzt. Es läßt sich zeigen, daß im vorliegenden Fall

mindestens eine dieser Formeln den Wert FALSE trägt, unabhängig davon, wie die dort ent-

haltenen neuen Variablen jGz ,  belegt sind. Zu jeder der  22 )log( nc⋅  Zufallsfolgen, die auf die
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nein-Entscheidung führen, gibt es also mindestens eine Formel in K, die nicht erfüllt ist. Da-
her beträgt der Anteil nichterfüllbarer Klauseln mindestens

( ) ( )( ) ( )( )1)log()log()log( 221222222 +⋅+⋅⋅ ⋅−=⋅−⋅≥⋅ qncqncnc qqK .

Mit ( )( )1221 +⋅−= qqε  folgt die Behauptung.  ///
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8 Übungsaufgaben

Im folgenden werden Übungsaufgaben zu den einzelnen Kapiteln bereitsgestellt. Einige der
Übungsaufgaben werden in der Veranstaltung behandelt. Aufgaben, die eventuell einiges
Nachdenken und Nachschlagen in der Fachliteratur erfordern, sind mit dem Zeichen ¤  ge-
kennzeichnet.

Aufgabe 1.1.1: Es sei { }  , , cba=Σ . Bestimmen Sie 3Σ  und *Σ .

Aufgabe 1.1.2: Es sei a ein Buchstabe eines endlichen Alphabets. Bestimmen Sie { }+
  2a

und { } { }    3*7 aa ⋅ .

Aufgabe 1.1.3: Es seien A und B Mengen. Zeigen Sie: ( ) *** AA = , ( ) ( )**** BABA ⋅=∪

und { }ε=∅* .

Aufgabe 1.1.4: Können *L  bzw. +L  jemals die leere Menge sein? Unter welchen Umstän-
den sind *L  bzw. +L  endliche Mengen?

Aufgabe 1.1.5: Es seien A und B Mengen. Beweisen oder widerlegen Sie durch ein ent-
sprechendes Gegenbeispiel die Behauptungen

( ) *** BABA ∪=∪ , ( ) ( )** AABAAABA ∪⋅⋅=⋅∪⋅

Aufgabe 1.1.6:  ¤  Für ein endliches Alphabet { }naa  ..., ,1=Σ  kann man die Wörter aus *Σ

in lexikographischer Reihenfolge durchnumerieren (siehe Kapitel 1.1). Welche Nummer
enthält in dieser Numerierung das Wort 

kii aa  ... 
1

 der Länge k? Überlegen Sie sich die Lö-

sung der Aufgabe zunächst für eine zweielementige Menge { }1 0, =Σ .

Aufgabe 1.1.7: ¤  Zeigen Sie, daß die Menge der rationalen Zahlen gleichmächtig mit der
Menge der natürlichen Zahlen ist. Zur Erinnerung: Man kann die rationalen Zahlen durch

{ } ( ){ }00  und  |  ,  und    >> ∈∈=∈∈= NZNZQ trtrtrt
r  definieren.
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Aufgabe 1.1.8: Zeigen Sie: Die Mächtigkeit einer unendlich abzählbaren Menge ändert
sich nicht, wenn man endlich viele Elemente entfernt.

Aufgabe 1.1.9: ¤  Zeigen Sie: Die Vereinigung abzählbar vieler abzählbarer Mengen ist
wieder abzählbar.

Aufgabe 1.1.10: Es seien RN →:f  und RN →:g  zwei Funktionen. Zeigen Sie:

( ) ( ) ( ))()()()( ngnfOngOnfO ⋅⊆⋅ ,

( ) ( ))()()()( ngOnfngnfO ⋅⊆⋅  und

( ) ( ) ( ))()()()( ngnfOngOnfO +⊆+ .

Aufgabe 2.1.1: Geben Sie eine Turingmaschine mit 2 Bändern und dem Eingabealphabet
{ }1 0, =I  durch ihre Überführungsfunktion an, die zunächst das (neue) Zeichen # auf das

2. Band schreibt und dann das Eingabewort vom 1. Band auf das 2. Band kopiert.

Aufgabe 2.1.2: Geben Sie eine Turingmaschine mit dem Eingabealphabet { }1 0, =I  durch

ihre Überführungsfunktion an, die das Eingabewort auf dem 1. Band dupliziert, d.h. steht
das Wort naaw  ... 1=  im Startzustand auf dem Eingabeband, so steht dort abschließend

das Wort nn aaaaww  ...  ... 11= .

Aufgabe 2.1.3: ¤  Geben Sie eine Turingmaschine TM mit { }N∈= ncbaTML nnn  | )(  an.

Welche Speicherplatzkomplexität hat Ihre Turingmaschine?

Aufgabe 2.1.4: Beschreiben Sie die Arbeitsweise einer Turingmaschine, die die Funktion

( )



+→
→×

mnmn
f

 ,
:

NNN
 berechnet. Die Eingabe dieser Turingmaschine auf dem 1. Band

habe die Form )()#( mbinnbin , wobei # ein von 0 und 1 verschiedenes Zeichen ist. Am

Ende der Berechnung soll auf dem Ausgabeband )#( mnbin +  stehen.

Aufgabe 2.2.1: Zeigen Sie, daß das in der Vorlesung behandelte RAM-Programm P zur
Akzeptanz von
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{ }{ } en2'der  Anzahlder  gleichist  en1'der  Anzahl die und 2 1,  |  )( *∈= wwPL  folgende

Zeit- und Platzkomplexität hat:

uniformes Kostenkriterium logarithmisches Kostenkriterium
Zeitkomplexität )(nO ))log(( nnO ⋅

Platzkomplexität )1(O ))(log(nO

Aufgabe 2.2.2: ¤  Die folgende Pascal-Prozedur berechnet bei Eingabe einer Zahl 0>n

den Wert 122 −=
n

c .

PROCEDURE zweier_potenz (    n : INTEGER;
                         VAR c : INTEGER);

VAR idx : INTEGER;

BEGIN {zweier-potenz }
  idx := n; { Anweisung 1 }
  c   := 2; { Anweisung 2 }
  WHILE idx > 0 DO { Anweisung 3 }
    BEGIN
      c   := c*c; { Anweisung 4 }
      idx := idx - 1; { Anweisung 5 }
    END;
  c := c - 1; { Anweisung 6 }
END   { zweier-potenz };

Man könnte sich die Prozedur als in ein RAM-Programm umgesetzt denken. Dieses hätte
dann nicht 6, sondern 6⋅c  viele Anweisungen mit einer Konstanten 0>c . Anstatt die
Kosten des entsprechenden RAM-Programms zu ermitteln, kann man dieses auch gleich
für die Pascal-Prozedur machen, wenn man ohnehin nur an der Größenordnung der Kom-
plexität interessiert ist. Beim uniformen Kostenkriterium zählt man dabei die Anzahl aus-
geführter Pascal-Anweisungen; beim logarithmischen Kostenkriterium berücksichtigt
man die Stellenzahl der in den beteiligten Variablen gespeicherten Werte. Enthält die Va-
riable idx beispielsweise den Wert m, so verursacht die einmalige Ausführung der An-
weisung idx:=idx-1 Kosten der Ordnung ( ))log(mO . Enthält die Variable c den Wert

k, so verursacht die einmalige Ausführung der Anweisung c:=c*c Kosten der Ordnung
( ))log(kO .

(a) Bestimmen Sie die Kosten der Ausführung der Prozedur bei Eingabe von n nach dem
uniformen Kostenkriterium. Was fällt Ihnen auf?
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(b) Bestimmen Sie die Kosten der Ausführung der Prozedur bei Eingabe von n nach dem
logarithmischen Kostenkriterium.

(c) Falls die Laufzeit eines Verfahrens nicht nur von der Anzahl der Eingabeparameter,
sondern auch von deren numerischen Werten abhängt, dann nimmt man als Meßgrö-
ße für die Laufzeitkomplexität die Anzahl der Binärstellen, die benötigt werden, um
die Eingabeparameter darzustellen (oder einen Wert, der proportional hierzu ist).
Man wendet dann das uniforme Kostenkriterium an. Im vorliegenden Fall kann man
als Größe der Eingabe den Wert ( ) 1log2 += nk . Welche Laufzeitkomplexität hat

die Pascal-Prozedur unter diesen Voraussetzungen? Wie verbindet sich das Ergebnis
mit den Resultaten aus (a) und (b)?

Aufgabe 2.2.3: ¤  Entwerfen Sie ein RAM-Programm mit einer Zeitkomplexität der Ord-

nung ( ))log(nO  unter dem uniformen Kostenkriterium zur Berechnung von nn .

Aufgabe 2.6.1: In der Vorlesung wird eine 3-NDTM zur Lösung des Partitionenproblems
mit ganzzahligen Eingabewerten angegeben. Das Partitionenproblem ist folgendes Ent-
scheidungsproblem:

Instanz: { }naaI  ..., ,1=

I  ist eine Menge von n natürlichen Zahlen.

Lösung: Entscheidung „ja“, falls es eine Teilmenge { }nJ  ..., 1, ⊆  mit ∑∑
∉∈

=
Ji

i
Ji

i aa  gibt

(d.h. wenn sich die Eingabeinstanz in zwei Teile zerlegen läßt, deren jeweilige
Summen gleich groß sind).
Entscheidung „nein“ sonst.

Für eine Instanz { }naaI  ..., , 1=  sei ∑
=

=
n

i
iaB

1

. Falls B ungerade ist, lautet die Entschei-

dung für I „nein“, also kann B im folgenden als gerade angenommen werden. Es wird ein
Boolescher Ausdruck [ ]jiT ,  definiert durch

[ ] TRUE , =jiT  genau dann, wenn es eine Teilmenge von { }iaa  ..., , 1  gibt, deren Elemente

sich auf genau j aufsummieren.

(a) Welche Wahrheitswerte haben [ ]0,1T , [ ]1,1 aT  und [ ]jT ,1  für 0≠j  und 1aj ≠ ?

(b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen der ja/nein-Entscheidung für eine Instanz
{ }naaI  ..., ,1=  und dem Wert [ ]2/, BnT ?

(c) Zeigen Sie: [ ] TRUE , =jiT  genau dann, wenn entweder [ ] TRUE ,1 =− jiT  oder wenn

jai ≤  und [ ] TRUE=−− iajiT ,1  ist.
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(d) Es sei I = {1, 9, 5, 3, 8 }. Berechnen Sie [ ]jiT ,  für ni  ..., ,1=  und 2 ..., ,0 Bj = .

(e) Entwickeln Sie einen deterministischen Algorithmus, der bei Eingabe einer Instanz
{ }naaI  ..., ,1=  für das Partitionenproblem eine ja/nein-Entscheidung trifft und dabei

eine Anzahl von Anweisungen der Größenordnung )( BnO ⋅  ausführt. Warum han-

delt es sich hierbei nicht um einen Algorithmus, dessen Laufzeit polynomiell in der
Größe der Eingabe ist?

Aufgabe 2.6.2: Zeigen Sie, daß die folgenden Funktionen NN →:iS  platzkonstruierbar

sind, indem Sie deterministische Turingmaschinen angeben, die bei Eingabe eines Wortes
der Länge n ein spezielles Symbol in die )(nSi -te Zelle eines ihrer Bänder schreibt, ohne

jeweils mehr als )(nSi  viele Zellen auf allen Bändern zu verwenden.

(a) 2
1 )( nnS =

(b) 1)( 23
2 +−= nnnS

(c) nnS 2)(3 =

(d) !)(4 nnS =

Aufgabe 2.6.3: ¤  Zeigen Sie:
Wird L von einer k-NDTM ( )acceptqqbIQTM ,,,,,, 0δΣ=  mit Zeitkomplexität )(nT  ak-

zeptiert, dann wird L von einer 1-NDTM MT ′  mit Zeitkomplexität der Ordnung

( ))(2 nTO  akzeptiert. Wie läßt sich das Ergebnis auf deterministische Turingmaschinen

übertragen?

Aufgabe 3.1.2: Zeigen Sie, daß die folgenden Mengen entscheidbar sind. Dabei werden
natürliche Zahlen in die entsprechenden Turimgmaschinen in Binärkodierung eingegeben.

(a) { }N∈nn  |  2

(b) { }N∈nn  | 2 

(c) { }qpqpnnnn  und  hlenmit Primza 2 und 2 , |  +=≥∈ N ; ist die Menge

{ }qpqpnnnn  und  hlenmit Primza 2 und 2 , |  −=≥∈ N  entscheidbar?

Aufgabe 3.1.3: Zeigen Sie:
(a) Die Menge

{ } { }
( )

{ }*
**

# 1, 0, 
 und )(_

 ,1 0,  ,1 0, 
 #)( ⊆













∈=
∈∈

==
w

uni
KLuwTMEVERIFIZIER

wu
wuUTMLL

TRUE
 ist

rekursiv aufzählbar.
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(b) Die Menge { }* 1 0,  \ dL  ist nicht entscheidbar; hierbei ist dL  die in der Vorlesung de-

finierte Menge ( ){ }
iwiid KLwwwwL ∉==  und  | .

(c) Die Menge uniL  aus Aufgabe (a) ist nicht entscheidbar.

Aufgabe 3.1.4: ¤  Zeigen Sie:
Die Menge

{ } ( ){ }arentscheidbnicht ist   und )(_ ,1 0,  *
wne KLwTMEVERIFIZIERwwL TRUE=∈=

ist nicht rekursiv aufzählbar. Gehen Sie dabei vor wie im Beweis zu

( ){ }ar entscheidbist   |  we KLwL = . Zu gegebenen { }*1 0, ∈u  und { }*1 0, ∈w  mit

VERIFIZIERE_TM(w) = TRUE entwerfen Sie eine Turingmaschine wuTM ,  mit

 ( ) { } { } ( )
( )




∉
∈

=
wuni

w
wu KLuL

KLu
TML

 falls
 falls1 0, #1 0, **

, .

Aufgabe 3.1.5: Es sei Σ  ein endliches Alphabet und *Σ⊆L  rekursiv aufzählbar. Zeigen

Sie, daß dann HLL ≤  gilt. Wie kann man diese Aussage interpretieren?

Aufgabe 3.1.6: Es sei Σ  ein endliches Alphabet und *Σ⊆L  entscheidbar. Für die Menge
*Σ⊆M  gelte ∅≠M  und *Σ≠M . Zeigen Sie, daß dann ML ≤  gilt. Wie kann man die-

se Aussage interpretieren?

Aufgabe 3.1.7: Formalisieren Sie die folgenden umgangssprachlichen Feststellungen und
beweisen Sie die entsprechenden Aussagen:
(a) Es ist nicht entscheidbar, ob ein beliebiges Programm (in einer realen Programmier-

sprache) für eine Eingaben in eine unendliche Schleife läuft.
(b) Es ist nicht entscheidbar, ob ein beliebiges Programm (in einer realen Programmier-

sprache) überhaupt eine Ausgabe erzeugt.

Aufgabe 4.1.1: Geben Sie eine Grammatik zur Erzeugung der Sprache ( )***10  an.

Aufgabe 4.3.1: Zeigen Sie, daß die Sprache { }0 | 0 2 ≥= iL
i

 kontextsensitiv ist.
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Aufgabe 4.4.1: Zeigen Sie, daß die Sprache { }0 | 0 2 ≥= iL
i

 nicht kontextfrei ist.

Aufgabe 4.4.2: Es seien a, b und c paarweise verschiedene Symbole. Welche der folgen-
den Sprachen sind kontextfrei? Begründen Sie Ihre Antwort.

(a) { }NN ∈∈ ikcba ikk  , |  
(b) { }kjjikjicba kji >>∈∈∈ oder    , , , |  NNN
(c) { }NN ∈∈ jibaba jiji  , |  

(d) { }{ }*  |  awww ∈

(e) { }{ }* ,  |  bawww ∈

Aufgabe 4.4.3: Beschreiben Sie, wie ein nichtdeterministischer Kellerautomat mit zwei
Kellern das Verhalten einer Turingmaschine simulieren kann.

Aufgabe 4.5.1: ¤  Beweisen Sie Satz 4.5-1.

Aufgabe 4.5.2: ¤  Zeigen Sie: Wird die Sprache L von einem nichtdeterministischen endli-
chen Automaten erkannt, dann gibt es einen deterministischen Automaten, der L erkennt.

Aufgabe 4.5.3: Es seien a und b verschiedene Buchstaben. Zeigen Sie, daß die folgenden
Sprachen regulär sind:

(a) { }{ } ungeradeist  s'  vonAnzahl die gerade,ist  s'  vonAnzahl die ,  ,  |  * babaww ∈

(b) { }{ } s'oder  s' rfolgendeaufeinande Paar ein höchstensenthält   ,  ,  |  * bawbaww ∈

(c) { }{ }  teZeichenket dienicht enthält   ,  ,  |  * abawbaww ∈ .

Aufgabe 4.5.4: Es seien a und b verschiedene Buchstaben. Zeigen Sie, daß die folgenden
Sprachen nicht regulär sind:

(a) { }N∈nba nn  |  

(b) { } lQuadratzah eineist   , |  nna n N∈

(c) { }  Primzahleineist   , |  nna n N∈ .
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Aufgabe 4.5.5: ¤  Es sei L eine kontextfreie Sprache und R eine reguläre Sprache. Zeigen
Sie:
(a) RL ∩  ist kontextfrei.
(b) Es seien a und b verschiedene Buchstaben. Mit Hilfe des uvwyx-Theorems für kon-

textfreie Sprachen läßt sich zeigen, daß die Sprache { }NN ∈∈= mnbabaL mnmn  , |  1

nicht kontextfrei ist. Warum ist auch { }{ }+∈=   ,  |  2 bawwwL  nicht kontextfrei?

(c) Es seien 1c , ..., nc  neue paarweise verschiedene Buchstaben. Warum ist

{ } { }{ } 3 2, 1,für   ..., , ,  ,  |  *
13213 =∈∈= + iccxbawwxwxxL ni  nicht kontextfrei?

(d) Es sei PL  die Menge aller korrekten Pascal-Programme (dasselbe kann man mit Java-

, C++-, Cobolprogrammen usw. machen). Es wird eine Teilmenge 4L  korrekter

Pascal-Programme definiert durch

{ }{ }   ,  |  1; :   ; :   A  4
+∈== bawwwL END.BEGININTEGERVARPROGRAM .

Zusätzlich wird die reguläre Menge R definiert durch

{ }{ } 2 ,1 ,  ,  |  1; :   ; :   A  21 =∈== + ibawwwR iEND.BEGININTEGERVARPROGRAM
Zeigen Sie mit Hilfe von 4L  und R, daß PL  nicht kontextfrei ist.

Aufgabe 4.6.1: Begründen Sie die Gültigkeit der in Kapitel 4.6 aufgeführten Eigenschaften
der verschiedenen Sprachklassen.

Aufgabe 5.3.1: Zeigen Sie:
(a) Die Klasse NP ist abgeschlossen bezüglich Schnitt und Vereinigung.
(b) Ist L NP-vollständig und ist NP∈0L  mit 0LL m≤ , dann ist auch 0L  NP-vollständig.

(c) Mit NP∈L  gilt auch NP∈*L .

Aufgabe 5.3.2: ¤   Zeigen Sie, daß die Sprache

( ){ }Schritten  höchstens in  akzeptiert  hineTuringmasc eministischnichtdeter die | 0 , , tuKwuL w
t=

 NP-vollständig ist.

Aufgabe 5.3.3: Zeigen Sie: P = NP impliziert, daß { }1 0, =L  NP-vollständig ist.
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Aufgabe 5.4.1: ¤   Zeigen Sie (indem Sie beispielsweise die einschlägige Fachliteratur
konsultieren) die Gültigkeit der nicht in der Vorlesung behandelten Reduktionen:

SAT p
m≤  3-CSAT p

m≤  RUCKSACK p
m≤  PARTITION p

m≤  BIN PACKING und

3-CSAT p
m≤  KLIQUE und

3-CSAT p
m≤  GERICHTETER HAMILTONKREIS

               p
m≤  UNGERICHTETER HAMILTONKREIS p

m≤  HANDUNGSREISENDER.
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