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1 Vorwort

Vorwort

Mit diesem Heft wird eine zweite Version des Repetitoriums vorgelegt, die die
dringend benétigte graphische Benutzeroberfliche bietet und die es gestattet,
Formeln im Formelsatz einzugeben. Die erste Version litt sehr darunter, dass die
Eingabe nur zeilenweise im Stil von z.B. FORTRAN erfolgen konnte. Nicht nur war
die Eingabe sehr langsam und fehleranféllig, auch die Ausgaben des Programms
waren schwer lesbar.

Die Bedienung der neuen Version ist sehr viel flexibler. Durch die Verwendung
von Notebooks kann der Benutzer gleichzeitig auf verschiedene Weise an eine
gestellte Aufgabe herangehen: er kann parallel zur Priifung seines Ergebnisses
sich die Losung vorfithren lassen und eigene Zwischenschritte zur Kontrolle ein-
geben. Neben den vom Repetitorium gestellten Aufgaben kénnen auch eigene
Aufgabe eingegeben werden.

Der Aufbau dieses Begleitheftes zum Repetitorium ist gleichgeblieben. Kapitel
1-7 des vorliegenden Begleitheftes geben eine knappe Zusammenfassung der be-
handelten Themengebiete und stellen die zugehérigen Ubungsaufgaben vor. Im
Anhang wird die Bedienung der neuen Oberfliche erklért. Teil B des Anhangs
erldutert etwas detaillierter, wie das Repetitorium realisiert wurde. Dabei wird
auch auf die Programmierung von Dialogen in Notebooks unter Mathematica
eingegangen'. Allerdings setzt dieser Teil eine gewisse Vertrautheit auch mit
tiefergehenden Eigenschaften von Mathematica voraus.

Insgesamt sind die M&glichkeiten des Repetitoriums ganz erheblich erweitert
worden. Ich wiinsche ihm eine gute Akzeptanz.

Liineburg, im November 2001 D. Riebesehl

I Mathematica ® ist ein Produkt der Wolfram Research, Inc.
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Vorwort zur 1. Version

Das computergestiitzte Repetitorium der Elementarmathematik wendet sich an
Studierende, die ihre Kenntnisse in der Schulmathematik auffrischen und tber-
priifen wollen.

Kapitel 1-7 des vorliegenden Begleitheftes geben eine knappe Zusammenfassung
der behandelten Themengebiete und stellen die zugehérigen Ubungsaufgaben
vor. Anhang A erklart die Bedienung des Lernprogrammes. Interessierte finden
dariiber hinaus in Anhang B Bemerkungen zum Aufbau des Programms.

Die Entwicklung des Repetitoriums geschah in der Absicht, Schwichen han-
delsiiblicher Lernprogramme zu iiberwinden. Die uns bekannten Lernprogram-
me

e behandeln lediglich eine kleine Zahl feststehender Aufgaben,

e erlauben nur eine starre Fithrung des Benutzers entlang eines vorgegebe-
nen Losungsweges,

o aktzeptieren nicht jede richtige, sondern nur vorgesehene Eingaben und

e geben keine Fehlerhinweise.

Aus Zeitgriinden musste dagegen leider auf die Beriicksichtigung lernpsychologi-
scher Elemente und die Bereitstellung einer komfortablen Benutzerschnittstelle
verzichtet werden. Wir hoffen, dass dies der Verwendung des Repetitoriums kei-
nen Abbruch tut.

Lineburg, im Januar 1996 J. Jacobs, D. Riebesehl
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Z.ahlbereiche

1.1 Die natiirlichen Zahlen

Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit dem Symbol IN bezeichnet. Sie be-
steht aus den Zahlen 0, 1, 2, 3 usw. Man schreibt dafiir

N=1{0, 1,2 3 ..}

Die Addition, d.h. die Operation +, und die Multiplikation, d.h. die Operati-
on -, sind in IN unbeschrankt durchfithrbar. Das Ergebnis der Addition oder
Multiplikation beliebiger natiirlicher Zahlen ist wieder eine natiirliche Zahl.

Dies gilt jedoch nicht fiir die Subtraktion (—) und die Division (:).
Beispiele:

5 — 2 ist eine natiirliche Zahl, ndmlich 3, nicht aber 5 — 7.
8 : 2 ist eine natiirliche Zahl, ndmlich 4, nicht aber 8 : 5.

1.2 Die ganzen Zahlen

Die Menge der ganzen Zahlen wird mit dem Symbol Z bezeichnet. Sie besteht
aus den natiirlichen Zahlen und den negativen ganzen Zahlen —1, —2, —3 usw.
Man schreibt dafiir

Z={.,6 -3 -2 -1,0,1,2 3, ..}

Die natiirlichen Zahlen aufler 0 werden auch positive ganze Zahlen genannt, und
man schreibt zuweilen 41 anstelle von 1, 42 anstelle 2 usw.

Innerhalb der ganzen Zahlen ist nun neben der Addition und der Multiplikation
auch die Subtraktion unbeschrankt durchfithrbar. Z.B. kann nun die Differenz
5 — 7 zu —2 berechnet werden. Die Division ist weiterhin nicht unbeschrankt

durchfiithrbar.
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1.3 Die rationalen Zahlen

Die Menge der rationalen Zahlen wird mit dem Symbol @ bezeichnet. Sie besteht
aus Briichen ’q—’, wobel p eine ganze Zahl und ¢ eine ganze Zahl aufler 0 1st. Formal:

Q:{§|p61undqel\{0}}.

p heifit Zahler des Bruches ’q—’, und ¢ heifit Nenner.

Wegen I = p sind die ganzen Zahlen in Q enthalten. Innerhalb von @ ist nun
jede der Rechenoperationen +, —, -, : unbeschrinkt durchfithrbar. Z.B. kann
8 : 5 zu der rationalen Zahl % berechnet werden.

Rationale Zahlen kénnen durch Dezimalbriiche dargestellt werden.

Beispiel:

- =8:5=1.56
5

In manchen Fallen entsteht eine nicht abbrechende Dezimalzahl.
Beispiele:

209

— = 209:90=2.3222...
90

7

— = 11 =0.
11 7 0.636363

In den letzten beiden Beispielen wiederholt sich ab einer bestimmten Stelle nach
dem Dezimalpunkt eine bestimmte Ziffer oder Ziffernkombination unendlich oft.
Man nennt eine solche Dezimalzahl periodisch. Die sich wiederholende Ziffern-
kombination heifit Periode und wird durch Uberstreichung gekennzeichnet, man
schreibt

2.3222 ... 2.
0.636363... = 0.

Ch|03
ol N

Es gilt allgemein: Eine rationale Zahl 148t sich als abbrechende Dezimalzahl
oder als periodische, nicht abbrechende Dezimalzahl darstellen.

Obwohl alle Rechenoperationen innerhalb der rationalen Zahlen unbeschrankt
durchfiihrbar sind, 148t sich nicht jede Rechenaufgabe 16sen. Z.B. gibt es keine
rationale Zahl z, fir die gilt z - z = 2.

1.4 Die reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen wird mit dem Symbol IR bezeichnet. Sie umfasst
die rationalen Zahlen, sowie nicht abbrechende Dezimalzahlen, die nicht peri-
odisch sind. Die nicht periodischen, nicht abbrechenden Dezimalzahlen heifien
irrationale Zahlen.

Mit den reellen Zahlen 148t sich im Gegensatz zu den rationalen Zahlen die
Aufgabe z -z = 2 16sen. Genauer: Es gibt zwei Losungen, die mit /2 (bzw. 2%)
und —/2 (bzw. —2%) bezeichnet werden.
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Dagegen ist auch mit den reellen Zahlen die Aufgabe @ -2 = —1 nicht l6sbar.
Eine entsprechende Zahlbereichserweiterung fithrt zu den komplexen Zahlen, die
hier jedoch nicht besprochen werden sollen.

Die Menge der reellen Zahlen 148t sich alternativ als Menge aller Punkte auf
der Zahlengeraden auffassen:

/2 \/§

-3 - -2 -3 1 - 0 1 1 3 2

1
2 2 2

ot

Zahlen, die durch Punkte rechts bzw. links vom Nullpunkt repréasentiert werden,
heiflen positiv bzw. negativ. Die reelle Zahl —a entsteht durch Spiegelung der Zahl
a am Nullpunkt und umgekehrt.

Ordnungsstruktur

Die reelle Zahl a heifit kleiner (bzw. groBer) als die reelle Zahl b, falls a auf der
Zahlengeraden links (bzw. rechts) von b angeordnet ist. Man schreibt:

a < b, falls a kleiner als b ist. Z.B. —v/2 < —1.
a > b, falls a groBer als b ist. Z.B. % > —2.

a < b, falls a < b oder a = b ist.

a > b, falls a > b oder a = b ist.

Betrag

Der Betrag einer reellen Zahl a ist der Abstand des Punktes a vom Nullpunkt,
d.h.

0, falls a = 0 ist,

a, falls a positiv ist,
|a =
—a, falls a negativ ist.

Praktisch erhédlt man den Betrag einer reellen Zahl, indem man ein eventuell
vorhandenes negatives Vorzeichen weglafit.

Beispiele:
B 1y 1
N 2) 2

N — DN —
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Grundrechenarten

In dem Ausdruck —7 — 3 haben die auftretenden Symbole ,,—*“ unterschiedli-
che Bedeutungen. Das erste Auftreten dient als Vorzeichen zur Kennzeichnung
der negativen ganzen Zahl —7, und das zweite dient zur Kennzeichnung der
Rechenoperation Subtraktion. In dem Ausdruck —(3 — 5) schliefllich dient das
erste Auftreten von ,,—“ zur Kennzeichnung der Negation als Rechenoperation,
die positive Zahlen in negative iiberfithrt und umgekehrt.

Zur deutlichen Unterscheidung zwischen Rechenzeichen und Vorzeichen inner-
halb arithmetischer Ausdriicke werden vorerst alle reellen Zahlen — auch die
positiven — mit Vorzeichen versehen und samt Vorzeichen in Klammern einge-
schlossen. Wir schreiben also statt —7 — 3

Rechenzeichen

l
(=7) = (+3)
) )

Vorzeichen

2.1 Addition und Multiplikation

Die Addition soll mit Hilfe der Zahlengeraden veranschaulicht werden. Fine
reelle Zahl wird zu diesem Zweck abweichend von Abschnitt 1 nicht als ein
bestimmter Punkt auf der Zahlengeraden, sondern als Pfeil vom Nullpunkt bis
zu diesem Punkt dargestellt. Positive Zahlen werden also durch einen nach rechts
gerichteten Pfeil, negative durch einen nach links gerichteten gekennzeichnet.
Beispiel:
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Zur Bestimmung von a+b wird der Anfang von dem zu b gehorigen Pfeil an die
Spitze des zu a gehorigen Pfeils gesetzt. Die Spitze von b zeigt danach auf das
Ergebnis.
Beispiele:

2 3
I I I I I I
(-1-2) + (-1-3) =+5 0 9 5
) 3
I I I I
(=2) + (+3) = +1 ) 0 1
-3 2
i i i i
(+2) +(=3) = -1 1 0 2
-3 )
I I I I I I
(=2) +(=3) =5 -5 -2 0

Obige Ergebnisse sind Beispiele fiir folgende allgemeine Regeln, in denen ¢ und
b fiir positive ganze Zahlen stehen:

R1)  (4+a)+(+b) = +(a+0),

R2) (—a)+(+b) = —(a—b) fir a>b,
= +4(b—-0a) fir a<hb,

R3) (+a) +(=b) = H(a—0b) fir a>0b,
= —(b—a) fir a<hb,

R4) (—a)+(=b) = —(a+b).

Mit Hilfe dieser Regeln kann die Addition von reellen Zahlen immer auf die Ad-
dition oder Subtraktion positiver reeller Zahlen mit positivem Ergebnis zuriick-
gefithrt werden.

Beispiel: Die Berechnung von (+2) 4+ (—3) erfolgt mit @ = 2 und b = 3 nach
Regel R3), wegen b > a erhilt man

(+2) + (=3) = —(b—a) = —(3—2) = -1

Die Subtraktion 148t sich auf die Addition zuriickfiihren, wenn man beachtet,
dass fiir jede reelle Zahl a gilt

—(=b) =4+b und — (+b) = —b
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Damit wird z.B.

(ta) = (+b) = (Fa)+(-b) = {iEZiﬁZi fir & i Z
Ca-(h = o ={ 00 B
Beispiele:
+2)—(+#3) = -B83-2)=-1
(=2)—(#3) = —-(2+3)=-5
(+2)—(-3) = +(24+3)=4+5
(=2)—(-3) = +(3-2)=+1

2.2 Multiplikation und Division

Die Multiplikation a - b kann durch eine Streckung des zu b gehdrigen Pfeils
auf das |a|-fache und anschliefender Umkehrung des Pfeiles fiir negatives a
veranschaulicht werden. Der Ergebnispfeil geht dabei immer vom Nullpunkt der
Zahlengeraden aus.

Beispiele:
(+2) - (+3) =+6
3 6
I e e L S R
0 3 6
(=2)-(+3)=-6
—6 3
1
-6 0 3
(+2) - (-3) =—6
—6 -3
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R9) (+a) - (+b) = +(a-b)
R10) (—a)-(+b) = —(a-b)
R11) (+a) - (=b) = —(a-b)
R12) (—a)-(=b) = +(a-b)

Mit Hilfe dieser Regeln 148t sich die Multiplikation beliebiger reeller Zahlen
immer auf die Multiplikation positiver reeller Zahlen zuriickfiihren.

Beispiel: Zur Berechnung von (—2) - (+3) berechnet man 2-3 = 6 und fiigt nach
Regel R10) das Vorzeichen — hinzu.

Fiir die Division existieren entsprechende Regeln. Man muss b # 0 voraussetzen,
da die Division durch 0 nicht erlaubt ist:

R13) (+a): (+b) = +(a:b)

R14) (—a) : (+b) = —(a:b)

R15) (+a) : (=b) = —(a:b)

R16) (—a) : (=b) = +(a:b)
Beispiele:

(+3):(+2) = +(3:2)=15

(=3):(+2) = —(3:2)=-15

Werden mehr als zwei Zahlen durch Rechenoperationen verkniipft, so wird die
Ausfithrungsreihenfolge der einzelnen Rechenoperationen durch Klammerung

gekennzeichnet.
Beispiel:
(3) + ((=2) = (=1))) (=3)
N—— ———
b
Zunéichst berechnet man
a=(=2)—(-1)=-1,

daraus erhalt man
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und schliellich das Endergebnis

(+2) (=3) = —6
hral

2.3 Ubung

Fiithren Sie jetzt die Ubung 2.3 zur Addition, Subtraktion, Multiplikation oder
Division zweier ganzer Zahlen aus.
Beispiel:

Bestimmen Sie (—8):(—4).

Erwartetes Ergebnis: 2, nicht aber %

2.4 Ubung

Fithren Sie jetzt die Ubung 2.4 zur kombinierten Addition, Subtraktion, Multi-
plikation oder Division mehrerer ganzer Zahlen aus.

Beispiel:

Bestimmen Sie (—3) — (((+2) — (-=2)) - (=5)).

Erwartetes Ergebnis: 23
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Klammerrechnung

Arithmetische Ausdriicke, die Additionen, Subtraktionen und Multiplikationen
enthalten, kénnen mit Hilfe folgender Gesetze umgeformt werden®:

Seien z,y, z € IR.

R1) r+y = y+=z Kommutativgesetz der Additi-
on

R2) r-y = y-x Kommutativgesetz der
Multiplikation

R3) t+(y+z2) = (x4+y += Assoziativgesetz der Addition

R4) z-(y-z) = (¢v-y)- = Assoziativgesetz der
Multiplikation

R5) - (y+2)
(x4+y) -z =

Distributivgesetze

|

—_—

3]

<
=

+
—_

3]

™
—

Die Assoziativgesetze besagen, dass bei der Addition oder Multiplikation meh-
rerer reeller Zahlen die Reihenfolge, in der die Zahlen addiert oder multipliziert
werden, keinen Einfluss auf das Ergebnis hat.

Beispiele:?

) (B () = (3)+(-3) =6
(3)+ D+ (1) = (=2)+(~4) =6

b)(=3) (-2 4) = (=3)(-8) =2
((=3)-(=2)) -4 = 6-4=24

Daher wird die Klammerung bei der Addition und Multiplikation h&ufig nicht
angegeben. Man schreibt also

(=3) + 1+ (1)

IDie Division wird erst in Abschnitt 4 behandelt
2 Ab nun wird das ,,4“-Vorzeichen bei positiven Zahlen weggelassen.

11
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anstelle von sowohl
((=3)+ 1)+ (—4) als auch (=3)+ (1+ (-4))
bzw.
(=3)-(-2) -4
anstelle von sowohl

((=3)-(=2)) -4 alsauch (=3)-((-2)-4)

Achtung:
Es gilt nicht + — (y — z) = (# — y) — z und auch nicht  : (y: z) = (v : y) : z.
Beispiele:

8—4-2) = 8-2=6
8—4)—2 = 4-2=2
8:(4:2) = 8:2=4
(8:4):2 = 2:2=1

Um auch in diesen Fillen Klammern einsparen zu kénnen, werden folgende
Kurzschreibweisen vereinbart:

r—y—z = (r—y) -z, verschieden von z — (y — 2)
t+y—z = (v+4y) -z, aber gleich mit « + (y — z)
r—y+z = (r—y)+z, verschieden von z — (y + 2)

Hier und entsprechend bei mehr als drei Operanden ist also die Klammerung
der Rechenzeichen von links nach rechts durchzufiihren, wenn explizit keine
Klammern gesetzt sind:

a—btec—d=(a—b)+c—d=((a—b)+¢c)—d

Mittels dieser Regeln spart man soweit als méglich Klammern ein. Ublicherweise
werden positive Vorzeichen gar nicht geschrieben. Negative Vorzeichen werden
nur dann mit Klammern geschrieben, wenn sonst Zeichenfolgen der Form ,,+—%,
,—— oder ,-—“ entstehen wiirden.
Beispiele?:

Niemals 1 4+ —4, sondern stets 1 + (—4);
niemals 1 - (44), sondern stets 1 -4;
niemals 1 - —4, sondern stets 1 - (—4);

49

Durch die Konvention, dass die Operation ,,-“ starker ,bindet“ als die Ope-
rationen ,+“ und ,,—“ (,, Punktrechnung geht vor Strichrechnung“), lassen sich
ebenfalls Klammern in arithmetischen Ausdriicken einsparen.
Beispiele:
3:244-5 = (3-2)+(4-5),
—3:542-446-(-2) = ((=3-5)+(2-4))+(6-(-2)),
(=3-54+2-4)-6 = ((-3-5)+(2-4)) -6
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Mit Hilfe des Distributivgesetzes 148t sich der letzte Ausdruck der vorigen Bei-
spiele in einen Ausdruck ohne Klammern umformen:

(—3-5+2:4)-6=—-3-56+2-46

Die Rechenzeichen ,,+“ und ,-“ in den Distributivgesetzen kénnen i.a. nicht
durch andere ersetzt werden, d.h.

es gilt nicht x4+ (y-z)=(e+y)  (x+2)

Beispiel:
14(2-3) = 146=17
aber (1+2)-(14+43) = 3-4=12,
es gilt nicht =+ (y—z)=(z+y) — (v +2)
Beispiel:
14(2-3) = 14(-1)=0
aber (1+2)—(14+43) = 3—-4=-1,
es gilt nicht  x:(y+2)=(x:y)+(x:2)
Beispiel:
12:(244) = 12:6=2
aber (12:2)+(12:4) = 64+3=09.

Weitere Regeln zur Elimination von Klammern sind

R6) —(—a) = +a
R7) —(4+a) = -—a
R8) —(a+b) = —a-—bd
R9) —(a—b) = —a+bd
R10) at(=b) = a—b
RI11) a—(=b) = a+bd
R12) (—a)-(=b) = a-b

Beispiele:

a—(b—-¢c) = a+(—(b—2¢))
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—(a+5-b—3-c+d)=—-a—-5-b4+3-c—d,
wobei das letzte Ergebnis vollstiandig geklammert so aussieht:
((ma=5-b)+3-¢)—d).

Als Anwendungsbeispiel sollen die binomischen Formeln hergeleitet werden*:

R13) (a+0)? = a®+2ab+b?
R14) (a—0)? = a®—2ab+b?
R15) (a+b)(a—0b) = a*—b?
Bemerkung: Die Schreibweise x? bedeutet x - x, ebenso 23 : =z -z - * usw.
Beweis zu R12):
(a=8)? = (a=b) (a—b)

)
at(=b) - (=)

(a+(=b)) - (a+(=b)
a-a+a-(=b)+(=b)
a’—a-b—b-a+b-b

= a®—2ab+b?

Beweis zu R13):

(a+b)(a —1D) (@a+b) (a+ (=D))
a-at+a-(=b)+b-a+b-(-b)
a*—a-b+b-a—b-b

— a2_b2

3.1 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 3.1 zum Entfernen von Klammern aus arithmetischen
Ausdriicken aus.

Beispiel:

Entfernen Sie die Klammern: (z + 2)(2z —9)?2 — ((3 —z) +y)(y — 1)

Erwartetes Ergebnis: 423 — 2827 + xy — y? + 8z — 2y + 165, oder die gleichen
Summanden in anderer Reihenfolge.

3.2 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 3.2 zum Ausklammern von Faktoren aus arithmeti-
schen Ausdriicken aus.

Beispiel:

Klammern Sie Faktoren aus: 4x? — 24z + 36

Erwartetes Ergebnis: 4(x —3)?, oder 4(2% — 6z +9), nicht aber 2(22% — 122 +18).

4(Ublicherweise schreibt man das Rechenzeichen ,,-“ nur zwischen Zahlen, nicht zwischen
Variablen oder Variablen und Zahlen
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Bruchrechnung

Seien a,b € IR und b # 0. Dann wird mit @ : b und mit % die Zahl bezeichnet,

die mit b multipliziert a ergibt,

b~%:b~(a:b):a.

In < heift a Zahler und b Nenner des Bruches. Fiir Zahlen mit Vorzeichen gelten

folgende Regeln:

+a —a a
By == = 3
—a +a a
Ry == = %
Beispiele:
3 -3 -3 3 3

2—z 2—=z —(—2—1—1‘):—2—1—1‘_1‘—2

4.1 Addition und Subtraktion

Seien a,b, ¢ € IR, ¢ # 0. Briiche mit gleichem Nenner heifien gleichnamig. Fiir
sie gelten die Regeln

b b
Ry 42 = £
c ¢ ¢
b —b
R4) a2 -t
c ¢ ¢
Beispiele:
§+—_7_5—|—(—7)_5—7_—_2__2
9 9 9 9 9 9
oder
O S B T
9 9 9 9 9 9 9’

und weiter wie zuvor.

15
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Nicht gleichnamige Briiche werden durch Erweitern gleichnamig gemacht:

a a-k
)y =
fiir jede von Null verschiedene Zahl k € IR.
Beispiele:
1 2 -1 2p—-1-3 1-2 =3 2 =3+2 1
2t T s T A s T TR 2 T o
a c+d a c+d
7T e T oyt
_ a~e+(c—|—d)~b
T obee e-b
_ae+(c+d)b
o be
_ac+ch+db
o be

Die Erweiterungsregel R5) kann auch ,,von hinten nach vorn® gelesen werden.
Man spricht dann von Kiirzung.

Beispiele:
6_3:2_3
8 4.2 4
ab+bc  bla+c) a+c
bd — b-d  d
Achtung:
b b
Es gilt nicht Z—I—Ld = %—I— 7
Beispiel:!
844 12
4_1_—2 = ? = 2, aber
8 4
-4+ - = 242=4.
4 + 2 +

4.2 Multiplikation und Division

Seien a,b,c,d € R, b #£ 0, d # 0. Dann gilt

a-c

R3)

a ¢
b d b-d

Ist zusétzlich ¢ # 0, dann gilt

4
Ry L =
d

9 9 —4
L Aber (kleiner Scherz): ;— = 3 + - =3-2=1.
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Beispiele:

2 2y 12 2
33 33/ 3.3 9
3 8 3 24
1 T 1a7a17°6¢

3

2 _ 31_2

1 2.1

7

2 2

T = 2~I:2~2:4

2

4.3 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 4.3 zum Umwandeln einer Summe oder Differenz
von Briichen in einen einzigen Bruch aus.
Beispiel:

7 3 2
Schreiben Sie als einen Bruch: 5 -3 (5 + ?)

. 8
Erwartetes Ergebnis: —

56"

4.4 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 4.4 zum Umwandeln einer Summe oder Differenz
von Briichen in einen einzigen Bruch aus. Die Ausdriicke enthalten auch Varia-
ble. Das Ergebnis soll ohne Klammern geschrieben sein und soweit wie moglich
gekiirzt werden.

Beispiel:

20—y w-—y y(3y — x)
20— 2y 3r+3y 3z - 3y?

Schreiben Sie als einen Bruch:

. 4 4 2 5 9
Erwartetes Ergebnis: Tty oder 2 +bxy 4y
6z — 6y 61‘2 — 6y2

4.5 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 4.5 zum Umwandeln eines Produkts oder Quotienten
von Briichen in einen einzigen Bruch aus. Das Ergebnis soll ohne Klammern
geschrieben sein und soweit wie méglich gekiirzt werden.

Beispiel:
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1 1
1y
Schreiben Sie als einen Bruch: T 31/
oy

Erwartetes Ergebnis: i



Potenzrechnung

Seien a,b,z,y € IR und a > 0, b > 0. Dann gilt

R1) Ta¥ = oty
r2) T e
a¥
RY) (@) = (V) = a
R4) a’ b = (a-b)”
a® a\ &
R5) w = ()
Beispiele:
23 . 22 23-|—2 25
9% .93 95+3 — 92
2 3-2 1
%) 2 =2 =2
23 ; s 1
— 2872 =972z = —
22 23
(23)2 23~2 — 26
2% . 37 (2-3)? = 6
1\’ 1\
) .42 — 4] =2?
2 2
22 2
32 3
1\2 1N 2 2
(2) ) (L
42 4 8
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Bemerkungen:

1. In dem Ausdruck a” heifit a Basis und x Exponent. a” ist i.a. nur fiir eine
positive Basis a > 0 definiert.

Ausnahmen:

(a) Tst der Exponent positiv (z > 0), so darf die Basis Null sein. Es gilt
0 =0 firx >0

(b) Ist der Exponent eine ganze Zahl, so darf die Basis eine beliebige
reelle Zahl auler Null sein. Es gilt fiir a # 0:

a =1

at = 1

a" = a-a-...-afirnelN, n>1
———

n Faktoren

1
a " = —firnelN
an

Beispiele: (Man beachte die Wirkung der Klammern!)

(-2)> = -8
(-2)* = 16
-2 = —16
1 1
T2 — [
1 1
9= - ___ —_Z
22 4

(c) Ist der Exponent von der Form % mit n € IN und ungerade, so darf
die Basis eine beliebige reelle Zahl aufler Null sein. Es gilt fiir @ < 0
und ungerades n € IN

ar = —(laf*).

Beispiel:
(8 = —(8%) = -2

Achtung: Die Potenzgesetze gelten u.U. nicht fiir negative Basen und
gebrochene Exponenten!
Beispiel:

2. Die Potenz aw fir a € R, a > 0, und n € IN \ {0} ist diejenige positive
Zahl, welche zur n-ten Potenz erhoben die Zahl a ergibt.
Beispiel:
47 =2 wegen 2% =4
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Am Beispiel erkennt man, dass es u.U. auch negative Zahlen gibt, welche
zur n-ten Potenz erhoben wieder a liefern:

(-2)°=2"=4

Man schreibt anstelle von a= fiir n > 2 auch {/a, und statt a? einfach
Va.

Potenzen der Gestalt a™ werden durch Anwendung der Regel R3) berech-
net:

3. Es gilt nicht

Beispiel:!

N\
w
[N

I

29 = 512
(2°)" = 82 =64

5.1 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 5.1 zum Berechnen von Ausdriicken mit Potenzen
aus.
Beispiel:

AT AN
Berechnen Sie: (3) : (3)

25 5)°
Erwartetes Ergebnis: 6’ nicht aber 1

Das Programm erwartet die Eingabe 25/16.

5.2 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 5.2 zum Zerlegen eines Ausdrucks mit Potenzen in
Faktoren aus.
Beispiel:

Berechnen Sie: a’ — 4a® + 44®

Erwartetes Ergebnis: a®(a — 2)? oder a®(a? — 4a + 4).

! Anstelle von a(®) schreibt man oft a®".
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5.3 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 5.3 zum Kiirzen eines Bruchs mit Potenzen aus.
Beispiel:
2471 45972
291 — 829 + 1629-1
—4 1

T oder ——
z3—8z2—|—16z0 o z(z —4)

Berechnen Sie:

Erwartetes Ergebnis:

5.4 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 5.4 zum Zusammenfassen und Kiirzen mehrerer
Briiche mit Potenzen aus.
Beispiel:
Berechnen Sie:
23 —x? 42 P—r 2-=z
l;n+1 l;n+3 l;n—l

2242041 4227+

Erwartetes Ergebnis: prETE nicht aber e
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Gleichungen

Im folgenden werden nur Gleichungen mit einer Lésungsvariablen x betrachtet.
Beispiele:

1. Die Gleichung
r+3=4
hat die eindeutige Lésung = 1.

2. Die Gleichung
2’ +1=10

hat die Lésungen ¢ = 1 und & = 3.

3. Die Gleichung

SRR

besitzt keine Lésung.

6.1 Allgemeines L6sungsverfahren

Gleichungen werden i.a. gelést, indem man die linke und die rechte Seite so
umformt, dass eine neue Gleichung mit denselben Lésungen entsteht. Man fiihrt
mehrere Umformungen so durch, dass am Schluss die Losungsvariable nur auf
einer Seite der Gleichung auftritt.

Beispiel:
r—T7 = 2x+4+3 | +7
z = 2z4+10 | -2z
—z = 10 | -(-1)
xr = 10

Es gelten folgende Regeln fiir die Umformung von Gleichungen:

Die Losungsmenge einer Gleichung dndert sich nicht, wenn

R1) auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe Zahl oder derselbe arithmetische
Ausdruck addiert oder subtrahiert wird,

23
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R2) beide Seiten der Gleichung mit derselben Zahl oder demselben arithmeti-
schen Ausdruck multipliziert oder dadurch dividiert werden, sofern diese
Zahl/dieser Ausdruck nicht Null ist.

Achtung: Die Missachtung der Bedingung in R2) kann unauffallig sein:
Beispiele:

1.

zx—1) = 2(x-1) | :(x—1)
r = 2

Es ist aber auch # = 1 eine Lésung der Gleichung. Sie ging deshalb ver-
loren, weil fiir # = 1 die Umformung nicht mehr erlaubt ist, weshalb die
entstandene Gleichung nicht mehr die gleiche Losungsmenge haben muss
wie die urspriingliche.

2.
1 1 6
x—|—3+x—3 Toz2—9 | (et 3)
x4+ 3 6
1 = Ar —
+l‘—3 x—3 | (e =3)
(z—3)+(z+3) = 6
2w = 6 | 2
r = 3

Hier wurde bei der Umformung nicht dividiert, dennoch ist # = 3 keine
Lésung der Gleichung, weil xlﬁ fiir = 3 nicht definiert ist.

In Beispiel 2 muss durch Einsetzen gepriift werden, ob = 3 eine Loésung ist. In
Beispiel 1 muss die Lésung der Gleichung # — 1 = 0 der Losungsmenge eventuell
hinzugefiigt werden. Dies 1st durch Finsetzen zu iiberpriifen. Es gilt generell:

R3) Wird eine Gleichung durch Division oder durch Multiplikation mit einem
arithmetischen Ausdruck A umgeformt, welcher den Wert Null annehmen
kann, so sind

1. die Lésungen der Gleichung A = 0 der Lésungsmenge hinzuzufiigen
und

2. alle Lésungen durch Einsetzen zu iiberpriifen.
Weitere Regeln zur Umformung;:

R4) Fiir ungerades n € IN adndert sich die Losungsmenge einer Gleichung nicht,
wenn beide Seiten mit n oder % potenziert werden.

R5) Fiir gerades n € IN vergrofiert sich i.a. die Losungsmenge einer Gleichung,
wenn beide Seiten mit n potenziert werden. Alle gefundenen Loésungen
sind durch Einsetzen zu iiberpriifen.
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R6) Fiir gerades n € IN verkleinert sich i.a. die Losungsmenge einer Gleichung
(linke Seite)=(rechte Seite), wenn beide Seiten mit % potenziert werden.
Die evtl. verlorengegangenen Lésungen sind aber stets Losungen der Glei-

chung
(linke Seite)% = —(rechte Seite)%
Beispiele:
1.
(b1} = O
r4+1 = -8 | -1
r = -9
2.
(x+1)°> = 8 | ()F
z+1 = | —1
r = 1
3.
(@+1)? = 4 ()}
r41 = 2 1
r = 1

Zuséatzlich ist wegen des Potenzierens mit % auch die Gleichung

z+1=-2
zu betrachten. Man erhilt die Losungen x =1 und 2 = —3.
4.
(z2+1)2 = 4 | ( )%
2241 = 2 | -1
2= O
r = 1

Wegen des Potenzierens mit % ist auch die Gleichung
z=—1

zu betrachten.

Zuséatzlich ist die Gleichung
2’ +1=-2

zu betrachten. Diese hat aber keine Losung, da stets 22 > 0 ist. Man erhilt
die Lésungen z = 1 und z = —1
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5.
z+1 = 22410 | ()?
(z+1)? = 22410 |  Ausmultiplizieren
?+2x+1 = 22410 | —2z
?24+1 = 10 | -1
®’ = 9 | ()3
r = 3
Zuséatzlich ist wegen des Potenzierens mit % auch die Gleichung
r=-3
zu betrachten. Da vorher mit 2 potenziert wurde, sind die beiden Werte
z = 3 und & = —3 durch Einsetzen zu priifen:
3+1) = +V2:3+10
(=341) # 2-(=3)+10
wegen \/2- (=3) +10 = V4 =2.
6.
z+1 = 2242 | ()?
(z+1)? = 22+2
242 4+1 = 2242 | —2a
224+1 = 2 | -1
o= O
x = 1

Zuséatzlich ist wegen des Potenzierens mit % auch die Gleichung

z=—1
zu betrachten. Da voher mit 2 potenziert wurde, sind die beiden Werte
x = 1 und # = —1 durch Einsetzen zu priifen:
(I1+1) = V2142
(-14+1) = 2-(-1)+2

6.2 Lineare und quadratische Gleichungen

Wir wollen im folgenden Gleichungen betrachten, die sich durch Umformungen
auf folgende Normalformen bringen lassen:

ar+b = Omita,beIR (lineare Gleichung)
’+pr+qg = OmitpgelR (quadratische Gleichung)

Die lineare Gleichung hat
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b
e die eindeutige Losung # = —— fiir a # 0,
a

e keine Losung fiir a = 0 und b # 0,

e alle reellen Zahlen als Losung fiir e = b = 0:

b#£0 b=0
a =0 | keine Los. | alle z € IR
a#0 r=-2%

a

Die quadratische Gleichung hat

e die Losungen
r =

(—p—l— \/p?— 4q) und z =

falls p? > 4q ist,

(—p—- p2—4q),

N | —
N | —

o die Losung z = —g fiir p? = 4q,

o keine Losung fiir p? < 4g.

Beispiele:
1.
(z—4)(22-9) = (xz—6)? | Klammern aufldsen
202 —1Tx +36 = 22— 122+ 36 | —36
202 — 17 = 22— 12z | +122
202 —br = 2? | —a?
2?2 —bx = 0 | quadratische Gleichung mit
p=-5¢=0
Losungen:
1 5+5
v=5 (-5 +v35) =22 =5
und 1 55
v=3 (—(—5) —\/25) =2 =0
2.
w 2 oz | x
10 5 2 2
Tx oz 2
w275 |10
Tx—5x—-4 = 0
2e—4 = 0 | lineare Gleichung mit a = 2,0 = —4

Losung: z = 2.
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3.
3+vV2x2-3 = =z | -3
V2e—3 = z-—3 | ()?
20 -3 = z?—6x+9 | —2z
-3 = 22-8x+9 | +3
0 = z2-8zx+12 | p=-8¢=12

mogliche Lésungen:

1 8+ 4
x:i(—(—8)+\/64—48):%:6
und
R Sl
2

Es ist eine Probe erforderlich:

r=6 —  34+/2.6-3 = 6,
r=2 —  34v2.2-3 # 2

Nur z = 6 ist Losung.

6.3 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 6.3 aus, in der Sie lineare Gleichungen l6sen sollen.
Beispiel:

Lésen Sie: 3(bx —4)+2 =4(3x—2) — 6x

Erwartetes Ergebnis: ¢ = 2.

Das Programm erwartet die Eingabe {2}.

6.4 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 6.4 aus, in der Sie quadratische Gleichungen 16sen
sollen.
Beispiel:

Lésen Sie: 42+ 7 =3(4z + 1)

Erwartetes Ergebnis: « € { 5 5

3+5 3—%5}

Das Programm erwartet die Eingabe { 5 5

3+5 3—%5}
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6.5 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 6.5 aus, in der Sie Gleichungen mit Variablen im
Nenner 16sen sollen.
Beispiel:
Lésen Sie:
9z + 1 9 r+5H 9z -7
8x — 24 r—3 2r—6

Erwartetes Ergebnis: @ = 7.

Das Programm erwartet die Eingabe {7}.

6.6 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 6.6 aus, in der Sie Gleichungen mit Wurzeln 16sen
sollen.

Beispiel:

Losen Sie: v+ —+vd—2=2

Erwartetes Ergebnis: ¢ = 4.

Das Programm erwartet die Eingabe {4}.
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Rechnen mit Betrigen

fallsa > 0

falls @ < 0 definiert.

Der Betrag einer reellen Zahl a ist durch |a| = {a
—a
Beispiele:

|25] = 25
ol =
Es gelten folgende Regeln:
R1) ol = |-l
R2) ol > 0
R3) a < Ja| und —a<|d
R4) || < a fiir a > 0 genau dann, wenn —a <z <a
R5) |a-b] = la]-[b]

R6) la+b] < |a|+ %]

Beispiele:
|-2-3] = |-6[=6,
= -2 Bl=2-3=6
-2 = |-1]=1,
= N+ (-2)|[<N+]|-2|=14+2=3;
—1-2] = |-3/=3,

= D)+ (< -1+ -2=1+2=3

31
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Gleichungen mit Betrigen

Treten in einer Bestimmungsgleichung fiir eine Unbekannte x Betriage auf, so
miissen Fallunterscheidungen getroffen werden. Dabei fithrt jeder Teilterm, der
von Betragsstrichen umschlossen ist, zu zwei zu unterscheidenden Féllen, die
vom Vorzeichen dieses Terms abhéngen. Bei einem Betragsterm sind deshalb 2
Fille, bei zwei Betragstermen 4 Félle, bei drei Betragstermen 8 Fille, allgemein
bei n Betragstermen 2" Fille zu unterscheiden.

Beispiel 1:
|z 4+ 6] =3+ 22

Diese Gleichung enthilt den Betragsterm |z 4 6]. Man erhilt die beiden Félle
(I) 2+ 6> 0:

Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn die Bedingung x > —6 erfiillt ist.

Jetzt ist |@ + 6] = « + 6 und die Gleichung wird zu
r4+6=3422

mit der Losungsmenge ¢ € {3}. Wegen 3 > —6 ist die Bedingung fiir
diesen Fall erfiillt und 3 ist eine Lésung der Gleichung.

(IL.) 24+ 6 <0:
Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn die Bedingung x < —6 erfiillt ist.

Jetzt ist | + 6| = —& — 6 und die Gleichung wird zu
—x—06=3+ 2z

mit der Losungsmenge « € {—3}. Diesmal ist die Bedingung —3 < —6 fiir
diesen Fall nicht erfiillt und -3 ist keine Losung der Gleichung.

Insgesamt ist die Losungsmenge der Gleichung ¢ + 6| = 3 4 22 gegeben durch
{2}

Bemerkung: Man kann auch statt des Falles  +6 > 0 den Fall z + 6 > 0 analog
zu (II.) behandeln. Man erhilt z = 3 als Lésung. Dann bleibt noch der Sonderfall

z + 6 = 0 zu untersuchen. Die Bedingung lautet nun x = —6, und die Gleichung
wird zu 0 = 3 4+ 2 - (—6). Diese Gleichung ist nicht erfiillt, z = —6 ist keine
Losung.!

Beispiel 2:

34 z|l=c+24+|z—1]

Diese Gleichung enthélt die beiden Betragsterme |z| und |z — 1], so dass 4 Falle
zu unterscheiden sind:

IDiese Vorgehensweise wurde im Repetitorum gew#hlt, weil dann einheitlich nur Unglei-
chungen mit < oder > vorkommen.
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x>0
r—1>0 z—1<0
Fall (1) (IL.)
Bedingung an z z>1 0<z2 <1
Gleichung ohne | | | 342 =2+24+2—-1|34+2z=2+2—-2+1
vereinfacht 3+z=2zx+4+1 3+z=3
Loésungsmenge {2} {0}
Bedingung priifen ja ja
z <0
x—1>0 | r—1<0
Fall (T11.) (IV.)
Bedingung an z unerfiillbar x <0
Gleichung ohne | | entf. 3—zrz=z+2-2z+1
vereinfacht 3—z=3
Loésungsmenge {0}
Bedingung priifen nein

Damit ergibt sich {0,2} als Losungsmenge.

Ungleichungen

Ungleichungen als Bestimmungsgleichungen fiir eine Unbekannte z kénnen auf
Gleichungen zuriickgefiihrt werden. Dies geschieht in drei Schritten:

1.

Die Ungleichung wird so umgeformt, dass auf der rechten Seite Null steht.
Dazu ist nur eine Subtraktion der gesamten rechten Seite von beiden Seiten
der Gleichung nétig.

. Das Ungleichheitszeichen wird durch ein Gleichheitszeichen ersetzt und

die entstandene Gleichung gel6st.

. Die Losungen der Gleichung zerlegen die reelle Achse in mehrere Interval-

le, von denen das linkeste und das rechteste jeweils unendlich lang ist. Fiir
jedes Intervall wird durch Einsetzen eines Testwertes aus der ungefédhren
Mitte des Intervalls und der beiden Intervallgrenzen (bei unendlich langen
Intervallen nur der einen Intervallgrenze) gepriift, ob die urspriingliche
Ungleichung erfiillt ist oder nicht. Der Test liefert als Ergebnis jene In-
tervalle, auf denen die Ungleichung erfiillt ist. Das kénnen ausnahmsweise
auch einzelne Punkte sein.

Beispiel 1:

2>z+2

Die drei Schritte werden so durchgefiihrt:

1.

2 > 42 |
2?—x—2 > 0

—(x+2)



34

7. RECHNEN MIT BETRAGEN

. Es ist die Gleichung

22— —2=0

zu 16sen. Die Losungsmenge lautet {—1,2}.

. Die beiden Lésungen zerlegen die reelle Achse in die drei Intervalle {—oco <

z< -1} {-1<2<2}und {2 < & < —co}. Als Testwerte zum Einsetzen
in 22 > x 4+ 2 werden gewihlt x = —2,—1,0,2 und 3. Dabei konnen statt
-2, 0 und 3 auch andere Werte aus dem Inneren der Intervalle gew&hlt
werden.

Der Test zeigt, dass -2 und 3 die einzigen Werte sind, die die Ungleichung
erfiillen. Damit sind die Lésungsintervalle gegeben durch

{—oo<ae<—1, 2<a<oo}

Beispiel 2:

v? < 2x—1

x? 22 — 1 | —(22-1)

<
2 —2x+1 < 0

2. 22 — 22 +1 = 0 hat als einzige Losung = = 1.

3. Die Intervalle lauten {—oco < # < 1} und {1 < # < o0}, Testwerte sind

(z.B.) 0, 1 und 2. Von diesen erfiillt nur = = 1 die Ungleichung z? <
2z — 1, er ist Randpunkt der beiden méglichen Intervalle. Daher lautet die
Losungsmenge {1}.

Ungleichungen mit Betrigen

Enthilt eine Bestimmungsgleichung neben Ungleichungen auch Betrége, so ist
das vorstehend Gesagte zu kombinieren. Dazu ein

Beispiel:

2> jr—1]+1

Zu unterscheiden sind die Falle (I.) # — 1 > 0 und (IT.) z < 0.

(I.) Unter der Bedingung « > 1 lautet die Ungleichung

> >z—1+1==zx

oder
22—z >0.
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Die zugehérige Gleichung #% —z = 0 hat die Lésungen {0, 1}, die Intervalle
sind {—oco < 2 <0}, {0 <z <1} und {1 <z < oo}, die Testwerte -1, 0,
%, 1 und 2 zeigen, dass die Intervalle {—co < # < 0} und {1 < # < co} die
Ungleichung 16sen. Es muss aber noch die Bedingung > 1 erfiillt sein,
und daher ist

{1l <2 < oo}

die erste Teillésung.

Bemerkung: Der Sonderfall z — 1 = 0 kann wieder extra behandelt werden.
Unter der Bedingung z = 1 lautet die Ungleichung 1 < 1. Sie ist nicht
erfiillt, z = 1 ist also keine Lésung.

(II.) Unter der Bedingung x < 1 lautet die Ungleichung
> —x+2

oder
2 4+z—-2>0.

Die zugehorige Gleichung #2 4+ 2 — 2 = 0 hat die Losungen {—2,1}, die
Intervalle sind {—oco < & < =2}, {—2 < 2 < 1} und {l < z < oo}, die
Testwerte -3,-2, 0, 1 und 2 zeigen, dass die Intervalle {—co < @ < —2} und
{1 < & < oo} die Ungleichung lésen. Es muss aber noch die Bedingung
x < 1 erfiillt sein, und daher ist

{—o0o < a < -2}
die zweite Teillésung.

Damit ist die Losungsmenge {1 < < 00, —oco <z < —2}.

Alternative Vorgehensweise

Man kann Ungleichungen auch analog zu Gleichungen durch dquivalente Um-
formungen auf Normalformen bringen, aus denen die Losung direkt abzulesen
ist. Dabel ist zu beachten, dass fiir Ungleichungen die Menge der dquivalenten
Umformungen kleiner ist als bei Gleichungen:

e Die Multiplikation beider Seiten einer Ungleichung mit einem Term ist nur
dann eine Aquivalenzumformung, wenn der Term positiv ist. Enthalt der
Term die Unbekannte @, so ist das iiberhaupt nicht im voraus feststellbar!
Es miissen dann wieder Fallunterscheidungen vorgenommen werden.

e Das Potenzieren beider Seiten einer Ungleichung ist nur fiir ungerade
Exponenten eine Aquivalenzumformung. Bei geraden Potenzen hat die
Lésungsmenge der neuen Ungleichung im allgemeinen iiberhaupt keinen
Zusammenhang mehr mit der urspriinglichen Ungleichung.

Beispiel:
r < -1 | (...)?
2 o< 1
Die erste Ungleichung hat als Lésungsmenge das Intervall {—co < 2 <

—1}, die zweite aber {—1 < & < 1}. Beide Intervalle haben keinen einzigen
Punkt gemeinsam!
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7.1 Ubung

Fihren Sie jetzt die Ubung 7.1 aus, in der Sie unbekannte Werte = aus Glei-
chungen mit Betrigen bestimmen sollen.
Beispiel:

Finden Sie alle z, die die folgende Gleichung erfiillen:

|2—2| =3

Erwartetes Ergebnis: # € {—1,5}.
Das Programm erwartet die Eingabe {-1,5%}.

7.2 Ubung

Fiihren Sie jetzt die Ubung 7.2 aus, in der Sie unbekannte Werte z aus Unglei-
chungen mit Betrigen bestimmen sollen.
Beispiel:

Finden Sie alle z, die die folgende Ungleichung erfiillen:
x

r—48| < -

o~ 48] <

Erwartetes Ergebnis: 40 < & < 60.
Das Programm erwartet die Eingabe {40 < 2 < 60}.



Anhang A

Bedienung des
Repetitoriums

Das Repetitorium nutzt die M&glichkeiten der graphischen Oberfliche von Ma-
thematica 4.0 aus und bietet eine meniigesteuerte Bedienung. Die Programm-
steuerung erfolgt iiber Dialoge, Ergebnisse werden in Notebooks dargestellt, und
die Eingabe von Formeln in iiblicher mathematischer Schreibweise ist moglich.

A.1 Starten und Beenden

Zum Start des Programmes sind folgende Schritte auszufiithren:

1. Starten des Mathematica-Programmes unter einem geeigneten Betriebssy-
stem (z.B. Windows, Linux oder auf einem Macintosh-Rechner).

2. Offnen des Starter-Notebooks Starter.nb iiber das Datei-Menii von Ma-
thematica, siche Abb. A.1.

Starter Repetitanium

Starten:

Schlieﬂen|

Abbildung A.1: Starter-Notebook

3. Starten des Repetitoriums durch Klick auf den Button .

37
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Daraufhin 6ffnet sich ein Notebook!, welches im oberen Teil ein Auswahlmenii mit
den Ubungen zum Repetitorium enthilt (Abb. A.2).

o ——

Hepehito - |Of =

Abbildung A.2: Notebook mit Auswahlmenti

Klicken Sie wahlweise auf den Button oder auf das Dreleck links da-
von. Es erscheint eine Liste der Ubungsteile (Abb. A.3).

3 Repetitorium . [_ (O] x] |
&

~  Buswahl |~ Beenden | =

2.3 : Grundrechenarten (mar Zahlen) |

2.4: Rechenoperationen (nuk Zahlen) |

3.1: Klaumern auflisen |

3.2: husklammern|

4.3 : Bruche wereinfachen (nur Zahlen) |

4, 4: Hauptnenner von Briichen |

4.5: DivisionwonBrichen |

5.1: Potenzen (nur Zahlen) |

S.&: dusklaumernmit Pot,enzen|

5.3: Brichenit Potenzen|

S.4: Haupthenner wvon Briichen nit Potenzen !

6.3: Lineare Gleichu.ngeni

6.4: Quadratische Gleichungen |

6.5: GleichungenmitBriichen |

6.6z Gleichu.ngenmit,l-]urzelni

FediE Gleichu.ngenmit,Bet,régen|

T UngleichungenmitBetrégeni

Abbildung A.3: Auswahlmenii mit Liste der Ubungen

Wihlen Sie die gewiinschte Ubung aus. Es erscheint im unteren Teil des Note-
books ein Dialog, der Thnen eine zufillig gew#hlte Ubungsaufgabe zur Losung
anbietet.

Nach Auswahl von z.B. | 2.3: Grundrechenarten (nur Zahlen)| finden Sie den
Dialog wie in Abb. A.4 vor.

Sie sollten die Aufgabe mit Papier und Bleistift 16sen, ohne Mathematica zu Hilfe
zu nehmen. Thre Antwort tragen Sie in das Antwortfeld ein und klicken dann auf

IBeim ersten Starten des Repetitoriums erscheint ein Dialog, in welchem Mathematica fragt,
ob alle Initialisierungszellen evaluiert werden sollen. Beantworten Sie diese Frage mit ,ja“.
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E Repetitorium [_ (O] x| |

[»  [maswahl || 2.3: Grundrechenarten (nur Zahlen) | Eeenden | [Ee

Heue Aufgabe

Berechnen Sie
(=3) »(-8)

und tragen Sie ihre Antwort hier ein:

Prl’ifen|

Abbildung A 4: Dialog fiir Ubung 2.3

den Button . Falls Thre Antwort nicht oder nicht vollstandig richtig ist,
bekommen Sie die richtige Antwort angezeigt. Dazu wird Thnen, wenn moglich,
eine Hilfestellung angeboten, die einen Hinweis auf die Ursache des Fehlers gibt.
Ein Beispiel zeigt Abb. A.5.

1 Repetitorium I [ B3 |

-

b muswahl|[2.3: Grundrechenarten (nur Zahlen) | Beenden | =1

Heue Aufgabe

Berechnen Sie
(-5) « (-6)
und tragen Sie ihre Antwort hier ein:
-30
Priufen
Die Antwort ist leider falsch, richtig ist
30

! Beachten 8ie : (-a) » (-b) = +(ab)

A | {zum Seitenanfang)

Abbildung A.5: Ergebnis der Priifung fiir Ubung 2.3

Abhingig vom jeweiligen Ubungsteil werden Thnen weitere Mdglichkeiten ange-
boten:
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Vorfiihren: Bei vielen Ubungen wird Thnen eine Vorfithrung des Losungsweges
angeboten. Klicken Sie einfach auf den Button , und es 6ffnet
sich ein weiteres Notebook mit einem kommentierten Losungsweg. Die
Abbildungen A.8 bis A.10, ab Seite 46, zeigen ein Beispiel fiir die Ubung

4.3, ,Briiche vereinfachen (nur Zahlen)“.

Kontrolle: Bei Klick auf diesen Button &ffnet sich ein Notebook mit einem
Dialog, der es Thnen erméglicht, Ihre Zwischenergebnisse in beliebiger Rei-
henfolge einzugeben und auf Richtigkeit priifen zu lassen. Bei Fehlern wird
Thnen moglichst wieder eine Hilfestellung gegeben. Die Abbildungen A.11
und A.12, ab Seite 47, zeigen ein Beispiel fiir die Ubung 5.4, ,Hauptnenner
von Briichen mit Potenzen®.

Beim Lésen von Gleichungen bietet dieser Dialog noch weitere M&glich-
keiten:

e Auswahl einer Termumformung und Priifung des eigenen Umfor-
mungsergebnisses auf Korrektheit,

e Ubernahme der korrekt umgeformten Gleichung als neue Gleichung
fiir die ndchste Umformung

e Priifung einer beliebigen, nicht im Dialog auswihlbaren Umformung,

e Das Repetitorium kann eine Umformung vorschlagen.
Die Abbildungen A.13 bis A.15, ab Seite 48, zeigen ein Beispiel.

Eigene Aufgabe: Sie haben hier Gelegenheit, eine Aufgabe eigener Wahl ein-
zugeben. Damit die Aufgabe akzeptiert wird, muss sie natiirlich zum ge-
withlten Ubungsteil passen. Sie kénnen dann mit dieser Aufgabe so ver-
fahren wie mit jeder anderen angebotenen Aufgabe auch. Diese Option
ist insbesondere dann interessant, wenn man sich Aufgaben aus anderen
Quellen vorfiithren lassen mochte.

Fiir Gleichungen und Ungleichungen mit Betrigen (Ubungen 7.1 und 7.2)
erscheint ein Button, der die bequeme Eingabe von Absolutbetragsstrichen
ermoglicht. Er wird wie jeder andere Button aus den Paletten von Mathe-
matica verwendet. Eine Vorfithrung ist nur méglich, wenn die eingegebene
Aufgabe hochstens einen Betragsterm enthilt. Die Abbildungen A.16 bis
A.18, ab Seite 51, zeigen ein Beispiel.

Bemerkung: Der Button | Eigene Aufgabe | gibt das Aufgabenfeld zur Ein-

gabe frei. Nach Auswahl einer anderen Funktion (Prifen, Vorfihren, ...
ist das Aufgabenfeld wieder gesperrt. Der Button muss vor jedem neuen
Editieren erneut gedriickt werden.

Alle sich &ffnenden Notebooks besitzen einen Button zum Schlieffen oder Been-
den und koénnen jederzeit verlassen werden. Der | Schliefen FButton des Starter-
Notebooks schlieft das Starter-Fenster und beendet die Anwendung.

A.2 Paletten und Tastaturkiirzel in Mathematica

Vorbemerkung: Zur deutlichen Unterscheidung sind in diesem Abschnitt Ter-
me in mathematischer Schreibweise kursiv gesetzt. Eingaben an Mathematica
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werden hingegen in Schreibmaschinenschrift gesetzt. Das Zeichen | steht
dabei fiir ein Leerzeichen (Leerschritt).

Die Benutzereingaben miissen in einer Weise erfolgen, die Mathematica versteht,
d.h. sie miissen der Syntax von Mathematica geniigen. Die Eingabe von Termen
in Mathematica ist weitgehend der mathematischen Schreibweise angeglichen.
Sie weicht aber in einigen Punkten davon ab. Es stehen fiir das Repetitorium
alle Moglichkeiten der graphischen und meniigesteuerten Eingabe von Formeln
im Formelsatz zur Verfiigung.

Zur Eingabe von Briichen, Potenzen und Wurzeln gibt es in Mathematica u.a.
die folgenden zwei Mé&glichkeiten:

1. Eingabe per Palette.

StandardmifBig 6ffnet Mathematica eine Palette, auf der Symbole fiir Briiche,
Potenzen und Wurzeln zu sehen sind. Termteile werden durch Platzhalter
dargestellt. Will man einen Palettenbutton nutzen, so markiere man zuerst
den gewiinschten Teilterm mit der Maus und klicke dann auf den Button.
Der markierte Teilterm wird dann jeweils zum Z&hler des Bruches, zur
Basis der Potenz oder zum Radikanden. Per Tabulator erreicht man
einen Platzhalter, in den man den fehlenden Nenner bzw. den Exponenten

eintragen kann. Siehe die Abb. A.6.

-

Ein halbfertiger Ausdruck: I—
2x+1+K -X+2

Der Zdhler des gewinschten Bruches markiert:

2x+ 1. TR

]
]
]
]
Nach Mausklick auf den Bruch-Button der }
]
]
]

Palette:

®-x+2

o

2x+ 1+

Nach Eingabe des Nenners:

® x4+ 2

Sx+3

2x+1+

Abbildung A.6: Benutzung eines Palettenbuttons

2. Eingabe per Tastaturkiirzel.

Zuerst markiert man den Teilterm, der Zahler eines Bruches, Basis ei-
ner Potenz oder Radikand einer Wurzel werden soll. Dies kann auch per
Tastatur iiber ,, Ctri-.“ geschehen. Bei jedem Tastendruck auf diese Kom-
bination wird der néchstgréfere Teilterm an der Mausposition markiert.
Anschlieflend erzeugt man

e cinen Bruch mit , Ctrl-Shaft-7¢,
e cine Potenz mit A%,

e cine Quadratwurzel mit ,, Ctrl-2“.
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Ein halbfertiger Ausdruck:

Die Bazis der gewinschten Potenz markiert:

Nach Tastendruck auf “*":

Nach Eingabe des Exponenten:

ANHANG A. BEDIENUNG DES REPETITORIUMS

Danach kann der Nenner bzw. der Exponent direkt eingegeben werden.
Man bewegt den Cursor rechts neben den Formelteil mit der Pfeiltaste

[=] Siche Abb. A.7.

»

2x+1+3 %+ 2

T X -x+2

(2x+ 1)+ -x+2

RIS, A R 1 {1, YRl Nl IR sy B S B

x4 ox+ 2

Abbildung A.7: Benutzung eines Tastaturkiirzels

A.3 Formeln im Repetitorium

Auf einige Besonderheiten soll nun eingegangen werden:

Vorzeichen von Zahlen und Variablen werden in Mathematica nicht notwendig

mit der Zahl zusammen in einer Klammer geschrieben. Statt
54 (-2)

darf also 5+-2 eingegeben werden. Es schadet aber nichts, wenn bei der
Eingabe die Klammern wie in 5+(-2) gesetzt werden. In der Ausgabe
werden die Klammern allerdings so gut wie immer weggelassen.

Allgemein gilt, dass nur unbedingt notwendige Klammern geschrieben wer-
den miissen, und dass in der Ausgabe nur unumgéngliche Klammern ge-
schrieben werden. Mathematica versteht aber Ausdriicke mit zusétzlichen
Klammern richtig.

Multiplikation wird in Mathematica aufler durch das Zeichen ,,*“ auch durch

ein — oder mehrere aufeinanderfolgende — Leerzeichen dargestellt; sofern
dieses Leerzeichen nicht links oder rechts an ein anderes Operationszeichen
anschliefit. ¢ - b darf also als a*b oder als a b eingegeben werden. ab
hingegen meint eine Variable mit Namen ab.

a+ b meint hingegen nicht a+ -b, sondern a+ b, das Leerzeichen wirkt hier
nur als Leerzeichen, nicht als Multiplikation.

Zwischen einer Zahl und einer folgenden Variablen oder zwischen einer
Zahl und einer folgenden 6ffnenden Klammer kann sogar noch das Leer-
zeichen weggelassen werden: 2ab darf als 2a,,b eingegeben werden, 2(a+5)
als 2(a+b).

Dadurch wird eine enge Anlehnung an die in der Mathematik iibliche
Schreibweise ab fiir das Produkt von a und b méoglich.
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Ungewohnlich ist, dass auch zwischen Zahlen die Multiplikation durch ei-
ne Leerstelle angegeben werden kann. 2,3 steht also auch fiir 2*3. Im
Repetitorium ist allerdings dafiir gesorgt worden, dass diese Schreibweise
bei Ausgaben nicht vorkommt. Auch wird meistens das Multiplikations-
zeichen ,*“ durch einen Punkt ,,-“ ersetzt. Solche Ausgaben lassen sich
aber nicht per cut-and-paste als Eingaben nutzen.

Im Repetitorium ist die Anpassung an die mathematisch iiblichen Schreib-
weisen von Produkten so weit gegangen, dass auch das Leerzeichen zwi-
schen Variablen (und Zahlen!) zur Darstellung der Multiplikation nicht
angezeigt wird. a b erscheint also als ab. Die Leerstelle muss aber auf
jeden Fall eingegeben werden und ist in der internen Darstellung auch
vorhanden. Der Benutzer darf sich nicht durch den Augenschein tauschen
lassen, was nicht leicht ist, da optisch zwischen der Variablen mit Namen
ab und dem Produkt a*b kein Unterschied zu sehen ist. Es ist daher vor-
zuziehen, in der Eingabe den Asterisk (,*“) als Multiplikationszeichen zu
wéhlen.

Briiche kénnen sowohl mit Bruchstrich als auch im Formelsatz eingegeben wer-

den. Statt
a+b

c+d
ist die gleichbedeutende Schreibweise

(a+b)/(c+d)

moglich und als (a+b)/(c+d) einzugeben. Die Klammern miissen dabei
unbedingt gesetzt werden, denn a+b/c+d bedeutet

b
a+ - +d.
c

Absolutbetrige konnen nicht mit dem iiblichen senkrechten Strich (,,|“) ge-
schrieben werden, sondern es miissen zwei spezielle Zeichen verwendet wer-
den, die Mathematica zur Verfiigung stellt. Zwei Zeichen sind insbesondere
deshalb notig, damit der ,linke® Strich vom ,,rechten® unterschieden wer-
den kann. Da sie {iber die Tastatur nur umstandlich einzugeben sind, wird
ein Button bereitgestellt, mit dessen Hilfe ein Term leicht mit Absolutbe-
tragen versehen werden kann. Dazu muss wie bei einem Palettenbutton
nur der (Teil-)term mit der Maus markiert und anschliefend der Button
gedriickt werden.

A.4 Lo6sen von Gleichungen

Besonders umfangreiche Moglichkeiten bieten die Abschnitte 6.3 bis 6.6 mit
Aufgaben zu verschiedenen Typen von Gleichungen. Bei der Eingabe eigener
Aufgaben ist der Benutzer frei, beliebig komplizierte Gleichungen einzugeben,
sofern er im Bereich der rationalen Terme mit evtl. Wurzelfunktionen verbleibt.
Bei Klick auf den Button wird er fast immer die Losungsmenge ange-
zeigt bekommen, auch fiir Gleichungen héheren als 2. Grades. Eine Vorfiihrung
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ist aber nur vorgesehen und sinnvoll, wenn die resultierende algebraische Glei-
chung nicht vom 3. oder héherem Grad ist.

Bei der Kontrolle eigener Rechnungen ist, wie aus Abb. A.15, Seite 50, ersicht-
lich, gerade jener Vorrat an Termumformungen in Gestalt von Radio-buttons vor-
gegeben, der benétigt wird, um Gleichungen, die auf algebraische Gleichungen 2.

Grades fithren, bearbeiten zu kénnen. Mit dem Button | Freie Umformung priifen |
kénnen aber auch andere Umformungen, z.B. das Ausziehen dritter Wurzeln,
kontrolliert werden. Allerdings kann dabei nicht festgestellt werden, ob beide
Seiten der Gleichung dquivalent umgeformt wurden, denn dazu muss das Sy-
stem Hinweise iiber die vorgesehene Umformung haben. Es wird stattdessen
iiberpriift, ob die Losungsmenge durch die Umformung verdndert wurde.

Der Vorschlag zur Termumformung ist technisch einfach so ausgefiihrt, dass
der néchste Schritt, den das Repetitorium vornehmen wiirde, angezeigt wird.
Dabei wird dieser Schritt unabhéngig von vorhergehenden Umformungen aus-
gewdhlt, was dazu fithren kann, dass abwechselnd Multiplizieren und Dividieren
mit demselben Term vorgeschlagen wird. Beim Vorfiihren einer Gleichung durch
das Repetitorium wird solch zyklisches Verhalten natiirlich verhindert. Sicher-
lich lieBe sich das auch fiir die Vorschldge tun, aber so ist der Benutzer gehalten,
die Vorschlidge selber auf ihren Sinn zu priifen, er kann ihnen nicht blindlings
folgen.

Wihrend der Kontrolle werden fortlaufend Kommentare iiber ausgeschlossene
Werte der Unbekannten x, Verdnderungen der Lésungsmenge und zusétzlich zu
betrachtende Gleichungen gegeben. Ihre Beachtung ist Sache des Benutzers.

A.5 Grundsatzliche Hinweise

Das Repetitorium ist weit davon entfernt, fehlerfrei zu sein, trotz vieler Anstren-
gungen. Insbesondere bei der Behandlung eigener Aufgaben muss man auf Uber-
raschungen gefasst sein. Fehler, die Mathematica wihrend der Durchfithrung des
Repetitoriums feststellt, werden unter Umstédnden mitten in die Dialoge der No-
tebooks hineingeschrieben und stéren dann deren Aufbau. Man verfahre dann
wie folgt:

e Zellen mit Fehlermeldungen (kenntlich an der blauen Schrift, dem eng-
lischen, meist etwas kryptischen Text) lassen sich markieren? und dann
16schen.

e Fehlermeldungen verschwinden meist, wenn eine neue Aufgabe angefordert
wird.

e Neuauswahl eines Ubungsteils liefert immer einen sauberen neuen Dialog.

e Wenn, in sehr seltenen Fillen, das Repetitorium in eine Endlosschleife
gerdt, kann es mit den fiir Mathematica {iblichen Methoden, d.h. durch
Driicken von ,, Alt-.“, unterbrochen werden.

2am rechten Notebookrand, da, wo normalerweise die Zellenklammern stehen. Diese sind

im Repetitorium verdeckt worden, aber mit ihrer Funktionalitidt noch vorhanden.
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Mathematica ist, wenigstens auf manchen Rechnern, durchaus im Stande, ur-
pl6tzlich und sang- und klanglos abzustiirzen. Wer die Ergebnisse von Vorfithrun-
gen langer autheben mochte, kann die generierten Notebooks ganz normal spei-
chern, und er sollte dies rechtzeitig tun. Die Zahl der moglichen generierten
Aufgaben ist so grof}; das die Wahrscheinlichkeit gering ist, dieselbe Aufgabe

zweimal zu sehen.?

3Eine Ausnahme bildet der Abschnitt 5.1, wo die Auswahl an sinnvollen Aufgaben klein
ist, sollen die vorkommenden Zahlen nicht unsinnig grof werden.
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A.6 Beispieldialoge

3 Repetitorium =]

[ Auswahl H 4,3 : Briiche vereinfachen (nur Zahlen) | Beenden| =

Heue Aufgabe | Vorfuhren |

t Berechnen Sie
( 21 I: 2 a ]) a
10 10 3 10

und tragen Sie ihre Antwort hier ein:

Prufen

Abbildung A .8: Dialog fiir Ubung 4.3

E Repetitorium = E3 i
=

Bearechnen Sie
bl s o
1a 10 5] 10
und tragen Sie ihre Antwort hier ein:

-23 /10

Prifen

Die Antwort ist leider falsch, richtig izt —

i
10

Rechenoperationenin falscher Reihenfolge

ausgefihrt (Linksrotation) :

i_(i_i] i(i_i]_i

10 10 3 10 10 3

die richtige Rechnung ergibt
I (i o i] _ 23
10 10 3 10

A (zum Seitenanfang)

Abbildung A.9: Ergebnis der Priifung fiir Ubung 4.3
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Tufgabe :

Haechster Schritt :

23 ] 3 23 -3-10+23 -5 &5 17
10

e S P mh oo -

ThEEn e A 10-5 T L

Ergebnis :

17

10

Abbildung A.10: Vorfiihrung fiir Ubung 4.3

2] Repetitorium =]

-

| maswakl || 5.4: Hauptnenner von Briichenmit Fotenzen | Beenden | =1

Heue Aufgabe | Vorfuhren | Kontrolle |

Schreiben Sie als einen gekirzten Bruch:

10 - 3% 9 - 407 Xy
oW+5 ¥ oW+6 - aW+7

und tragen Sie ihre Antwort hier ein:

Prufen |

Abbildung A.11: Dialog fiir Ubung 5.4
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£ Rechnung kontrollieren ] F[=IE
-

Die Aufgabe lautet:

10 - 3% 9 - 4cF Sl

aW+5 aW+b - oW+

Geben Sie hier der Reihe nach Ihre Zwis-

{ chenergebnisse ein:

10 - 9*+9 -4 ¥ Xy
a2 w+ll P

Prufen | Beenden

Leider falsch.

Abbildung A.12: Kontrolle fiir Ubung 5.4

E Repetitorium =] B3 |
a

[ Euswahl !| 6.6: Gleichungen mit Tharzeln | Beenden | =

Neue Aufgabe | Vorfuhren| Kontrolle |

Eigene Aufgabe |

Finden Bie alle x, die die folgende Glei-

chung erfillen:
WEx-3 +3==3 T

und tragen Sie ihre Antwort hier ein:

Prﬁfeni

Ja, dis Antwort ist richtig!

Abbildung A.13: Dialog fiir Ubung 6.6
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Tufgabe :
VEX-3 +3==3 %

Subtrahiere 3:

x

YEE-3F == g
Quadrieren :

fx-3==0 §

Unter Unst anden wird die Lisungsmenge vergriossert
(6. R5)

Subtrahiere -3 :
BX==3 §

Dividiere durch 6 :

Schliefien |

Abbildung A.14: Vorfithrung fiir Ubung 6.6
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Die Gleichung lautet:
VEX-3 +3==
Welche Termumformung wollen 3ie durchfiithrenz

e .jEI ey ! Ausmult,ipliziereni Kﬁrzeni Ausklanmern |

1
oser ] £

%| mit folgendem Term:

Tnformmgsvorschlag #

Geben Sie hier die neue Gleichung ein:
BX-3+9=89

Termmformung priifen | Freie Unformung priifen | Beenden

Ihre dntwort ist leider falsch. Richtig ist:
(VEx-5 +3)" ==9

ibernehmen |
st il

Unter Unstanden wird die Lisungsmenge vergriossert
(6. R5).

Abbildung A.15: Kontrolle fiir Ubung 6.6
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3 Repetitorium [_ (O]
=

[ Auswahl || 7.2: UngleichungennitBetragen | Beenden | =

Heue Aufgabe | Vorfuhren | Eigene Bufgabe |

Einfugen von Betragen : |[m} |

Finden Sie alle x, die die folgende Unglei-

chung erfillen:
|2x -5} >x+7 e

und tragen Sie ihre Antwort hier ein:

{12<X<03, =R R e

L |
—

Eriufen

Ja, die Antwort ist richtig!

Abbildung A.16: Dialog fiir Ubung 7.2

E VYorfihrung [_ O] i
-

Aufgabe :

{éx-5}=x+7 %
12 x - 5} ist positiv fiir :

&

— < X<

2 o
Fiir die=se xist zu lisen

2x-5sx47 %
Loesung ist :
(122 x <) %

damit ist die erste Teillisung :

{l2 < x ==} §

Abbildung A.17: Vorfiihrung fiir Ubung 7.2
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=
12 x - 5} ist negativ fir :
5
—o 2 Ko —
2

fiir diese xist zu losen
S_2xsx+7 %
Loesung ist :
2 T
{were-2y E
damit ist die zweite Teillosung :

[oored) |

5
Sonderfall: {2x-5}ist Hull firx = -

Dieses xerfiilllt die {(Un) Gleichung nicht.

Insgesamt ergibt 2ich als Lisungsmenge

{12<x<00, —m<x<—§}

Schliefien |

Abbildung A.18: Vorfithrung fiir Ubung 7.2 (Forts.)



Anhang B

Die Struktur des
Repetitorium-Programmes

Das Programm des Repetitoriums liegt nun in der zweiten Version vor, stellt
aber immer noch einen Prototyp dar. Zu seiner Realisierung wurde das Soft-
warprodukt Mathematica in der Version 4.0 benutzt. Seit Version 3.0 ist Ma-
thematica mit einer graphischen Oberfliche ausgestattet und unterstiitzt eine
besondere Dokumentform, in der (interaktive) Formeln und Textsatz vereint
sind, die sogenannten Notebooks. Diese Notebooks sind aus Mathematica heraus
programmierbar, woraus sich die realisierten neuen Méoglichkeiten der Benut-
zerfithrung ergeben haben.

B.1 Realisierung der Oberfliche des Repetitori-
ums

Der Aufbau von Mathematica-Notebooks aus einzelnen Zellen, die je nach Typ
Formeln, Text, Buttons oder anderes enthalten kénnen, wird im Handbuch zu
Mathematica detailliert erklart. Damit sind Notebooks selber Ausdriicke, die
mit den iiblichen Mitteln von Mathematica manipuliert und verdndert werden
konnen. Bendtigt werden nur noch eine Handvoll Funktionen, die Zellen, Zell-
inhalte oder auch ganze Notebooks in Variablen einlesen bzw. Notebooks oder
Zellen schreiben konnen. Diese Funktionen sind (in Auswahl)

SelectionMove zum Navigieren innerhalb der Notebooks,
NotebookRead zum Einlesen von Notebooks oder Zellen,
NotebookWrite zum Schreiben und

NotebookPut zum Offnen eines neuen Notebooks.
Diese Funktionen sind im Handbuch zwar beschrieben, ihr Einsatz zur Gestal-

tung einer Benutzeroberfliche wird aber nicht ausgefiihrt. Die folgenden Ab-
schnitte sollen erldutern, wie man dabei vorgehen kann.
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54 ANHANG B. DIE STRUKTUR

B.1.1 Auswahlmenii

Fiir die Gestaltung eines Auswahlmeniis findet sich im Mathematica-Handbuch
ein Beispiel in Gestalt einer Palette, die ein Pulldown-Menii bereitstellt. Erlaute-
rungen zur Arbeitsweise werden nicht gegeben, der Code ist uniibersichtlich.
Obwohl man denselben sicher hétte analysieren kénnen, ist fiir das Auswahl-
meni eine einfachere und direktere Konstruktion verwendet worden.

Die Grundidee besteht darin, einfach eine Zellengruppe zu verwenden, deren
oberste Zelle den gewidhlten Meniipunkt anzeigt, wahrend die anderen Zellen
Buttons enthalten, welche bei Mausklick die Auswahl titigen. Durch Offnen
bzw. Schlielen der Zellgruppe werden die Auswahlbuttons sichtbar gemacht
bzw. wieder verdeckt. Auf diese Weise mufl nur die oberste Zelle, in der die
Auswahl angezeigt wird, schreibend verdndert werden, alle anderen Zellen sind
statisch. Das Auswahlmenii in geschlossenem bzw. gedffnetem Zustand zeigen

die Abbildungen A.2 bzw. A.3, ab Seite 38.

Interessant sind die Funktionen, die sich hinter den Auswahlbuttons verbergen.

Die Funktion des Buttons 1st:

openChoices:=(Module[{nb,c,t},
nb=ButtonNotebook[];
SelectionMove[nb,A11l,CellGroup];
c=NotebookRead [nb] ;
c[[1,-11]1=0pen;
NotebookWritel[nb,c];
&

Diese Funktion &ffnet die Auswahlliste. Dies geschieht in der Zeile
c[[1,-111=0pen.

Verstandlich wird dieser Schritt, wenn man sich die Zellgruppe, die das Aus-
wahlmenii enthilt, ansieht:

Celll

CellGroupDatal..., Closed]
]
Die Details der Zellgruppe, durch ,,...“ angedeutet, sind hier nicht ausgefiihrt,
wichtig ist, dass der letzte Parameter iiber ,gedffnet” oder , geschlossen“ ent-
scheidet und durch openChoices umgedndert wird.

Die einzelnen Eintriage der Auswahlbuttons sehen so aus (dargestellt am Beispiel

der Ubung 2.3):

Celll
BoxDatal[
ButtonBox["Grundrechenarten (nur Zahlen)",
Active->True,
ButtonData—->£2$3,
ButtonSource->ButtonContents,
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ButtonEvaluator->Automatic,
ButtonFunction->makeChoice

]

Dabei ist £2$3 eine Funktion, die den Dialog fiir Ubung 2.3 erstellt. Dazu wertet
sie eine Liste mit den Beschreibungen der Buttons, die zum Dialog fiir Ubung
2.3 gehoren, aus. Die Funktion makechoice klappt die Auswahlliste wieder zu
und erstellt dann mittels £2$3 den Dialog:

makeChoice:=(Module[{nb,c,t},
nb=ButtonNotebook[];
SelectionMove[nb,All,CellGroup];
c=NotebookRead [nb] ;
(1) t=#1[[11];

(2) c[[1,1,111=c[[1,1,1]]/.FrameBox[_]->FrameBox[t];
(3) c[[1,-111=Closed;

NotebookWrite[nb,c];
4) #2[1;

D&

Hier wird in Zeile (1) der erste Parameter der Buttonfunktion in die Variable
t gestellt. Dies ist! der Buttontext ,,Grundrechenarten (nur Zahlen)*. Zeile (2)
schreibt diesen Text in das Textfeld des Auswahlmeniis. In Zeile (3) wird die
Zellengruppe geschlossen. Zeile (4) ruft den zweiten Parameter der Buttonfunk-
tion als Funktion auf, also die Funktion £2$3, die nun den Dialog fiir Ubung 2.3
zeichnet.

Die Verwendung von £2$3 mutet vielleicht etwas umsténdlich an, schlieflich
hitte man hier in Zeile (4) einfach mittels NotebookWrite jene Zellen explizit
schreiben konnen, die den Dialog ausmachen. Fin kurzer Ausschnitt aus den
Definitionen der Funktionen fn$m, ndmlich

£2$3=(makeDialog[{
{"Neue Aufgabe",DialogX["2.3"]&}
3&);

f£2$4=(makeDialog[{
{"Neue Aufgabe",DialogX["2.4"]&},
{"Vorfiihren",
VorfuehrungRechenaufgabe["2.4",aufgBaum] &}

&) ;

f£3$1=(makeDialog[{
{"Neue Aufgabe",DialogX["3.1"]&},
{"Vorfiihren",VorfuehrungFaktorAufgabe&},
{"Kontrolle" ,KontrolleFaktorAufgabe&},

Isiehe Mathematica-Handbuch, ButtonFunction, [WO99]
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{"Eigene Aufgabe", eigeneAufgabe&}
3&);

zeigt aber, dass auf die hier gewihlte Weise die Ubungsteile leicht und iiber-
sichtlich erweiterbar sind. Die Liste hinter makeDialog enthilt Paare von But-
tontexten und Buttonfunktionen. Man sieht auch die einfache Syntax: irgendein
Symbol wird zu einer Funktion durch Anhéangen von ,,&*.

B.1.2 Dialogsteuerung

Die Erstellung der Dialoge zu den Ubungen ist kein besonderes Problem. Man
kann sie fast wie mit einem GUI-Werkzeug entwerfen, indem man einfach in
einem Hilfs-Notebook mit den iiblichen Meniifunktionen von Mathematica den
Dialog aus Texten und Buttons zusammenstellt, mit Hintergrundfarben, Schrift-
arten, etc. versieht und dann mittels NotebookRead in eine Variable einliest.
Dann hat man kein Problem mehr, mit Hilfe dieser Variablen diesen Dialog
dynamisch zu erzeugen. Man sehe sich noch einmal Abb. A.4 an: der But-

ton | Neue Aufgabe | wird durch makeDialog geschrieben, der eigentliche Ein-

/Ausgabebereich hingegen ist eine vorgefertigte Zellgruppe:

einAusCellGroup =Cell[CellGroupDatal[{
Cell[BoxDatal""],
"Text",
CellTags->"anfangsdummy",
Editable->False,
CellOpen->False],
Cell["",
"Text",
FormatType->TextForm,
Editable->False,
CellTags->"aufgabentext"],
Cell[BoxDatal""],
"Print",
Background->RGBColor[1,1,0.5],
ZeroWidthTimes->True,
Editable->False,
CellTags->"aufgabenfeld"],
Cell["und tragen Sie ihre Antwort hier ein:",
"Text",
Editable->False,
FormatType->TextForm],
Cell[BoxDatal""],
"Print",
Background->RGBColor[0.7,0.8,1],
ZeroWidthTimes->True,
Editable->True,
CellTags->"eingabefeld"],
Cell[BoxData[ButtonBox[
"Priifen",
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Active->True,
ButtonStyle->"Evaluate",
ButtonEvaluator->Automatic,
ButtonFunction->Null
11,
"Input",
Editable->False,
CellTags->"fertigbutton"],
Cell["",
"Text",
FormatType->TextForm,
CellTags->"bemerkung',
Editable->False,
CellOpen->Truel,
Cell[BoxDatal""],
"Print",
Background->RGBColor[0.5,1,0.5],
ZeroWidthTimes->True,
CellTags->"antwortfeld",
Editable->False,
CellOpen->False],
Cell[BoxDatal""],
"Text",
CellTags->"analysefeld",
Editable->False,
CellOpen->Truel,
Cell[BoxData[ButtonBox[
n-~n
Active->True,
ButtonStyle->"Evaluate",
ButtonEvaluator->Automatic,
ButtonFunction:>
(SelectionMove [ButtonNotebook[],Before,Notebook] &)
11,
"Input",
Editable->False,
CellOpen—>False,
CellTags->"topbutton"],
Cell[BoxDatal""],
"Text",
CellTags->"abschlussdummy",
Editable->False,
CellOpen->False]
},
Openl];

Hierzu einige Kommentare:

o Jede Zelle hat ein CellTag bekommen. Damit sind diese Zellen leicht und
eindeutig mit SelectionMove ansteuerbar, kénnen gelesen, verdndert und
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wieder neu geschrieben werden.

o Fast alle Zellen tragen das Attribut Editable->False. Dadurch wird der

Dialog vor versehentlicher Verdnderung geschiitzt. Eingabefelder (CellTag
»eingabefeld“) sind natiirlich ausgenommen. Das Beschreiben der ebenfalls
schreibgeschiitzten Ausgabefelder geschieht durch einfache Funktionen wie
z.B.

printToCell[inhalt_,tag_]:=
Module[{nb},

nb=SelectedNotebook[];

cellEditable[tag];

If [NotebookFind[nb,tag,A11,CellTags]===$Failed,
SelectionMove[nb,After,Notebook]];

SelectionMove[nb,All,CellContents];

NotebookWrite[nb,ToBoxes[inhalt,TraditionalForm]l];

cellNotEditable[tag];

showCell[tag];

]

cellEditable[tag_]:=
Module[{nb,cc},

nb=SelectedNotebook[];
If [NotebookFind[nb,tag,All,CellTags]===$Failed,Return[]];
SelectionMove[nb,Al11l,Cell];
cc=NotebookRead [nb] ;
cc=cc/.Rule[Editable,_]->Rule[Editable, True];
NotebookWrite[nb,cc];
]

cellNotEditable[tag_]:=
Module[{nb,cc},

nb=SelectedNotebook[];
If [NotebookFind[nb,tag,All,CellTags]===$Failed,Return[]];
SelectionMove[nb,Al11l,Cell];
cc=NotebookRead [nb] ;
cc=cc/.Rule[Editable,_]->Rule[Editable,Falsel;
NotebookWrite[nb,cc];
]

e Das Aftribut CellOpen entscheidet iiber die Sichtbarkeit der Zelle. Durch
Andern von False auf True und umgekehrt kann die Zelle sichtbar ge-
macht bzw. verdeckt werden.

e Der Button hat Null als Buttonfunktion. Diese wird beim Schrei-
ben der Zellgruppe durch die richtige Funktion ersetzt:

c=c¢/.Null->((hideCell["antwortfeld"];
hideCell["analysefeld"];
hideCell["topbutton"];
setFocus["eingabefeld"];
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DialogIn[typl)&);

Funktionen wie hideCell haben einen CellTag als Parameter und tun
genau das, was ihr Name sagt. Die eigentliche Priifung der Eingabe iiber-
nimmt DialogIn[typ], typ enthélt die Ubungsnummer.

Ein wenig komplexer ist es, Radiobuttons zu erstellen, wie sie im Dialog zur
Kontrolle der Termumformungen bei Gleichungen verwendet wurden, siehe Abb.
A.15. Hier bilden mehrere Buttons, verteilt auf mehrere Zellen, eine Gruppe von
Radiobuttons. Zur Realisierung wurden die Zellen zu einer Zellgruppe zusam-
mengefaBlt. Nun kénnen alle Radiobuttons in eine Variable eingelesen werden,
indem diese Zellgruppe als Ganzes gelesen wird. Die Buttonfunktion eines Ra-
diobuttons heifit buttonSelected und bekommt als Parameter den Buttontext:

ButtonBox["+",
ButtonFunction:>(buttonSelected["+"]1&),
ButtonEvaluator->Automatic,
Active->True,

ButtonStyle->"Evaluate",
Background->GrayLevel[0.75]],

Die Buttonfunktion selber sieht so aus:

buttonSelected[caption_] :=Module[{nb,cb,cg,mb},

nb=ButtonNotebook[];

SelectionMove[nb,Before,Notebook] ;

SelectionMove[nb,Next,CellGroup];

cg=NotebookRead [nb] ;

cg=cg/.ButtonBox[b___,Rule[ButtonStyle,_J,c___1->
ButtonBox[b,Rule[ButtonStyle,"Evaluate"],c];

cg=cg/.ButtonBox[b___,Rule[Background,_],c___]->
ButtonBox[b,Rule[Background,GrayLevel[0.75]],c];

cg=cg/.ButtonBox[caption,b___,Rule[ButtonStyle,_],c___]->
ButtonBox[caption,b,Rule[ButtonStyle, "Hyperlink"],c];

cg=cg/.ButtonBox[caption,b___,Rule[Background,_J],c___1->
ButtonBox[caption,b,Rule[Background,RGBColor[0.6,1.,0.6]],c];

NotebookWrite[nb,cgl;

radio$Selection=caption;

]
Der Ablauf:

1. Einlesen aller Buttons in die Variable cg,

2. durch mehrfache Regelanwendung
cg=cg/.ButtonBox[b___,...]1->ButtonBox[b___,...]
werden alle Buttons deselektiert (kenntlich durch Style->"Evaluate",
Farbe=Grau),

3. durch mehrfache Regelanwendung
cg=cg/.ButtonBox[caption,...]->ButtonBox[caption,...]
wird der ausgewihlte Button selektiert (Style->"Hyperlink", Farbe=Griin)



60 ANHANG B. DIE STRUKTUR

4. die Selektion wird in der globalen Variablen radio$Selection festgehal-
ten.

B.1.3 Generierung von Notebooks

Die verschiedenen Notebooks fiir Vorfithrung, Kontrolle, Fehlermeldung etc. las-
sen sich genauso einfach erstellen und benutzen wie die Dialoge. Das Notebook
Vorfiihrung sei als Beispiel dargestellt:

vorfuehrNb=Notebook [{Cell[BoxDatal
ButtonBox["SchlieBen",
Active->True,
ButtonStyle->"Evaluate",
ButtonEvaluator->Automatic,
ButtonFunction:>(NotebookClose [ButtonNotebook[]11&)]
1,
"Input",
CellTags->"closebutton"]},
CellGrouping->Manual,
Visible->False,
ShowCellBracket->True,
CellBracketOptions->{"Color"->GrayLevel[1]},
ScreenStyleEnvironment->Working,
WindowTitle->"Vorfithrung"];

Hier ist die Liste der Optionen interessant. Da solche Notebooks mehrfach gedff-
net werden und der Benutzer gerne vergisst, sie wieder zu schlieflen, wurde dafiir
gesorgt, dass offene Notebooks wiederverwendet werden. Dazu wurde die Funk-
tion NotebookPut umgeschrieben:

notebookRePut [hNb_,notebook_]:=
Module[{hMargins,nNb,eOpt},
hMargins=$Failed;

If [Head [hNb]===NotebookObject,
hMargins=0Options[hNb,WindowMargins];
NotebookClose [hNb] ;

1

nNb=NotebookPut [notebook] ;

eOpt=0Options[nNb,Editable];

SetOptions [nNb,Editable->Truel;

If [hMargins=!=$Failed,
SetOptions [nNb,#]&/ChMargins

1

SetOptions[nNb,Visible->True];

SetOptions [nNb,#]&/Qe0pt;

Return[nNb];

]

Die Variable hNb ist ein Handle, das beim vorigen Offnen eines Notebooks mit
notebookRePut zuriickgegeben wird. Anhand dieses Handles kann die Positi-
on des Windows bestimmt und in hMargins abgelegt werden. Falls das Fenster
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noch nie gedffnet war oder wieder geschlossen wurde — das ist feststellbar anhand
des Inhalts von hlNb bzw. an der Riickgabe $Failed fiir hMargins — wird das
Notebook einfach neu gedffnet, sonst aber vorher geschlossen. Wenn vorhanden
wird die alte Position aus hMargins wieder eingenommen. Man beachte den klei-
nen Trick mit der Option Visible: jedes Notebook ist zundchst unsichtbar und
wird erst kurz vor Schluss der Funktion sichtbar gemacht, damit der Benutzer
eine evtl. Positionsdnderung nicht wahrnimmt. Ebenfalls wurde sorgfiltig dar-
auf geachtet, dass die Option Editable genau den Wert behilt, den es vor dem
Aufruf dieser Funktion hatte (das ist derjenige, der im vorbereiteten Notebook
notebook eingetragen ist).

B.2 Realisierung der Ubungsteile

In diesem Abschnitt soll nicht im Detail erklart werden, wie die Ubungen, deren
Vorfithrung und Kontrolle realisiert wurden. Dazu muss auf den Quellcode ver-
wiesen werden. Stattdessen soll hier auf spezielle Probleme und deren Losung
eingegangen werden.

Mathematica wendet sich ja an den erfahrenen Anwender, der Ergebnisse in
Standardnotation und iibersichtlicher Form, méglichst in irgendeiner einfachen
Normalform, sehen méchte. Deshalb fiithrt Mathematica viele Umformungen und
Vereinfachungen im Hintergrund durch. Im Repetitorium sollen aber ja gerade
Zwischenschritte sichtbar werden bzw. Eingaben auf ihre genaue Syntax hin
untersucht werden. Die an sich auch im Repetitorium erwiinschten Fahigkeiten
von Mathematica miissen also manchmal umgangen oder ausgeschaltet werden.

Insbesondere ist es schwierig,

1. die Eingabestruktur von Termen mit ausschliellich Zahlen als Operanden
zu erhalten,

2. solche Terme als Ausgabe zu generieren,
3. die genaue Struktur der Klammerung einer Eingabe zu erhalten,

4. Ausgaben mit einer definierten Klammerung zu generieren,
Verschiedene Losungsmoglichkeiten sind denkbar:

e Die automatische Umformung von Eingaben dadurch zu unterdriicken,
dass Funktionen wie Times und Plus alle Attribute wie Flatten und
Listable entzogen werden.

Allerdings bleibt dann auch von den erwiinschten Fahigkeiten von Mathe-
matica nicht viel iibrig.

e Terme als Zeichenketten (strings) zu generieren und zu verarbeiten.
So wurde in den Ubungen vorgegangen, in denen mit Zahlen gerechnet
wird.

e Verzicht auf die Kenntnis der genauen Termstruktur.

So wurde in den spiteren Ubungen, in denen einfachere Umformungen
bereits beherrscht werden sollten, vorgegangen.
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e Verwendung von HoldForm und Varianten davon. Die Funktion HoldForm
verhindert die Auswertung von Ausdriicken.

Dariiber hinaus erwies sich die Uberpriifung der Richtigkeit von Benutzerein-

gaben als aufwendig. So erkennt Mathematica z.B. nicht ohne weiteres, dass die

Ausdriicke ) L1
5(1 +\/§) und 5 + 5\/3

dquivalent sind. Genauer: Es gilt nicht
1/2(1+8qrt [3])===1/2+1/2 Sqrt[3].
Ebenso gilt nicht
MemberQ[{1/2(1+Sqrt[3]1)},1/2+1/2 Sqrt[3]1==True.

Daher konnten an vielen Stellen die von Mathematica bereitgestellten Funktio-
nen nicht unmittelbar benutzt werden.

B.2.1 Grundrechenarten

Das Hauptproblem bei Ubungen mit Zahlenrechnungen besteht darin, dass Ma-
thematica jeden Ausdruck, der nur Zahlen enthilt, sofort ,,ausrechnet“. Deshalb
werden alle Rechenaufgaben als Baumstruktur generiert. Die folgende kleine
Grammatik zeigt den einfachen Aufbau:

aufgBaum := List[operation, operand, operand]
operation := "+" | "'t | k"

operand := aufgBaum | integer | rationmal
integer := digits | "(-" <> digits <> ")"
rational := digits <> "/" <> digits

digits := digit digits | (leeres Wort)

digit:=0 | 1 12| 3[415]6|7I181%9
Ein typisches Beispiel wire

aBaum = {"x", "(-23)", {"-", "2/3", "7T"}},

welches natiirlich fiir

stehen soll.

Ein solcher Aufgabenbaum kann in einen Zahlausdruck umgewandelt werden:
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BaumZuString[x_String] :=x

BaumZuString[{p_,a_,b_}]:=If [p==="4",
BaumZuString[a]<>p<>BaumZuString[b],
" ("<>BaumZuString[a] <>p<>BaumZuString[b]<>")"
]

Im Beispiel wére
BaumZuString[aBaum] = "(-23)*(2/3-7)"

Der Aufruf ToExpression[BaumZuString[aBaum]] liefert dann die Zahl, die
sich bei der Auswertung des Zahlausdrucks ergibt.

Zur Anzeige von Aufgaben fiir den Benutzer muss der Aufgabenbaum mittels
HoldForm aufbereitet werden, damit Auswertungen verhindert werden. Gleich-
zeitig wird eine moglichst korrekte Klammerung angestrebt:

BaumZuStringHold[x_]:=
If [Head[x]===String,
(* then *)
"HoldForm[" <> x <> "]",
(* else *)

"HoldForm[(" <>
BaumZuStringHold[x[[2]1]] <>
x[[1]11<>"HoldForm[" <>
BaumZuStringHold[x[[3]1]] <>
"1)1"]

Wieder muss ToExpression auf das Resultat angewendet werden, um einen
Ausdruck zu erhalten, der angezeigt werden kann. Durch mehrfaches Anwenden
von ReleaseHold kann der Ausdruck auch ausgewertet werden.

Die Schachtelung von HoldForm ist notig, weil ein Ausdruck wie
HoldForm[2#3-4*5+(-3)*(-3-6)]

zwar nicht ausgewertet wird, der Rechenausdruck innerhalb des HoldForm-Aufrufs
aber umgeordnet oder anders geklammert werden kann. Will man solche Details
kontrollieren, so muss man innere Teile ebenfalls mit HoldForm schiitzen.

Besonders sorgféltig muss man vorgehen, wenn Aufgaben mit geschachtelten
Briichen wie in Ubung 4.3 vorgefiihrt werden sollen. Dabel miissen auflerdem
Zahler und Nenner eines Bruches aus den Strings isoliert werden.

B.2.2 Termumformungen

Die Behandlung algebraischer Terme ist weniger problematisch. Mathematica
wandelt Terme nicht automatisch in Normalformen um. So werden z.B. Klam-
merausdriicke nicht ausmultipliziert. Erst die Anwendung von Funktionen wie
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Expand fiithrt Termumformungen durch. Daher ist die Generierung von Auf-
gaben unproblematisch und kann durch explizite Vorgabe von Mathematica-
Ausdriicken erfolgen.

Groflere Sorgfalt erfordert die Priifung der Eingaben und die Vorfiihrung von
Aufgaben. Wenn die genaue Gestalt der Eingabe wichtig ist, wird die Eingabe
beim Einlesen mit einer HoldForm-Anweisung umbhiillt.

Bei der Vorfiihrung von Aufgaben soll es moglich sein, Zwischenschritte sichtbar
zu machen. Deshalb sollte eine Expand-Anweisung nicht sofort vollstindig aus-
gefithrt werden. Oft hilft ebenfalls HoldForm, in manchen Fillen muss anders
vorgegangen werden. Als Beispiel sei der Code fiir die schrittweise Faktorisierung
eines Terms (,, Ausklammern®, Ubung 2.3) gezeigt:

VorfuehrungExpandAufgabeO[aufg_]:=
Module[{fakts,n,l,letzter,m},
fakts=FactorList[aufg];
1=Length[fakts];
fakts=Apply[Power,fakts,{1}];
fakts=Sort[fakts,Depth[#1]<Depth[#2]&];
If[fakts[[-1,0]]===Power&&
fakts[[-1,2]]===2,n=1,
n=1-1];
printLineNb[vNb,"Fortschreitendes Ausklammern
ergibt nacheinander"];
Do[printLineNb[
vNb, (Times@@Take [fakts,{1,m}]) (Expand[
Times@@Take[fakts,{m+1,1}11)]1,{m,1,n}]1]

Bei den Vorfithrungen von Umformungen ergab sich generell das Problem, dass
die Terme einer ldngeren Formel nach internen Sortierkriterien von Mathematica
angeordnet werden. Nach einem Umformungsschritt ist dann irritierenderweise
die Reihenfolge der Terme anders als erwartet. Beispielsweise wird aus

(a+2)(z +y)
nach dem Ausmultiplizieren mit Expand
ax—i—ay—i—xy—l—xz,

anders, als dies ein menschlicher Schreiber tun wiirde. Auf die Sortierreihenfolge
von Mathematica kann man keinen Einfluss nehmen. Die gewiinschte Reihenfolge
wére nur durch massiven Einsatz von HoldForm zu erzwingen. Da damit behan-
delte Terme aber nur schwer weiterverarbeitet werden kénnen, wurde davon
Abstand genommen. Dieser didaktisch unschéne Umstand bleibt also unbefrie-

digend.

B.3 Fehlererkennung und -behandlung

Erklartes Ziel des Repetitoriums ist es, die Antworten des Benutzers nicht
nur mit ,richtig® oder ,falsch“ zu bewerten, sondern auch Hinweise auf den
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gemachten Fehler zu geben. Diesem Ziel sind dadurch Grenzen gesetzt, dass
die meisten Fehler schlicht Rechenfehler sein diirften und nur die wenigsten
auf einem expliziten VerstoB gegen Rechenregeln beruhen werden. Reine Re-
chenfehler wie 2 4+ 2 = 5 oder Ansammlungen von Unachtsamkeiten wie in
(2a+T7b)(6a%49b) = 12a®+42ab+27ab+63b? ergeben so viele Méglichkeiten von
falschen Ergebnissen, dass eine Analyse des Fehlers in vielen Féllen nicht moglich
ist. Es wird deshalb vor allem nach Fehlern durch Regelverst&fie ohne zusatzliche
Fliichtigkeitsfehler gesucht. Weiterhin sollte das Programm mdoglichst tolerant
gegeniiber sytaktischen Fehlern bei der Eingabe sein.

B.3.1 Fehler bei der Eingabe

Das Repetitorium, welches ja vor allem fiir Benutzer gedacht ist, welche nicht
im Umgang mit Mathematica geiibt sind, muss Fehler bei der Eingabe méglichst
gut tolerieren. Der Benutzer wird ja im Dialog gefiihrt, die Zellen der Notebooks
sind schreibgeschiitzt, so dass Fehler nur bei der Eingabe von Antworten in die
vorgesehenen Eingabefelder auftreten kénnen. Man kann zwei Arten falscher
Eingaben unterscheiden:

e Eingaben, die nicht zur aktuellen Ubung passen, ansonsten aber korrekt
sind, und

e Eingaben, die syntaktische Fehler enthalten und keine giiltigen Mathema-
tica-Ausdriicke darstellen.

Die erste Art von falschen Eingaben wird durch die jeweiligen Ubungsteile ab-
gefangen. Im allgemeinen erhilt der Benutzer einen Hinweis darauf, welche Ant-
worten erwartet werden, und wenn moglich, wird ein direkter Hinweis darauf
gegeben, was nicht passend ist. Fiir den Zweck der Untersuchung der Eingaben
stehen innerhalb Mathematica geniigend viele Funktionen bereit, z.B.

Number@Q zum Test, ob eine Eingabe numerisch ist;
PolynomialQ zum Test, ob ein Polynom eingeben wurde;

UserSymbols — eine einfache Funktion, die nicht zum Standardvorrat von Ma-
thematica gehort — liefert alle Variablen eines Ausdrucks?;

Cases mit geeigneten Mustern kann z.B. alle Wurzelexponenten eines Aus-
drucks liefern und so die Eingabe von dritten Wurzeln erkennen und ab-
lehnen;

Mit ihrer Hilfe sind die nétigen Priifungen relativ leicht zu erledigen und beliebig
sorgfiltig durchzufiihren.

Schwieriger zu behandeln sind Syntaxfehler. Mathematica reagiert ndmlich auf
den Versuch, einen fehlerhaften Ausdruck einzulesen, immer mit einer Fehler-
meldung, die das optische Bild eines Dialogs stort. Es wurde folgendes Verfahren
angewendet:

?siehe [MAO1]
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1. Eingabezellen werden zun&chst per NotebookRead eingelesen. Man erhélt
eine Zeichenkette, die die Boxstruktur der eingelesenen Zelle enthélt. Diese
Boxstruktur an sich ist stets syntaktisch korrekt, ist aber kein auswertba-
rer Ausdruck.

2. Die Funktion ToExpression versucht, eine Zeichenkette in einen Mathema-
tica-Ausdruck umzuwandeln. Genau hier treten unvermeidbar Fehlermel-
dungen auf. Deshalb werden unmittelbar vor dem Aufruf von ToExpression
alle Fehlermeldungen aus-, und danach wieder eingeschaltet.

3. Da im Fehlerfalle der Riickgabewert auf das spezielle Symbol $Failed
gesetzt ist, 148t sich eine syntaktisch falsche Eingabe danach zweifelsfrei
erkennen und eine entsprechende Meldung ausgeben.

Die Funktion InputExpressionHold fiihrt diesen Ablauf durch:

In

InputExpressionHold[tag_]:=
Module [{input},

input=readFromCell[tag];

messages0ff;

input=ToExpression[input,TraditionalForm,HoldForm];

messagesOn;

If [input===$Failed,
printMessage["Syntaxfehler, bitte Eingabe korrigieren!"];
Return[Falsel];

If [input=!={}&&input [[1,0]]1==Set, input[[1,0]]1=Equall;

expr=ReleaseHold[input];

If [expr==ComplexInfinity||expr==Indeterminate,expr=$Failed;
printMessage["Division durch Null ist nicht erlaubt!"];
Return[Falsel];

Return[input]

]

dieser Funktion sind noch weitere Dinge miterledigt worden:

e Durch den dritten Parameter HoldForm im Aufruf von ToExpression wird
erreicht, dass der erhaltene Ausdruck nicht sofort ausgewertet wird. Da-
durch wird eine genaue Untersuchung des eingegebenen Terms moglich.
Andernfalls erhielte man eine Normalform desselben, die manche Priifung
unmoglich macht.

e Die Zeile
If [input='={}&&input[[1,0]]==Set,input[[1,0]]1=Equall;

ermoglicht es; einen typischen Eingabefehler, ndmlich die Eingabe einer
Bestimmungsgleichung mit dem einfachen Gleichheitszeichen ,=* statt
korrekt mit dem doppelten ,,==% fiir den Benutzer folgenlos zu lassen. Fi-

ne Eingabe der Form a+x=0 wird ndmlich zun&chst als HoldForm[Set [a+x,0]]

eingelesen. Durch die obige Zeile wird die falsche Zuweisung Set durch den
richtigen Vergleich auf Gleichheit Equal ersetzt, und es wird a+x==0 wei-
terverarbeitet, ohne dass der Benutzer irgendetwas davon bemerkt.
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e Eingaben, die bei ihrer Auswertung auf eine Division durch Null — und
damit zu unschénen Fehlermeldungen — fithren wiirden, werden ebenfalls
abgefangen.

In dhnlicher Weise wurde der Fall behandelt, dass die Lésungsmenge einer Glei-
chung, insbesondere wenn es nur eine Losung gibt, ohne Mengenklammern ein-
gegeben wurde. Dies diirfte auch ein typischer Eingabefehler sein. Hier werden
die Klammern automatisch ergédnzt und es wird ein Hinweis darauf gegeben.
Leider konnen die Klammern nicht automatisch ergénzt werden, wenn es meh-
rere Losungen gibt und der Benutzer z.B. statt ,{2,3}“ nur ,2,3“ eingibt. Die
Eingabe ,,2, 3 wird ndmlich von Mathematica als unvollstdndige Eingabe ange-
sehen und wird auf keine Weise von ToExpression akzeptiert. Auf die mégliche
Untersuchung der Boxstruktur daraufhin, ob sie eine Liste von durch Kommas
getrennten Zahlen enthalt, wurde verzichtet, da Boxstrukturen sehr uniiber-
sichtlich sein kénnen.

B.3.2 Fehlerhafte Antworten

Ein von Anfiangern hiufig gemachter Fehler ist die Umformung

a—(b—c)=a—-b—ec

/\

/\
Stellt man Terme als Baume dar, so sieht man, dass hier der Baum v ¢ félsch-

/\

- C

/\
lich durch den Baum a v  ersetzt wird. Diese beiden Bdume gehen durch eine
sog. Linksrotation auseinander hervor. Viele typische Fehler lassen sich auf eine
Linksrotation oder die analoge Rechtsrotation des Termbaumes zuriickfithren.

Eine Linksrotation ist in Mathematica leicht direkt zu programmieren:
LinksRotation[t_J:=Apply[t[[2,0]],
{Applyl[t[Lo]],{t[[1]1],t[[2,111}],
t[[2,2111]

Besser und iibersichtlicher ist es, die Linksrotation als Ersetzungsregel zu for-
mulieren:

LinksRotationsRegel=p_[a_,q_[b_,c_11->qlpla,bl,c]

Man wendet diese beiden Méglichkeiten wie folgt an:

In[] = LinksRotation[a-(b-c)]
Out[] = a-b-c¢
bzw.
In[] = a-(b-c) /. LinksRotationsregel

Out[]

a-b-c
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Die beiden Varianten wirken in gleicher Weise auf alle Ausdriicke, die entwe-
der entsprechend viele Teile haben oder auf das Muster passen. Das ist aber
manchmal nicht der Fall:

In(]
Out[]

a-(b-c)+d /. LinksRotationsregel
a-(b-c)+d

Die Ursache liegt in der Eigenschaft Listable von Symbolen wie Plus, die dazu
fithren, dass a-(b-c)+d die interne Darstellung

Plus[a,Times[-1,Plus[b,Times[-1,c]11]1,d]
hat, auf welche das Muster p_[a_, -] nicht passt. Eine gewisse Abhilfe bietet
LinksRotationsRegel=p_[a_,q_[b_,c_,r___1,s___1->qlpla,b,r],c,s]

mit den Platzhaltern r___ und s___ fiir beliebig viele oder auch keine weiteren
Parameter.

Alternativ 148t sich der obige Fehler durch eine spezielle Regel fiir genau diesen
Fall darstellen:

a_—(b_-c_) -> a-b-c

Wenn ein Benutzer den Term a-(b-c) filschlich in a-b-c umgeformt hat, so
kann man entweder die Linksrotation oder die Regel auf den Term a-(b-c)
anwenden, das Ergebnis evaluieren und mit der Eingabe a-b-c vergleichen. Bei
Ubereinstimmung ist der Fehler erkannt und ein entsprechender Hinweis kann
ausgegeben werden.

Die Rotationsregeln sind, da sie auf alle m&glichen Ausdriicke passen, in man-
chen Fillen zu allgemein und ergeben , Fehler“-Terme, die weit jenseits dessen
liegen, was ein Benutzer an falschen Eingaben produzieren wiirde:

In[] = a-b /. LinksRotationsRegel
Out[l = (a-1)b

Zur Erklarung bedenke man, dass @ — b intern als Plus[a,Times[-1,b]] dar-
gestellt wird.

In dieser Arbeit wurden beide Ansétze weiterverfolgt. Fiir das Ausmultiplizieren
von Termen (Ubung 3.1) wurden z.B. folgende Regeln verwendet:

x_ (y_+z_) -> xXy-xz,

x_ (y_+z_) > -xy-xz,

(a_+b_) (c_+d_ ) e_. > (ac+ bde,

(a_+b_) (c_+d_) e_. > (ad+Dbc+ bde,
(a_tb_) (c_+d_ ) e_. > (-ac+ad+bc+bde,
(a_+b_) (c_+d_ ) e_. -> (rac-ad+bc+bde,
(a_+b_) (c_+d_ ) e_. > (rac-ad-bc+bde,
(a_tb_) (c_+d_ ) e_. > (-ac+ad+bc-bde,
a_ (b_+c_) -> ab+c
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Die linken Seiten der Regeln sind stets fiir die Addition formuliert und nicht
fiir die Subtraktion, was ja eigentlich n#her liegen wiirde. Weil Mathematica
grundsétzlich die Subtraktion auf die Multiplikation mit -1 und anschlieende
Addition zuriickfiihrt, decken die Regeln so alle gewiinschten und noch weitere
Fille zusétzlich ab.

Die Regeln decken auch unvollstdndiges Ausmultiplizieren ab (3., 4. und letzte

Regel).

Fiir die Rechenoperationen mit Zahlen (Ubung 2.4) wurden hingegen Rotati-
onsregeln eingesetzt:

{q_,a_,{p_,b_,c_}} -> {p,{q,a,b},c}
{p_,{q_,a_,b_},c_} -> {q,a,{p,b,c}}
{r_,a_,{q_,b_,{p_,c_,d_}}} -> A{p,{q,{r,a,b},c},d}
{{p_,{q_,{r_,a_,b_},c_},d_} -> A{r,a,{q,b,{p,c,d}}}

Diese Regeln beschreiben sukzessive eine Links-, eine Rechts-, eine doppel-
te Links- und eine doppelte Rechtsrotation. Dass hier die Ausdriicke als ge-
schachtelte Listen formuliert sind liegt daran, dass fiir die Rechenoperationen
mit Zahlen — wie weiter oben beschrieben — Ausdriicke mit Zahlen explizit als
Termb&aume modelliert wurden, um deren Evaluation durch Mathematica kon-
trollieren zu kénnen.

Samtliche obigen Regeln scheinen das vorhin angesprochene Problem mit der
Listable-Eigenschaft nicht zu beachten, da es keine Platzhalter wie r___ gibt.
In Wirklichkeit tritt dieses Problem deshalb nicht auf, weil die Regeln stets
auf Teilterme angewendet werden, die eben nicht zu viele Argumente enthalten.
Solche Teilterme kénnen mit der Funktion Position gefunden werden:

In[] = Positionla(b+c)+d(e+£f),x_+y_]
Out[1 = {{},{1,2},{2,2}}

Anschaulicher ist die Funktion Cases, die die gefundenen Teilterme zuriickgibt:

In[] = Cases[a(b+c)+d(e+f),x_+y_]
Out[] = {a(b+c)+d(e+f),b+c,e+f}

Seit der Version 3.0 von Mathematica ist es auch moglich, nicht nur die erste
mogliche, sondern alle Belegungen eines Musters zu finden, die zu einem Term
passen:

In[] = (a+b)(c+d) /. x_(y_+z_)—>{x,y,z}
Out[1 = {a+b,c,d}

In[] = ReplacelList[(a+b)(c+d), x_(y_+z_)—>{x,y,z}]
Out[] = {{a+b,c,d?},

{a+b,d,c?},

{c+d,a,b’},

{c+d,b,a}}
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Erst ReplaceList in Verbindung mit Cases und Position macht eine vollstén-
dige Suche nach falschen Termumformungen mit Regeln méoglich.

Rechenfehler, die sich nur in falschen Koeffizienten duflern, lassen sich kaum
sinnvoll durch Regeln abdecken, da man sich ja auf alle erdenklichen Arten
,verrechnen® kann. Es ist aber {iber Funktionen wie CoefficientList, die die
Koeffizienten eines Polynoms — auch in mehreren Verdnderlichen — zuriickgibt,
wenigstens zu priifen, ob alle erwarteten Terme iberhaupt vorhanden sind. Dann
kann immerhin noch der allgemeine Hinweis auf einen Rechenfehler gegeben
werden.

B.4 Generierung von zufilligen Aufgaben

Es wurde besonderer Wert darauf gelegt, den Benutzer mit einer reichlichen
und vielfaltigen Menge von Aufgaben zu versorgen, die sich nur sehr selten
wiederholen und alle denkbaren Sonderfille mit enthalten sollen.

B.4.1 Termskelette

Da sich jeder algebraische Term — auch Gleichungen — als (bindrer) Baum mit
Operationen in den Knoten und Operanden in den Bléattern darstellen 148t, ist
die naheliegendste Idee, einen Aufgabentyp durch Bedingungen an den Baum zu
charakterisieren und dann zufillig Baume, die diesen Bedingungen geniigen, zu
generieren. Die Programmiersprache von Mathematica bietet gute Moglichkeiten
zur Listenverarbeitung — &hnlich wie in LISP. Es ist daher kein Problem, Terme
als Baum zu generieren und unmittelbar in Mathematica weiter zu verwenden.

Fiir diesen Prototyp wurde ein anderer Weg eingeschlagen: Fiir jeden Aufga-
bentyp wurden mehrere Untertypen als Termskelett in einer Liste abgelegt. Die
Operanden und evtl. auch die Operationen in diesem Termskelett sind durch Va-
riable belegt, hinter denen sich eine Funktion zur zufilligen Generierung eines
Operanden oder einer Operation verbirgt. Typische Vertreter sind etwa

RandomSign:=2Random[Integer]-1
ZahlOderNull:=RandomSign Random[Integer, 10]
positiveZahl:=Random[Integer,{1,10}]
Zahl:=RandomSign positiveZahl

linearerTerm:=Zahl x+ZahlOderNull
positiverLinearerTerm:=positiveZahl x + ZahlOderNull
Wurzelterm:=Sqrt[positiverLinearerTerm]

Diese Variablen konnen z.B. als Termskelett
WurzeltermtlinearerTerm==linearerTerm,

fiir Wurzelgleichungen verwendet werden.

Diese Methode eignet sich auch fiir jene Ubungsteile, die Aufgaben mit Zah-
len enthalten. Die dort verwendeten Listen mit Baumstrukturen fiir Ausdriicke
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lassen sich auf die gleiche Weise mit zufélligen Inhalten bei vorgegebener Term-
struktur fiillen.

Die Erzeugung von zufilligen Termen iiber Zufallsbdume von Ausdriicken wur-
de nicht weiter verfolgt. Die gestellten Aufgaben diirfen namlich nicht zu um-
fangreich sein, wenn der Benutzer sich nicht in zu langwierigen Rechnungen
verstricken soll. Fiir Aufgaben, die eine gewisse Lange nicht iiberschreiten, las-
sen sich aber die méglichen Terme relativ rasch vollstindig aufzdhlen und in
einer Liste von Termskeletten ablegen. Man gewinnt dadurch die Moglichkeit,
jeden Term auf eine auf ihn speziell zugeschnittene Weise zu behandeln. Dieser
Weg der individuellen Behandlung wurde z.B. fiir Potenzaufgaben mit Zahlen
gewdhlt. Damit die Potenzgesetze sinnvoll anwendbar sind, muss nicht nur der
Term die richtige Struktur haben, er muss auch mit passenden Zahlen gefiillt
werden, damit interessante Aufgaben entstehen. Jeder Termtyp hat auBlerdem
seinen eigenen spezifischen Losungsweg. Dies alles wiirde bei zuféllig gewahlten
Termstrukturen erheblich aufwendiger zu realisieren sein.

B.4.2 Glatte Losungen

Manche Aufgabentypen konnen bei der Losung schnell zu groflien Zahlen und
komplizierten Losungen fithren. Dies gilt besonders fiir Gleichungen 2. Grades,
vor allem dann, wenn sie noch Wurzelterme enthalten. Der Lerneffekt ist nicht
besonders hoch, wenn der Benutzer sich mit Lésungsmengen wie

29 1258 29 1258
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herumschlagen muss. Es ist deshalb sinnvoll, die Gleichungen so auszuwihlen,
dass glatte, also ganzzahlige Lésungen, oder zumindest nur Briiche mit kleinen
Nennern vorkommen. Eine Gleichung auf eine bestimmte Losung hin zu kon-
struieren ist nicht ganz einfach und macht eine Zufallsauswahl schwierig. Des-
halb wurde ein anderer Ansatz implementiert, der darin besteht, eine zufillig
ausgewihlte Gleichung im Nachhinein so zu verdndern, dass eine ganzzahlige
Lésung herauskommt. Zufillige Gleichungen haben meist irrationale Losungen.
Eine davon kann man auf eine ganze Zahl runden und in die Gleichung ein-
setzen. Dann kommt nicht mehr Null heraus, sondern etwas anderes. Addiert
man diese Zahl zur rechten Seite der Gleichung, so hat man was man will. Die
Funktion GlatteLoesung leistet dies:

GlattelLoesunglaufg_ ]:=
Module[{xs,korr,nenner},

xs=Solve[aufg];
If [xs==={},Returnlaufgl];
xs=x/.(xs//N);
xs=xs[[1]1];
If [Head[xs]===Complex,Returnlaufgl];
If[Head[xs]===Rational,Return[aufg]l];
If [Head[xs]===Integer,Returnlaufgl];
xs=xs//Round;
nenner=Denominator [Subtract@@aufg[[1]]//Together];
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While[nenner/.x—>xs==0,xs+=1];
korr=(Subtract@aufgl[[1]])/.x->xs;
ReplacePart[aufg,aufg[[1,2]]+korr,{1,23}]
]

Hierin ist aufg eine zuvor zufillig erzeugte Gleichung®. Diese wird numerisch
geldst, eine Losung gerundet, der nétige Summand fiir die rechte Seite (in der
Variablen korr) bestimmt und mit ReplacePart in die Gleichung eingefiigt.
Etliche Sonderfélle miissen beachtet werden: falls die Gleichung keine Loésung
hat oder diese komplex ist, kann das Verfahren nicht angewendet werden. Das
Verfahren ist andererseits nicht nétig, wenn eine Losung bereits ganzzahlig oder
rational ist. Die Polstellen bei Aufgaben mit rationalen Funktionen miissen be-
sonders beachtet werden: die gerundete Losung darf nicht auf einen Pol zu liegen
kommen. Hier wird in der While-Schleife die gewiinschte Losung so lange um 1
erhoht, bis man nicht mehr auf einer Polstelle steht.

Gleichungen mit Wurzeltermen kénnen leider nicht so behandelt werden, weil
die Korrektursummanden im allgemeinen selbst irrational sind. Die gednderte
Gleichung hat dann meist einen wesentlich komplizierteren Lésungsweg, der
sich nicht mehr automatisch vorfithren 148t. Deshalb wurde hier doch versucht,
Aufgaben mit einer vorgegebenen Losung zu konstruieren. Zu diesem Zweck
wurde das weiter oben genannte einfache Termskelett fiir Wurzelterme anders
gestaltet:

Wurzelterm[xs_] :=
Module[{a, c},
If[Head[xs] === Rational,
a = 2 kleineZahl,
a = positiveZahl;
¢ = kleineZahl;
Sqrtla x + ¢™2 - a xs]

Hier ist xs die gewiinschte Lésung, die auch halbzahlig sein kann. Es wird ein
zufilliger Wurzelterm zuriickgeliefert, der die kleine ganze Zahl ¢ als Wert hat,
wenn man x = zs setzt. Die entstehende zuféllige Gleichung muss am Ende
noch korrigiert werden, damit auch xs Loésung wird, denn durch Wurzelterm
sind nur ganzrationale Wurzeln garantiert.

Allerdings gestaltet sich die Korrektur der Gleichung etwas schwieriger, da dafiir
Sorge getragen werden muss, dass die neue Gleichung héchstens vom 2. Grade
ist. Weiterhin stellt sich heraus, dass die erzeugte Gleichung zwar eine einfache
Losung besitzt (die vorgegebene), die zweite Losung ist jedoch oft ein Bruch mit
groflem Nenner, und bei der Lésung der Gleichung treten grofie Zahlen auf.

3eingehiillt in eine Liste



Anhang C

Fazit

Die Arbeit am Repetitorium kann sicher noch beliebig weitergefiihrt werden. So
konnten weitere Aufgabentypen aufgenommen werden. Eine Erweiterung des
Stoffes auf Themen aus der Analysis wire denkbar. In diesem Bereich gibt es
allerdings schon ansprechende Tutorials, auch auf der Basis von Mathematica.
Unter der Internetadresse [UIUC] findet sich ein Programm, welches schritt-
weise Funktionen differenziert. Auf &hnliche Weise wird dort die Berechnung
unbestimmter Integrale vorgefiihrt, dieser Teil - und einige andere - ist aller-
dings gebiihrenpflichtig.

Die Verwendung von Mathematica fiir dieses Tutorial hat sich letztlich doch
bewédhrt. Die Notebooks bieten geniigend Komfort fiir den Benutzer, Dialoge
lassen sich damit recht bequem erstellen, sobald die grundlegenden Aufgaben
fiir Meniisteuerung und Dialoggestaltung gelost sind. Positiv zu bemerken ist
auch die Moglichkeit des schnellen Prototyping. Bequem ist das Testen von
neuen Funktionen: bei laufendem Repetitorium koénnen neue Funktionen in-
teraktiv erstellt, getestet und ins Repetitoriumsprogramm eingestellt werden.
Das reibungslose Zusammenspiel ist sofort erkennbar. Allerdings: die héufigen,
aus heiterem Himmel stattfindenden Abstiirze in der Testphase — meist im Zu-
sammenhang mit Aktionen in den generierten Notebooks — konnten sehr lastig
werden.

Die bereits an fritherer Stelle erwdhnten Schwierigkeiten mit der automatischen
Evaluierung von Ausdriicken lassen sich letztlich doch gut in den Griff bekom-
men. Es ist nicht notwendig, auf direkte Programmierung in anderen Program-
miersprachen zuriickzugreifen.

Letztlich erweist sich der Funktionsumfang von Mathematica als so grofi und
reichhaltig, dass sich fiir jedes auftretende Problem eine Losung finden lief3; und
oft sogar eine recht elegante.
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