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Simultantestprozedur fur globale Nullhypothesen
- bei beliebiger Abhdnqgigkeitsstruktur der Einzeltests.

Zusammenfassung: Viele Probleme der Angewandten Statistik zeichnen sich dadurch aus, daf3 die
zu Uberprifende ,globale” Nullhypothese als Schnittmenge von n Einzelhypothesen aufgefaldt werden
kann.

Aus unterschiedlichen Grinden (z.B. um differenzierterer Aussagen willen) méchte man statt der
globalen Hypothese die n Einzelhypothesen testen. Entscheidend ist dabei, das Gesamtsignifi-
kanzniveau trotz beliebiger Abhangigkeiten der Einzeltests unter Kontrolle zu behalten.

In der Literatur sind dazu verschiedene Methoden vorgeschlagen worden. Eine gute Ubersicht iiber die
klassischen Methoden findet sich bei MILLER [1981]. In der neueren Literatur sind eine Reihe von
Varianten der BONFERRONI-Methode vorgeschlagen worden, z.B. bei KRAUTH/LIENERT [1973],
RUGER [1978], LINDNER [1979], HOMMEL [1983].

Eine Ubergreifende Zusammenfassung und Verallgemeinerung der letztgenannten Methoden bildet
den Gegenstand der vorliegenden Arbeit.

Eine Anwendung dieser neuen Methode zur Auswertung von Kontingenztafeln wird diskutiert.

1. Einfihrung

Bei vielen Problemen der anwendungsorientierten Statistik steht man haufig vor dem folgenden
Problem:

Eine zu testende - globale - Nullhypothese setzt sich aus einer Reihe von Einzelhypothesen
zusammen.

Typisch fir diese Situationen ist es meistens, dafd sowohl ein Test der globalen Hypothese als auch
Tests fur die Einzelhypothesen von praktischem Interesse sind.

Dabei méchte man die globale Nullhypothese testen, um zu prifen, ob das Datenmaterial
Uberhaupt irgendwelche interessanten Teilaussagen vermuten 1&3t, die dann im einzelnen noch
aufzusuchen waren; wahrend man die Einzelhypothesen deshalb tberprufen will, weil die

Einzeltests zu wesentlich differenzierteren Aussagen fuhren als der Globaltest.

Ein typisches Beispiel fur die beschriebene Situation ist die Auswertung von zweidimensionalen
Kontingenztafeln, den sogenannten Kreuztabellen. Mdchte man etwa — wie in einer Untersuchung von
WEIHE et al. [1987] — feststellen, ob Zusammenhéange zwischen der Hohe des Anfangsjahresgehaltes
von Hochschulabsolventen und dem jeweiligen Unternehmenstyp bestehen, so befragt man
Absolventen nach den Auspragungen dieser beiden Merkmale, trdgt dann die Ergebnisse in einer
Kreuztabelle ein und untersucht, ob Abhéngigkeiten zwischen bestimmten Merkmalsauspragungen

bestehen.
Das statistische Standardinstrument fur diese Situation ist der )(2 - Test der Kontingenztafel auf

Unabhangigkeit zu einem vorgegebenen Signifikanzniveau.

Hierzu sind aber sofort zwei wichtige Anmerkungen zu machen.
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Erstens kann man diesen globalen )(2 - Test haufig deshalb berhaupt nicht durchfiihren, weil die

Voraussetzungen dafir nicht erflillt sind. Es missen namlich, da die )(2 - Verteilungsaussage

asymptotischen Charakter hat, die unter der Nullhypothese der Unabhangigkeit erwarteten

Haufigkeiten in jeder Zelle hinreichend grof3 sein, das heildt im wesentlichen, der Stichprobenumfang
muf3 hinreichend grofR3 sein. Ist dies nicht der Fall, muf3 auf die Durchfiihrung des globalen )(2 - Tests

verzichtet werden. Es erhebt sich die Frage, wie man dann bei der Auswertung fortfahren soll, worauf

wir gleich zuriickkommen werden.
Zweitens wirde der globale )(2 - Test, wenn der Stichprobenumfang seine Durchfiihrung Uberhaupt

gestattet, im Falle der Ablehnung der Nullhypothese nur eine sehr allgemeine Aussage liefern, namlich
die, daf3 irgendwelche Abhangigkeiten zwischen den beiden Merkmalen vorhanden sind, nicht aber,
bei welchen Auspradgungskombinationen der beiden Merkmale diese Abh&ngigkeiten auftreten. Auf
unser obiges Beispiel bezogen, wiirde man dadurch eventuell zeigen kénnen, daf3 es zwar
Abhangigkeiten zwischen Unternehmenstyp und Jahresanfangsgehaltern gibt, nicht aber, von welcher
Art diese Abhangigkeiten sind. Genau letzteres will man aber eigentlich erfahren.

Beide soeben diskutierten Probleme bei der Auswertung von Kontingenztafeln sind fur den Anwender
von entscheidender Bedeutung.

Ahnliche Situationen treten in nahezu allen Bereichen der Angewandten Statistik auf, z.B. bei der

Analyse von Zeitreihen, bei Konfigurationsfrequenzanalysen oder bei multifaktoriellen Varianzanalysen.

Eine Methode, mit den oben skizzierten Problemen qualifiziert umzugehen, soll hier am Beispiel der
Kontingenztafeln demonstriert werden.

Nehmen wir an, es liege eine 5 x 6 - Kontingenztafel vor; das Merkmal A (Unternehmenstyp) habe 5
Auspragungen (z.B. sehr kleine , kleine, mittlere, grofRe, sehr gro3e Unternehmen) , das Merkmal B
(Jahresanfangsgehalt) sei in 6 Auspragungen aufgegliedert.

Die Kontingenztafel besteht dann aus 30 Zellen, und die globale Unabhangigkeitshypothese besagt,
daf in allen Zellen Unabhéangigkeit vorliegt (anschaulich gesprochen, daB in keiner der Zellen die

Besetzungszahl zu tiber- oder unterproportionaler Realisierung tendiert).

In beiden oben angesprochenen Fallen (sowohl bei Nicht-Durchfuhrbarkeit des globalen )(2 - Tests

wegen zu kleiner Besetzungszahlen, als auch bei der unbedingten Forderung nach Aussagen Uber die
Unabhangigkeit pro Zelle), bietet sich nun folgende Vorgehensweise an, wobei anzumerken ist, daf3
der Grundgedanke dieser Methode nicht etwa auf Kontingenztafeln beschrankt ist, sondern sich auf
alle statistischen Probleme Ubertragen 1aRt, bei denen eine Globalhypothese sich aus einer Reihe von

Einzelhypothesen zusammensetzt.



Bei der 5 x 6 - Kontingenztafel kann man die globale Nullhypothese der Unabhéngigkeit auffassen als

das gemeinsame Auftreten von 30 Nullhypothesen der Unabhéangigkeit pro Zelle.

Fir jede einzelne Zelle aber kann man die Hypothese der Unabhangigkeit immer testen - auch im
Falle eines kleinen Stichprobenumfanges. Hierfir steht namlich in jedem Falle der exakte FISHER-
Test zur Verfigung. Aus der 5 x 6 Felder -Tafel wird unter Beriicksichtigung der jeweils
interessierenden Zelle und unter geeigneter Zusammenfassung der restlichen Zellen eine 2 x 2 -
Felder - Tafel gemacht, fiir die mit Hilfe der hypergeometrischen Verteilung dann der exakte Test von
FISHER durchgefiihrt werden kann, der im Ubrigen fur den 2 x 2 -Felder Test in seiner randomisierten
Fassung (TOCHER [1950]) sogar gleichmafig bester unverfalschter (uniformly most powerful
unbiased) Test ist, also fur den Unabhangigkeitstest pro Zelle das schérfste statistische Instrument
Uberhaupt darstellt, WITTING [1966].

Man fuhrt also 30 exakte FISHER - Tests durch und erhélt dadurch pro Zelle eine Aussage uber die
Unabhangigkeit bzw. deren Verletzung.

Auf den ersten Blick scheinen nun moglicherweise mit der Durchfiihrung dieser 30 Einzeltests beide
der oben angesprochenen Probleme geldst zu sein: Erstens ist dieses Vorgehen auch bei kleinem
Stichprobenumfang maéglich, und zweitens erhélt man differenziertere Aussagen als beim

globalen )(2 - Test.

Leider sind aber die Probleme damit noch keineswegs befriedigend geldst, denn es erhebt sich die
Frage nach dem einzuhaltenden Signifikanzniveau. Dieses wollen wir in der vorliegenden Arbeit immer
mit ) bezeichnen. Nehmen wir an, jeden der Einzeltests fihren wir zum Niveau @ < } durch, dann
erhebt sich die Frage, wie grol3 die Wahrscheinlichkeit ist, dal3 mindestens einer der Einzeltests
falschlicherweise zur Ablehnung der (Einzel)-Nullhypothese der Unabhéangigkeit fuhrt.

Diese Wahrscheinlichkeit sollte einerseits nattirlich kleiner als ) sein, andererseits steigt sie aber mit
wachsender Anzahl der durchzufiihrenden Einzeltests stark an.

Anmerkung: Die bei diesen Tests auftretenden Abhangigkeiten sind Uberaus kompliziert und gerade
deshalb typisch fiir die diskutierte Vorgehensweise: In der nachfolgenden allgemeinen Betrachtung
werden generell beliebige, insbesondere auch im einzelnen nicht bekannte Abhangigkeiten zwischen
den Einzeltests zugelassen.

Einen ersten Anhaltspunkt, den Zusammenhang zwischen @ und ) betreffend, erhalt man, wenn
man die (hier sicher nicht gegebene) Unabhangigkeit der n Einzeltests unterstellt.

Dann namlich wére (vgl. etwa LINDNER [1979]) bei vorgegebenem Einzelsignifikanzniveau @ das

Gesamtsignifikanzniveau
y = 1-(1-a)"
In unserem Beispiel wiirde sich mit @ =0.05 und n =30 ein Gesamtsignifikanzniveau von

}J = 0.785 ergeben, was sicherlich als unertraglich hoch anzusehen wére.
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Es wirde immerhin bedeuten, dal3 bei Zutreffen der globalen Nullhypothese mit knapp 80 % - iger
Wahrscheinlichkeit mindestens ein Fehlurteil zustande kame.

Um diesen nicht tolerierbaren Anstieg des Gesamtsignifikanzniveaus zu verhindern, mif3te man das
Signifikanzniveau der Einzeltests verringern; im Spezialfall der Unabhangigkeit der Einzeltests mifite

bei vorgegebenem Gesamtsignifikanzniveau ) das Einzelsignifikanzniveau gemaf

(1) a” = 1-3/a-y)

gewahlt werden.

Allgemein nennt man diesen Vorgang der Reduzierung des Einzelsignifikanzniveaus zur Einhaltung
des Gesamtsignifikanzniveaus eine @ — Justierung

Eine Justierung geman (1) kommt aber - wie gesagt - nur bei unabhangigen Tests in Betracht.

Wir wollen hier aber beliebige Abhangigkeiten zulassen, was natirlich zu noch strengerer Q@ -

Justierung fuhren muf3.

2. Bekannte Methoden zur Einhaltung des Gesamtsignifikanzniveaus

2.1 Ein einfaches Beispiel

Um die nachfolgend dargestellten Methoden einfach illustrieren zu kdnnen, betrachten wir zunéchst
eine besonders einfach strukturierte Fragestellung.

Ein Marketingexperte befal3t sich mit dem folgenden Problem:

Ein neues Getrank soll auf den Markt gebracht werden. Entschieden werden soll nun noch die Farbe
der Dose (Verpackung) - zur Diskussion stehen die Farben blau, griin, weif3, braun, gelb und rot, die
als Farbel, Farbe2, usw. numeriert sind.

N =24 Testpersonen stehen zur Verfiigung. Jede Testperson soll den Geschmack des Getranks
beurteilen. Dazu wird ihr dasselbe Getrénk in jeweils 6 unterschiedlich gefarbten Dosen zur
Geschmacksbeurteilung dargeboten. Sie soll angeben, welche der 6 Proben sie geschmacklich
favorisiert.

Der Marketingexperte soll anhand der Testergebnisse die - etwas naive, hier nur zu Demon-
strationszwecken aufgeworfene - Frage beantworten, ob der Geschmack unabhéngig von der
Dosenfarbe beurteilt wird (globale Fragestellung), wobei er natirlich gleichzeitig an der
weitergehenden Fragestellung interessiert ist, welche der Farben denn nun favorisiert wird

(differenziertere Fragestellung).

Wenn das Geschmacksurteil von der Farbe der Dose nicht abhangig ist, verteilen sich die favorisierten

Proben zufallig auf die 6 Farben, und zwar jeweils mit den Wahrscheinlichkeiten



Mit Xl , X2 ey X6 seien die Zufallsvariablen bezeichnet, die angeben, wieviel Testpersonen jeweils
die Farbe 1, Farbe 2, .... , Farbe 6 favorisieren.
Die Realisierungen der Xl , X2 . X6 unterliegen dann bekanntlich gemeinsam einer
Multinomialverteilung

M(N; Py, P oeeea Pg) -
Die (globale) Nullhypothese H,, der Unabhangigkeit des Geschmacksurteils von der Farbe der Dose

lautet dann ausfihrlich :

Epl = p? = %
H,: %pz =P = 6
: 1
P TP T

Ist der Stichprobenumfang groR genug, kann ein Globaltest fir H, durchgefiihrt werden, und zwar

mit Hilfe des Ublichen )(2 - Anpassungstests.

Die in der einschlagigen Literatur (z.B. COCHRAN [1954]) angegebene Bedingung zur Anwendung

dieses Tests lautet, daR in mindestens 80% der Auspragungen (hier also in mindestens 5 von den 6
Auspragungen) die erwarteten Haufigkeiten N * pi(o) > 5 sein sollen.

Wenn aber z.B. N = 24 ist, kann diese Bedingung nie erfiillt werden, womit der klassische Globaltest
fur dieses Problem ausfallt.

Die Zerlegung des Problems in 6 Einzeltests liegt auf der Hand.
Die einzelnen Variablen X, , X, ,...... , Xg sind offensichtlich jeweils binomialverteilt gemar
Bi(N;p;) mit j=1,2,...6.

Mit

; 1
He” 1 p? = 5 far j=1,2, ..., 6

ist H, offenbar aquivalent mit dem Zutreffen aller sechs Einzelnullhypothesen Héj):
H, = H® O H® O ... O HP,

was kurz als
6

HY

=1

Ho



geschrieben werden kann, da die Hypothesen bekanntlich auch als Teilmengen eines Gesamt-
parameterraumes aufgefal3t werden kdnnen.

Die sechs Einzeltests sind nun die Gblichen Binomialtests, mit denen nach Vorgabe des

Einzelsignifikanzniveaus @ anhand der Realisierungen der 6 Variablen X1 , X2 yereas , X6

Uber die Einzel-Nullhypothesen Hé” entschieden wird.

Das einzuhaltende Gesamtsignifikanzniveau ) geben wir uns vor.

Die entscheidende Frage lautet:

Wie muf3 das Signifikanzniveau @ fur die Einzeltests gewahlt werden, und wie hat nach Durchfiihrung
der Einzeltests die Entscheidungsvorschrift tber die globale H, zu lauten, damit insgesamt )

eingehalten wird.

Getestet werden soll also die globale Nullhypothese

n
H, = HY .
j=1
indem die n Einzel-Nullhypothesen Héj) ,1=1,2,....,n, inn Einzeltests gepruft werden.

Zur Wahl der Entscheidungsvorschrift tiber die globale H, in Abhangigkeit der Ausgange der n

Einzeltests und - gekoppelt damit - zur Wahl des Einzelsignifikanzniveaus @ stehen bereits einige

Verfahren zur Verfligung. Diese sollen in den nachsten 3 Teilabschnitten vorgestellt werden.

2.2 Die BONFERRONI - Methode

Das élteste und bisher in der Anwendung am haufigsten anzutreffende Verfahren ist die
BONFERRONI - Methode, (vgl. dazu etwa MILLER [1981] oder den sehr anwendungsorientierten
Aufsatz von KRAUTH/LIENERT [1973]).

Bei dieser Methode wahlt man das justierte Einzelsignifikanzniveau geman
(2 a = =
wobei ) wieder das Gesamtsignifikanzniveau und n die Anzahl der durchzufiihrenden Einzeltests ist;

und die Entscheidungsvorschrift fir die globale H, lautet:

[Lehne die Globalhypothese H, genau dann ab,
(3) Ewenn wenigstens einer der n Einzeltests zur Ablehnung der
Eentsprechenden Einzel — Nullhypothese fiihrt.

-6 -



Man kann leicht einsehen, weshalb dieses Verfahren immer die Einhaltung von ) garantiert.
Es sei P eine beliebige aus H, stammende Wahrscheinlichkeitsverteilung Gber dem

Stichprobenraum.

(Im Beispiel aus 2.1 gibt es sowieso nur eine Verteilung, ndmlich die genannte Multinomialverteilung).

Wegen (2) gilt dann fur die Ablehnungsbereiche Aj (=1,2,....,n) der Einzeltests
4) P( Aj) < a = =

Der Gesamtablehnungsbereich A der globalen H, besteht wegen (3) offenbar aus der

Vereinigungsmenge der Einzelablehnungsbereiche:
n
A= UA
=1

Nach der leicht mit vollstéandiger Induktion beweisbaren BONFERRONI - Ungleichung

(daher der Name des Verfahrens) gilt dann

n D n
P@_JA]H < Y P(A)

j=1 J=1

P(A)

und damit wegen (4)

P(A)

IN

nNa =y
Also:

OWird nach a — Justierung gemaR (2) die globale H, aufgrund
(5) Eder Entscheidungsvorschrift (3) abgelehnt,sowird dabei das
El/orgegebene Gesamtsignifikanzniveau y eingehalten.

Wird nach @ - Justierung gemaf (2) die globale H, aufgrund der Entscheidungsvorschrift (3)
abgelehnt, so wird dabei einerseits das vorgeschriebene Gesamtsignifikanzniveau ) eingehalten, und

andererseits erhalt der Anwender durch die Einzeltestentscheidungen differenzierte Informationen

dartiber, an welchen Stellen denn die globale Hypothese nicht zutrifft.

Wir wollen uns diese Prozedur nun an unserem kleinen Beispiel aus 2.1 ansehen.

Ein Gesamtsignifikanzniveau von ) = 0.10 geben wir uns vor.

n =6 zweiseitige Binomialtests fir die jeweiligen Nullhypothesen

H ©p, = 5 ¢ TlL2...6

sollen durchgefihrt werden.



Gemaf (2) haben wir in den Einzeltests mit einem justierten @ = % = 0,01&3 zu arbeiten,

welches sich wegen der Zweiseitigkeit (die Auftretenshaufigkeiten kénnen ja zu klein oder zu grof3

a —_
sein) je zur Halfte - also > = 0,00833 - auf beide Seiten verteilt.

Das heifl3t also: Hé” wird im Einzeltest dann abgelehnt, wenn fir die aufgetretene Realisierung X;

der Variablen X j entweder

0.00833 oder

IN

P(X; = %;)

P(X, 2x,) < 000833

IN

gilt.
Die Wahrscheinlichkeiten fur P(X; < X;) bzw. fir P(X; 2 X;) ergeben sich bei

N =24 nach:

E24[| i 24-x;)
P(X; =x%;) = %( g%g *%g for j=1,2,...6 und X; =0,12,.....24
j

Man kann sie fir die hier interessierenden Werte der folgenden Tabelle enthehmen.

. ) . 1 ,
Tabelle 1: Wabhrscheinlichkeiten der B = 24;8 - Verteilung:

/:;Lf]tfriztkeef;ts-xj P(X; =x;) P(X; =x;) P(X; 2 x;)
0 0,0126 0,0126 1
1 0,0604 0,0730
2 0,1389 0,2118
3 0,2037 0,4155
4 0,2139
5 0,1711
6 0,1084 . 0,1995
7 0,0557 . 0,0912
8 0,0237 . 0,0354
9 0,0084 . 0,0118
10 0,0025 . 0,0033
11 0,0006 . 0,0008
24 =0 1 =0




Nehmen wir nun an, beiden N = 24 Testpersonen hétten sich die folgenden Auftretenshaufigkeiten

X der favorisierten Farben ergeben :

Datensatz (A):

Auspragung (Farbe) j Farbe 1 Farbe 2 Farbe 3 Farbe 4 Farbe 5 Farbe 6
(blau) (gran) (weil) (braun) (gelb) (rot)

Auftretenshaufigkeit X; 1 2 4 1 6 10

Restwahrscheinlichkeit

nach Tabelle 1 0,0730 0,2118 0,0730 0,1995 0,0033

Die unter der Nullhypothese zu erwartenden Haufigkeiten waren 4 = 24/6 . Wie wahrscheinlich bzw.

unwahrscheinlich die jeweiligen Abweichungen der tatséchlich beobachten Haufigkeiten X; von
dieser erwarteten Haufigkeit sind, geben die aus Tabelle 1 abzulesenden Restwahrscheinlichkeiten

P(X; £X;) bzw. P(X; 2X;) an, und zwar je nachdem, ob die jeweilige Auftretenshaufigkeit X;

groRRer oder kleiner als die unter der Nullhypothese zu erwartende Haufigkeit 4 ist.

Fuhrt man nun die 6 Einzeltests fur den Datensatz (A) durch, so stellt man fest, daf3 nur die

Auspragung X, =10 der Variablen X, mit einer Restwahrscheinlichkeit von P(X ;210)=0.0033

a —_—
unter den BONFERRONI - justierten Wert 7 = 0,00833 falit.

Die Auspragungen fiir die nachst extremeren Werte X; =X =1 haben jeweils die
Restwahrscheinlichkeiten 0.01258 > 0,008@.
Bei den 6 Einzeltests wird also die Nullhypothese Hés) abgelehnt, wahrend alle anderen

Héj) (j=1,2,3,4,5) beibehalten werden.

Das heil3t zusammengefal3t:

Beim Datensatz (A) wird die Einzelhypothese Héﬁ) abgelehnt, und deshalb wird nach der
BONFERRONI-Entscheidungsvorschrift (3) auch die globale Nullhypothese H,, auf dem 10%-Niveau
() =01) abgelehnt.

Der Marketingexperte hat nun aufgrund dieses Experiments auf dem 10%-Niveau die Aussage

abgesichert, daf3 sich die Geschmacksbeurteilung nicht unabhéngig von der Verpackungsfarbe
ergibt.
Neben dieser - auf dem Niveau ) abgesicherten - Aussage erhélt der Marketingexperte die

zusétzliche Information, dal3 es wahrscheinlich die Farbe 6 (rot) ist, welche die

Geschmacksbeurteilung positiv beeinfluf3t.




Anmerkung: Dieses Beispiel ist natiirlich nur seiner Einfachheit halber gewéhlt worden, um das Prinzip
ohne viel Rechnung deutlich werden zu lassen; die praktischen Anwendungsmaglichkeiten dieses
Prinzips liegen, wie oben bereits erwahnt, in fast allen Bereichen der Angewandten Statistik.

Aus Demonstrationsgriinden bleiben wir weiter bei diesem einfachen Beispiel.

2.3 Die RUGER-Methode

Nehmen wir nun einmal an, der Marketingexperte hatte nicht den Datensatz (A) erhalten, sondern der
Versuch héatten die folgenden Daten ergeben:
Datensatz (B):

Auspragung (Farbe) j Farbe 1 Farbe 2 Farbe 3 Farbe 4 Farbe 5 Farbe 6
(blau) (gran) (weil) (braun) (gelb) (rot)

Auftretenshaufigkeit X; 1 2 2 1 9 9

Restwahrscheinlichkeit

nach Tabelle 1 0,0730 0,2118 0,2118 0,0730 0,0118 0,0118

Geht man auch hier wieder nach der BONFERRONI - Methode vor, so stellt man sofort fest, dal3 keine
der Restwahrscheinlichkeiten unter den BONFERRONI - justierten Wert

a

fallt.

~ = 0,00833
2

Nach der BONFERRONI - Methode wirde also keine der Einzelhypothesen und damit nattrlich auch

nicht die globale Nullhypothese H, verworfen werden.

Der besseren Vergleichbarkeit wegen stellen wir einmal die beiden Datensétze direkt nebeneinander:
Tabelle 2 (Datensatze (A und B)):

Auspragung (Farbe) j Farbe 1 Farbe 2 Farbe 3 Farbe 4 Farbe 5 Farbe 6
(blau) (gran) (weil) (braun) (gelb) (rot)

Auftretenshaufigkeit X;

bei Datensatz (A) 1 2 4 1 6 10

Auftretenshaufigkeit X

bei Datensatz (B) 1 2 2 1 9 9

Rein von der Intuition her wiirde man sagen, dal3 die Abweichungen von der in allen 6 Zellen jeweils

erwarteten Haufigkeit 4 bei Datensatz (B) insgesamt starker ist als bei (A).
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Woran liegt es nun, dafl} die BONFERRONI - Methode bei Datensatz (B) die Nullhypothese nicht
ablehnt - wohl aber bei Datensatz (A) ?

Es liegt an der extremen @ - Justierung und dem damit verbundenen Powerverlust im Einzeltest.

Anmerkung: Bei der Entscheidungsvorschrift (3) darf aber die @ - Justierung nicht schwacher
ausfallen. Dies kann man leicht einsehen; wenn namlich die Abhangigkeitsstruktur der Einzeltests so
beschaffen ist, daR die jeweiligen Ablehnungsbereiche paarweise disjunkt sind, tritt in der
BONFERRONI - Ungleichung das Gleichheitszeichen ein, und damit wird das vorgegebene Gesamt-
signifikanzniveau ) bei der BONFERRONI - Methode voll ausgeschdopft.

Um nun den starken Powerverlust im Einzeltest bei der BONFERRONI - Methode zu vermeiden, hat
RUGER [1978] folgende simultane Testentscheidungsmethode vorgeschlagen.

Das Gesamtsignifikanzniveau ) sei wieder vorgegeben.

Man wabhle vor (!) der Datenerhebung einen festen Wert

k O{L2, .. .n}
und justiere dann das Signifikanzniveau der Einzeltests folgendermafRlen:
k*
©) a = =t
n

Die Entscheidungsvorschrift fur die globale H,, soll dann lauten:

[1ehne die Globalhypothese H, genau dann ab,
(7 Ewenn wenigstens k der n Einzeltests zur Ablehnung der
Bantsprechenden Einzel - Nullhypothesen fiihren.

RUGER [1978] hat - mit sehr groBem beweistechnischem Aufwand - nachgewiesen, daf? die @ -
Justierung (6) - gekoppelt mit der Entscheidungsvorschrift (7) - einerseits das globale Signifikanz-

niveau ) einhalt und andererseits in dem Sinne scharf ist, dal es Abhangigkeitsstrukturen der

Einzeltests gibt, bei denen das Gesamtsignifikanzniveau voll ausgeschépft wird.

Einfachere Beweise der RUGERschen Aussagen findet man bei LINDNER [1979] und bei
MORGENSTERN [1980].

Wenden wir nun die RUGER - Methode auch wieder mit ) = 0,1 auf unser einfaches Beispiel (in den

zwei Varianten der Datensétze (A) und (B)) an.
Wir nehmen an, wir hatten (vor der Datenerhebung) k =2 gewahlt.

Das Signifikanzniveau der Einzeltests ware dann nach (6) als

* J—
2701 _ 0,033

zu berechnen.
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Wegen der Zweiseitigkeit der Binomialtests muf3 im Einzeltest die Restwahrscheinlichkeit den Wert
a _

— = 0,0166

2

unterschreiten, um eine Ablehnung der Einzelnullhypothese Héj) zu erreichen.

Um nach RUGERs Entscheidungsvorschrift (7) auf dem vorgegebenen Niveau ) die globale

Nullhypothese H, ablehnen zu kénnen, missen jetzt wegen der Wahl von k = 2, mindestens zwei

der Einzeltests zur Ablehnung fuhren.

Wie man feststellt, ist dies bei dem Datensatz (B) der Fall, die Farben “gelb” und “rot* wurden jeweils
9- statt der erwarteten 4-mal favorisiert.

Da aber

P(X;29) =00118 < 00166 = % furj=5,6

gilt, ist fir beide Farben jeweils die Nullhypothese

(1=5,6)

ol

He”: p; =

abzulehnen.
Bei Datensatz (B) ist also die globale Nullhypothese H, wegen (7) abzulehnen.
Anders sieht es beim Datensatz (A) aus. Dort ist nur die 10-malige Favorisierung von “rot* so
unwahrscheinlich, dafl
- a

P(X;,210) = 00033 < 00166 = >
gilt, alle anderen Restwahrscheinlichkeiten bleiben tber dieser Schranke.
Daher kann im Datensatz (A) gemaB (7) die globale H, nicht abgelehnt werden - eben weil k = 2

gewahlt worden ist.

Vor- und Nachteile der RUGER - Methode liegen damit auf der Hand:

Der Vorteil gegeniiber der BONFERRONI - Methode besteht natirlich in der nicht so extremen O -
Justierung, was den Powerverlust im Einzeltest weniger gravierend macht.

Der Nachteil liegt in der relativ willkirlichen Festlegung des Wertes k; wobei noch einmal zu betonen
ist, daB3 k vor der Datenerhebung festgelegt werden muf3. Falls man k erst anhand der Daten festlegt,

erhoht sich natirlich das Gesamtsignifikanzniveau weit Gber die vorgegebene Schranke ) .
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RUGERs Methode bietet sich also vorwiegend dann an, wenn man bereits vor der Datenerhebung eine
grobe Vorstellung davon hat, an wieviel Stellen die globale Nullhypothese verletzt sein kénnte.
Dementsprechend kann man dann k wahlen. In vielen praktischen Fallen wird man sich mit

k = 2 begniigen, weil dort der Powergewinn im Einzeltest gegeniiber der BONFERRONI - Methode

schon sehr groR ist, das Risiko, wegen weniger als k Einzelablehnungen H, beibehalten zu mussen,

aber unter allen k > 1 noch am kleinsten ist.

Praktisch kann aber auch k = 2 schon zu grofR3 sein, wie sich am Beispiel der Beurteilung des
Datensatzes (A) gezeigt hat.

Erwiinscht wéare unter praktischen Gesichtspunkten haufig ein “Mittel* zwischen der BONFERRONI-
Methode und der RUGER - Methode mit k = 2.

Die sehr allgemeine, im dritten Abschnitt der vorliegenden Arbeit bewiesene Ungleichung (21) wird uns
ein solches Vorgehen erméglichen. Zunachst wollen wir der Vollsténdigkeit halber aber noch die
HOMMEL — Methode vorstellen.

2.4 Die HOMMEL - Methode

Der Willkiirlichkeit der Vorgabe von k bei der RUGER - Methode, die deren Hauptnachteil darstellt,
wird durch eine von HOMMEL [1983] vorgestellte Methode begegnet.
Grob gesagt, wird bei der HOMMEL-Methode abgeschétzt, wie stark sich das Gesamtsignifikanz-

niveau gegenuiber dem vorgegebenen ) vergroRert, wenn man bei der RUGER-Methode den Wert

von k erst nach der Datenerhebung so wéhlt, dal? man eben fir k Einzeltests auch k Ablehnungen
erhalt.
Dementsprechend starker werden die Einzelsignifikanzniveaus

_ _k¥y
) ay =

C(n)*n

mit einer nur von n abhangigen Konstanten C(N) dann so justiert, daR insgesamt das vorgegebene
Gesamtniveau ) wieder eingehalten wird.

Damit ist der Hauptnachteil der RUGER - Methode, die mehr oder weniger willkiirliche Vorgabe von k,

behoben - allerdings um den Preis einer starkeren @ - Justierung.

Entscheidend bei dieser Methode ist die Berechnung des Wertes C(N).

Nach HOMMEL [1983] ist C(n) folgendermaRen zu wahlen:

|
9) C(n) = Zf
=1
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Nach HOMMEL ist nun folgendermaf3en vorzugehen:

LFiir jeden der n Einzeltests berechne man nach (8) und (9) n
rEinzelsignifikanzschranken a, < a, < ... < a, und lehne die
(10) Eﬁlobalhypothese H, genau dann ab, wenn ein k D{LZ, ..... ,n} o)
Bexistiert, daR wenigstens k der Einzeltests die jeweilige Einzel —
Ehullhypothese H{” auf dem Niveau a, ablehnen.

HOMMEL [1983] hat bewiesen, daf? bei diesem Vorgehen einerseits ) eingehalten wird, und daid
diese Justierung insofern scharf ist, als es Abhangigkeitsstrukturen der Einzeltests gibt, bei denen )

voll ausgeschopft wird.

Wenden wir nun auch dieses Verfahren auf unser kleines Beispiel aus 2.1 an.

Dazu berechnen wir zunachst nach (8) und (9) die Einzelsignifikanzschranken @, furk =1,2,...,n.

Der Wert von C(n) ergibt sich zu

6
C(n) = Z% = 2/45.
=1

Damit ergeben sich die Werte flr
k*0,1
a, =
2,45* 6

Diese Werte missen wegen der Zweiseitigkeit des Binomialtests wieder halbiert, und die so

a
berechneten Werte 7" missen in aufsteigender Reihenfolge mit den der Gréf3e nach geordneten

Restwahrscheinlichkeiten p(k) (k=1,2,....,n) der Daten verglichen werden.

Die Entscheidungsvorschrift (10) lauft dann darauf hinaus, daf3 die Globalhypothese H, genau dann

abgelehnt wird, wenn fir ein k D{l, 2,...,n}
o0 < i
2
gilt.
. a, . . . .
Die so berechneten Werte 7 der Einzeltests und die in aufsteigender Reihenfolge geordneten

Restwahrscheinlichkeiten p(k) der Datensétze (A) und (B) sind in der folgenden Tabelle

zusammengefafit.
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Tabelle 3:

in aufsteigender Reihenfolge geordnete
k ay Restwahrscheinlichkeiten p™® fur:
2 Datensatz (A) Datensatz (B)
1 0,0034 0,0033 (¥ 0,0118
2 0,0068 0,0730 0,0118
3 0,0102 0,0730 0,0730
4 0,0136 0,1995 0,0730
5 0,0170 0,2118 0,2118
6 0,0204 . 0,2118

Nach der HOMMEL-Methode wird also beim Datensatz (A) die globale Hy abgelehnt, wie schon bei der
BONFERRONI-Methode. Beim Datensatz (B) jedoch bewirkt die (verglichen mit RUGER k=2)
strengere Justierung, die aber notwendig ist, will man die willkirliche Vorgabe von k=2 vermeiden, daf}
eine Ablehnung der globalen Hy nicht erreicht werden kann.

Wiederum drangt sich der Wunsch auf, einen Mittelweg zwischen BONFERRONI-Methode und
RUGER-Methode (mit k=2) zu gehen.

Im Abschnitt 3 wird uns das gelingen.

Bemerkung: Der Vollstandigkeit halber sei nochmals angemerkt werden, dal3 die Abschatzungen des
Gesamtsignifikanniveaus ) weder bei der BONFERRONI-, noch bei der RUGER-, noch bei der
HOMMEL - Methode zu grob sind. RUGER [1978] und HOMMEL [1983] haben nachgewiesen, daR die
jeweiligen Abschéatzungen des Gesamtsignifikanzniveaus - und damit auch die jeweiligen O -
Justierungen — in dem Sinne scharf sind als jeweils Abhangigkeitsstrukturen existieren, bei denen
durch die vorgenommenen @ - Justierungen und die entsprechenden Entscheidungsvorschriften das

Gesamtsignifikanzniveau ) voll ausgeschopft wird.

-15-




3. Eine allgemeine Simultantestmethode

3.1 Grundsétzliche Bemerkungen

Die drei diskutierten Simultantestmethoden (BONFERRONI, RUGER, HOMMEL) , bzw. die ihnen
jeweils zugrundeliegenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Abschétzungen, sind Spezialfalle eines
sehr viel allgemeineren Zusammenhanges, den wir jetzt beweisen werden.

Diese allgemeinere Aussage erlaubt dann beispielsweise auch, eine Simultantestprozedur zu
entwickeln, die einem ‘Mittel’ zwischen der BONFERRONI-Methode und der RUGER-Methode (mit
k=2) entspricht, die zur Verfiigung zu haben, uns schon in Abschnitt 2.3 wiinschenswert erschien.
Um den Beweis fur diese Methode sauber fuhren zu kdnnen, mussen wir mathematisch etwas weiter

ausholen.

Gegeben sei ein meRbarer Raum, der sogenannte Stichprobenraum (X,B). Die Stichproben x sind
die Elemente von X.
B ist die Borelsche o - Algebra tiber X.
Auf (X,B) existiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P, die jedoch nicht bekannt ist. Aufgrund der
Kenntnis des speziell vorliegenden Problems weil3 man lediglich, daR P einer bestimmten, durch den
Parameter parametrisierten Klasse
n ={p|s 06}
von in Betracht kommenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf ( X, B) angehért.
Die Menge © aller méglichen Parameter 7 werde Parameterraum genannt.
Im Parameterraum © sind nun n spezielle Teilmengen
Héj) 0o als Nullhypothesen ausgezeichnet, (j=1,2,...,n).
Ferner sei ein beliebig aber monoton gestaffeltes System von Signifikanzschranken vorgegeben:
0<a, £ a, £ ... <a, <1l
Dementsprechend liege fir alle j = 1,2,....,n jeweils ein monotones System von Ablehnungsbereichen

A0 A D .. O A

J

vor mit

sup Pﬂ(Ajk) < a, furalej=1,.,n undk=1,..,n.
IOHEY

Zu jeder Einzelhypothese Héj) (bzw. zu jedem Einzeltest der Héj) , j=1,....,n) gibt es also ein System

von n monoton gestaffelten Ablehnungsbereichen, wobei wir AJ-k den Ablehnungsbereich der Stufe k

far H{? nennen.
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Ferner wird vorausgesetzt, dal? die Globalhypothese nicht leer ist:
H, := (H = O.
j=1
Wir wéhlen nun ein fixes aber beliebiges J [ ©
und beziehen nun alle folgenden Wahrscheinlichkeitsaussagen auf dieses J :
P(..)=PR(..).
Den Ablehnungsbereich der Globalhypothese definieren wir folgendermafl3en:

A:={x 0 Ok,sodaB x in wenigstens k der Af,..., A¥ liegt }.

Das heif3t, die Entscheidung tber die Globalhypothese H, wird nach folgender Vorschrift getroffen:

[Lehne die globale Nullhypothese H, genau dann ab, wenn ein
0{12,...,n} so existiert,daR die Stichprobe x in wenigstens k
(11) [der Ablehnungsbereiche der Stufe k fallt, wenn also wenigstens

% der Einzeltests die jeweilige Einzel — Nullhypothese H{" auf
Ftlem Niveaua, ablehnen.

Diese Entscheidungsvorschrift lautet so hnlich wie die Entscheidungsvorschrift (10) nach HOMMEL
[1983]. Der Unterschied liegt darin, dal? die Signifikanzschranken @, jetzt auf3er der Monotonie-

Bedingung keiner der HOMMELschen Bedingung (8) vergleichbaren Gesetzmafigkeit mehr
unterliegen missen.

Gesucht ist nun ganz allgemein (d.h. unter Zulassung beliebiger Abhangigkeiten der
Ablehnungsbereiche A}‘ ) eine mdglichst scharfe Abschatzung der Wahrscheinlichkeit von A nach
oben, welche nur noch von der GroR3e der vorgegebenen Werte @ ,,Q,,...,a , (und natirlich von n)

abhangig ist:
P(A) < S(a,,.a,, ... Q).

Das heiflt: Gesucht ist eine obere Schranke S(a,,q,,...,a,) fur P(A), die nur von den

numerischen Werten der Signifikanzschranken a,,a,,...,a, abhangt, nicht aber von der speziellen

n
Lage der Einzelablehnungsbereiche Ajk . Diese obere Schranke S(a1 ,az,...,an) sollte nattirlich

mdoglichst klein sein. Am besten ware es, wenn S(al ,az,...,an) sogar eine obere Grenze (also

eine kleinst-mogliche obere Schranke) fur P(A) darstellen wiirde; dies wére z.B. der Fall, wenn bei
bestimmten Abhangigkeitsstrukturen der Einzelablehnungsbereiche A}‘ das Gleichheitszeichen

P(A) = S(a,,a,,...,a,) angenommen wird.
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Fur spezielle Vorgaben der numerischen Werte von @ ,,a,,...,a, haben RUGER [1978],
LINDNER [1979] und HOMMEL [1983] jeweils eine solche obere Grenze gefunden.
Ein wesentliches Ergebnis der vorliegenden Arbeit besteht nun darin, eine solche obere Grenze
S(al a,,..,a, ) zu finden - und zwar flr beliebig vorgegebene Werte a,,a,,...,a, , die nur der
Monotoniebedingung

0<a, < a, < ... <a, <1
geniigen mussen, und sonst keinen weiteren Beschrankungen unterliegen.

Die Ergebnisse von RUGER [1978], LINDNER [1979] und HOMMEL [1983] werden sich als

Spezialfélle dieses allgemeineren Ergebnisses herausstellen.

3.2 Die Abschatzung fir P(A) durch S(a,, a,,...,a,).

Um die Wahrscheinlichkeit von A zu bestimmen, benutzen wir den in der Wahrscheinlichkeitstheorie
Ublichen Kunstgriff der Aufspaltung von A in paarweise disjunkte Teilmengen.

Zu diesem Zweck definieren wir fir k = n, n-1, n-2, ....,3,2,1 die Mengen

M,:={x O xliegtinallen n BereichenA],..., A} }

n

M, :={x O xliegt in mindestens k der AlkAf} - LHJMV

v=k+1
Aus der Definition der Mengen M, folgt zunachst unmittelbar deren paarweise Disjunktheit.
Ferner gilt
M, := {x O xliegtin genau k der Af,..., A" }
Beweis: Sei XxUM, .
Widerspruchsannahme: x liegt in mindestens (k+1) der Alk yeey Af . Dann aber liegt wegen
k k+1
Aj 0 Aj
. . k+1 k+1
x auch in mindestens (k+1) der A" ,..., A ,

woraus sofort folgt:

n
x O U M, (Widerspruch zur paarweisen Disjunktheit der My).
v=k+1

Ferner [af3t sich zeigen:
n

(12) A=JM,.
k=1
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Beweis zu (12): Es sei zunachst X [1A. Dann existiert nach Definition von A ein k so, daR x in
mindestens k der Alk,..., Af liegt.
n
Also liegt x (nach Def. der M ,...,M)in M, oderin U M,
v=k+1
Umgekehrt folgt trivialerweise aus X LJ M, sofort X LJA.

Es gilt also:
P(R) = iP(Mk)

Wir wahlen nun ein festes k mit0 < k < n.

Dann gibt es genau n Ablehnungsbereiche der Stufe k: Alk , A2k yeeny Af

Mit diesem festen k definieren wir nun fiir alle i = 1,2,...,n die folgenden Bereiche:

“:={x O xliegtin genaui der Af,..., A }
Per Definition sind die Blk , B;,...., B: paarweise disjunkt.

Aufgrund der Definition der Einzelablehnungsbereiche Ajk gilt

n*a, = Z P(A) fur alle k=1,....,n

]:
Nach FELLER [1968] gilt auRerdem
P(AS)+P(AX) +...+ P(A*) = P(Bf) + 2* P(B)) +...... +n*P(BY) ,

zusammengefalit also:

n
(13) i* P(BY)
Wir bendtigen nun noch eine Beziehung zwischen den Mengen M, (v =1,....,k) und I?:»,k (i=1,.,n).

Und zwar gilt:

(14) <k O M, OBOB!

v+l

O..0 B
Beweis zu (14): Es sei X J M, . Dann liegt x in mindestens v der A/,..., A .

Wegen v < k liegt x dann auch in mindestens v der Alk . Af .
Folglich liegt x
“in genau v der AlK . Ay ¢ oder  “in genau v+1 der AlK e A oder ......

..... oder “in genau n der Alk,..., A e,

das heigt: xOBS O ....0 B .
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Aus der Aussage (14) folgt unmittelbar:

(15) i<v<sk O B*nM, =0

Die Beziehung (13) schreiben wir nun um, indem wir fir alle i = 1,2,...,n die Mengen B,k mit der
Menge

{M1 UM, 0.0 Mk} schneiden.

Diese entstehenden Schnittmengen sind dann natirlich Teilmengen der B,k (i=1,..,n);

und weil die Mengen M, M,,..., M, paarweise disjunkt sind, kann die Additivitatseigenschaft der

Wahrscheinlichkeit ausgenutzt werden, was unmittelbar zu der folgenden Aussage fuhrt:

(16) 2 i

v=l 1

i *P(Bn M,)

M:

1
[y

Wegen (15) kann man gleichwertig dafiir schreiben:
n
S i*P(B nM,)

1=y

MX

n* >

<
1

Nun kann man weiter nach unten abschétzen:

17)

v

iiv* P(B“n M, = iv*iP(Bikn M,)

v=1l1=v v=1 1=V

Die innere Summe in der rechten Seite von (17) ist aber wegen (14) nichts anderes als P(M V) und

wir erhalten damit:
k

(18) n“a, = Zv* P(M,)

v=1
Da wir k zwar fest aber beliebig gewahlt hatten, gilt die Aussage (18) fur alle k =1,2,....,n
Das heif3t, (18) stellt ein System von n Ungleichungen dar, welche man sich durch den Index k
durchnumeriert denken kann.
Wir multiplizieren die ersten (n - 1) dieser n Ungleichungen (also diejenigen, die aus (18) fir k
=1,2,...,n-1 entstehen) jeweils mit dem Faktor
1
k(k +1)
und die letzte Ungleichung mit dem Faktor
1
n
Dann addieren wir alle n Ungleichungen und erhalten:
“Zlk V*P(M) N i *P(M) < "Zln*ak va
e k(D) & 2 k(k+)
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Durch Umsortieren der Summanden in der Doppelsumme ergibt sich daraus

nlnl *P(M) n *P(M) I’]lnak

S5 kk+1) zl Zk(k+1) o
bzw.

n-1 n

“yrp(M,) v P(M,) i nrg,
Z k) T2 o T PMD S 0oy T

1

was sich auch folgendermaRen schreiben laf3t:

n-1 -1 n-1 *
(19) T v*P(M,)EY ——— + SH+ P(M,) < > ean T
 k(k+D)  nf 2 k(k +1)
Behauptung: Furallen=23,....undallev=1,2,..,(n-1) gilt:

= 1 1 1
+ = —

ka(m) n_ v

Beweis zu (20):  Mit Hilfe von vollstandiger Induktion 1aRt sich direkt zeigen, daR fiir alle natirlichen

(20)

Zahlen n gilt:
:E:____jk____ =1 1
& k(k+1) n+1
Daraus folgt sofort:
1 1
Yo
Ek(k+) n

=1 fur alle n=2,3,..... ,

womit sich sofort fir alle n=2,3,... und alle v=1,2,...,(n-1) ergibt:

n-1 v-1
Z—l +1:1—Z—1 —1--1) =1
S k(k+D) n S k(k +1) v v

Unter Verwendung der nun bewiesenen Behauptung (20) erhalt man aus (19) unmittelbar die folgende

Aussage:
_ n n-1 n* ak
(21) P(A)—ZIP(M WES Zmﬂ’n

Als Ergebnis kénnen wir also festhalten:

Bei Anwendung der Entscheidungsvorschrift (11) wird das Gesamtsignifikanzniveau ) eingehalten,

wenn die Werte a, < a, < ... < @, sogewahlt werden, daR
; kk+1) "
gilt.
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Im Zuge der obigen Herleitung ist nun mehrfach P(A) nach oben abgeschétzt worden, so daf3 sich
natdrlich die Frage erhebt, wie grob die Abschéatzung (21) ist.

Dies hangt im Einzelfall natirlich stark von der Struktur der Abhangigkeitsverhaltnisse zwischen den
Einzelablehnungsbereichen ab. Wichtig ist aber die Frage, ob die Abschatzung (21) nicht generell zu
grob ist.

Dies ist nicht der Fall, denn man kann zeigen, daR die Einzelablehnungsbereiche so strukturiert sein
kénnen, dal in (21) das Gleichheitszeichen gilt.

Dies soll im folgenden geschehen.

Dazu zeigen wir zundchst:

EDas Gleichheitszeichen wird in (21) immer dann angenommen, wenn fir

n(a, —a,4)
k

Beweis zu (23): Nehmen wir an, die Wahrscheinlichkeiten P(M k) haben die in (23) angegebenen

(23)

Ealle k=12...,n gilt: PM,) = (mit a,=0).

Werte.

Dann ergibt sich:

P(A) = ZP(MK):n*%—%QaI+%—%§aZ+ ..... +§%—ki+1§nk+
..... o

ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite der vorstehenden

1 1
Wegen — — =
k k+1 k(k+1)

n-1 *
n*a
Gleichung nichts anderes als — K 4 a, , womit die Aussage (23) bewiesen ist.
= k(k+1)

Damit reduziert sich die Frage also darauf, ob es Konstellationen der Einzelablehnungsbereiche AJ-k

n(a,—a,.)
k
Dies aber ist der Fall. Bei LINDNER [1979] ist namlich gezeigt worden, dal allgemein durch n

so gibt, daR firallek = 1,...,n git: P(M,) =

Ereignisse der Wahrscheinlichkeit 3 ein Ereignis der Wahrscheinlichkeit nf3/k k-fach Uberdeckt

werden kann.

Damit kdnnen, wie man sich elementargeometrisch leicht Uiberlegt, die Einzelablehnungsbereiche AJ-k

furalle k=1,....,n undj=1,...,n soliegen, dai (23) erfullt ist.

-22 -



3.3 BONFERRONI- , RUGER- und HOMMEL-Abschatzungen als Spezialfalle

Wie man leicht verifiziert, sind BONFERRONI-, RUGER- und HOMMEL- Methode jeweils
Spezialfélle des in Abschnitt 3.2 dargestellten allgemeinen Prinzips.

Die BONFERRONI — Methode erhélt man aus der in 3.2 vorgeschlagenen Entscheidungsvorschrift
_ )

indem man speziell a, =a, = ...=a, = — wahit.
n

Man erhélt dann gemaf (21) die folgende Abschatzung:

L)
n-1 *O’ n-1 n y -1 1 1D
PA) < —~ = n_,~ — = += ,
B =2 e " 2w o T Rvven Tl

und H, wird genau dann abgelehnt, wenn mindestens eine der Einzelhypothesen Hg) abgelehnt

wird.

Die RUGER - Methode ergibt sich, indem man firr ein fixes k speziell

a,=a,=..=a,, =0 ud a,=a.,=...=a, =

n

Man erhélt dann gemaf (21) die folgende Abschatzung:

« K*y
n-1 * n—1rl o * -1
P(A)Sz—n e +an=Z n_, Ky =k*V52—1 EB v
Zv(v+1) Lv(v+) n av(v+l)  nr

und H, wird genau dann abgelehnt, wenn mindestens k der Einzelhypothesen H(()j) abgelehnt

werden.

Die HOMMEL — Methode ergibt sich, indem man fir v = 1,2,...,n speziell

v* =1
a, = A mit C(n)=) — wahlt.
C(n)* n Sv
Man erhélt dann gemaf (21) die folgende Abschatzung:
n* iy

* n-1 * -1
o P Cny*n, v _ ¥ v
Guv+l) " & v(v+l) o) CEE (v+1) F
und H, wird genau dann abgelehnt, wenn ein k so existiert, daR wenigstens k der Einzeltests die

jeweilige Einzelnullhypothese H((,j) auf dem Niveau @, ablehnen.
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3.4 Vorschlage zur Wahl der a,

Wie kann man nun die Werte von Signifikanzschranken a,, @, ,....... ,a  der n Einzeltests
wahlen ?
(a) Dadie Werte a,, Q,,....... ,a  aulBer der Monotoniebedingung und der Relation (22)

keinen weiteren Einschrankungen unterliegen, kann man zu ihrer Wahl sehr allgemein

folgendermaf3en vorgehen:

Man beginnt mit der Wahlvon a, .

Fur a, muB sicher

0<a,

IA
I

gelten,da mit a, =a, =...... =qa, = Y die rechte Seite von (21) genau gleich ) wird.
n

Die Frage lautet nun: Wie kann der Wert von @, (und danach der von & jusw.) gewahlt werden ?
Sicher nicht kleiner als @, (wegen der Monotonie) aber naturlich auch nicht beliebig grof3, da

schlieBlich die Bedingung (22) erfullt werden muf3.

Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir an, daf3 fir ein beliebiges k, € {2,3,.....,n-1} die Werte von

a,,a,,....... @, bereits festgelegt worden sind.
In welchen Schranken kann dann @, gewahit werden ?

Wegen der Monotonie der @, mul sicher gelten
A1 Sy

Den maximal moglichen Wert - a ., fir &, erhalt man, indem man

Ay, = Oyug = e =a
setzt und (22) berlcksichtigt, d.h.:

ko—l n* a,k : n-1 n* amax

y - ;m = k;0m+amax

TS = R | 10
= N0 00— + —
L k(k+1)  np

n*a

- max
Ko

woraus sich die obere Grenze fur @, ergibt:
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k*g/— n* akD
° g Zk(k+1)m
n

A € O =

0 max

Inden Grenzen a, , < @, < Q., kannnun a, beliebig gewahit werden.

So kann fortgefahren werden bis @ _,

Der Wert fiir @, ergibt sich dann gemaf: (22) zu

n-1 *
n*a,
a=y- Z— :
G k(k+1)
Die — sehr allgemeine — Vorschrift zur Wahl der Signifikanzschranken @, @, ,....... ,a  lautet also:

Hvahle a, < y . Fur k=23, ...;n-1 wahle dann (sukzessive) a, so, dal}

(24) 0 k-1 n* a n-1 n* a

o, <a, <— gilt. Wahle ferner a, = y -

g g 2 i+ 1)H K+ 1)
Innerhalb der in (24) genannten Grenzen kann man also die Signifikanzschranken @ ,, 4, ,....... a,

frei wahlen, wodurch eine aul3erordentliche Flexibilitat gewéhrleistet wird. Bei jeder Wahl der
a,,d, ... , @, geman (24) ist durch die im Abschnitt 3.2 bewiesene Relation (22) die Einhaltung

des vorgegebenen Gesamtsignifikanzniveaus ) gesichert.

(b) Eine sehr spezielle Variante der Wahlvon a,, @, ,....... ,a , ergibt sich aus dem schon in

Abschnitt 2.3 erwahnten Vorschlag, einen “Mittelweg* zwischen BONFERRONI- und RUGER-
Methode (mit k=2) herzustellen.

Zu diesem Zweck wahlt man :

(25) a, = 05* 14 und
n

(Man pruft leicht nach, daf? bei dieser Wahl der @, ,.....,a,, die Relation (22) eingehalten wird).
Der Vorteil gegeniiber der RUGER-Methode (mit k=2) liegt darin, da man die globale Nullhypothese

H, auch schon bei nur einem auf dem Niveau @, signifikanten Einzeltest ablehnen kann, wahrend

der Vorteil gegenuiber der BONFERRONI-Methode darin besteht, da man H auch dann ablehnen

kann, wenn zwar kein Einzeltest auf dem strengen BONFERRONI-Niveau 1 signifikant wird, aber
n
—_ 1 5* y . . .
2wei Einzeltests auf dem etwas schwacheren Niveau 9 n signifikant ausfallen. Der Vorteil

gegeniiber der HOMMEL-Methode besteht natrlich darin, daf dort die Schranken a, und a,

wesentlich restriktiver sind.
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4. Ein Beispiel

AbschlieRend soll noch an einem praktischen Beispiel die Anwendung der in Abschnitt 3 entwickelten
Simultantestprozedur demonstriert werden.

Nehmen wir an, ein Wissenschaftler forsche — wie WEIHE et al. [1987] — hach Zusammenhangen
zwischen der Hohe des Anfangsgehaltes von Hochschulabsolventen und den jeweiligen
Unternehmenstypen, bei denen der Absolvent angestellt ist.

Die diesbeziigliche Datenerhebung bei N = 85 Absolventen habe zu folgenden Ergebnissen gefiihrt:

Hohe des

Anfangs- | or 170000 | 75000 | 80000 |85000 |uber | Zeilen-

gehaltes

70000 |-75000 |-80000 |—85000 |—90000 |90000 |summen

Betriebs- A A, As A, As As
groike
sehr klein B; 7 2 2 2 1 1 15
klein B, 3 5 4 4 4 1 21
mittel Bs 2 5 5 4 4 1 21
grof3 B4 2 3 4 5 5 1 20
sehr grof Bs 0 1 1 1 1 4 8
Spalten- 14 16 16 16 15 8 N =85
summen

Das vorgegebene (globale) Signifikanzniveau sei ) = 0,05. Ferner suche man nicht nach
unterbesetzten sondern nur nach Uberbesetzten Zellen.
Ein globaler )(2 - Test auf Unabhéngigkeit in allen 30 Zellen dieser Kontingenztafel kann leider nicht

durchgefiihrt werden, da die erwarteten Haufigkeiten pro Zelle viel zu klein sind, - ja sogar alle unter 5
liegen.

Daher wollen wir statt eines Globaltests in jeder einzelnen der 30 Zellen auf Unabhéangigkeit testen.
Dies soll mit Hilfe des exakten FISHER-Tests fir 2 x 2—Tafeln geschehen, wobei aus inhaltlichen

Grinden aber nur nach tberbesetzten und nicht nach unterbesetzten Zellen gesucht werde.

Beispielsweise sieht die zu der Zelle A;B; gehorige 2 x 2 —Tafel folgendermal3en aus.

Hohe des
Anfangs- unter 70000 sonstig Zeilensummen
gehaltes
BetriebsgroRe Ar Ao = As
sehr klein B, 7 8 15
sonstig B, —Bs 7 63 70
Spaltensummen 14 71 N =85
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15_ 14
Die erwartete Haufigkeit in der untersuchten Zelle berechnet sich zu g* %* 85 =247.

Die Restwahrscheinlichkeit fur eine Zellbesetzungszahl von mindestens 7 berechnet sich mit Hilfe der

hypergeometrischen Verteilung zu

g o dan

PX=27) = = 0,00227

i

Entsprechend lassen sich die Restwahrscheinlichkeiten in den restlichen 29 Zellen berechnen, wobei

sich herausstellt, daf3 iberhaupt nur in zwei Zellen — ndmlich A;B; und A¢Bs — Restwahrschein-
lichkeiten von unter 5% auftreten.

Insbesondere ergibt sich fur die Zelle A¢Bs eine Restwahrscheinlichkeit von:

AT
L

Die Beurteilung dieser Ergebnisse mit Hilfe der BONFERRONI-Methode sieht folgendermaf3en aus:

P(X =4 0,00206

Nach (4) wird das Signifikanzniveau @ der Einzeltests berechnet gemaR:

Es stellt sich heraus, das keiner der 30 Einzeltests zu diesem Niveau signifikant ausfallt. Aufgrund der
BONFERRONI-Methode muf die globale Nullhypothese der Unabh&ngigkeit in allen 30 Zellen also
beibehalten werden. Es konnten mit der BONFERRONI-Methode keine Zusammenhange zwischen

Unternehmenstyp und Anfangsgehalt festgestellt werden.

Die Beurteilung der Ergebnisse mit Hilfe der RUGER-Methode (mit k=2) geschieht wie folgt:

Nach (6) wird das Signifikanzniveau @ der Einzeltests berechnet gemaf:

* * _
g=2"r 227005 _ 493
n 30

Zwei der Zellbesetzungszahlen (namlich in A;B; und A¢Bs) stellen sich auf diesem Niveau als
iberzufallig heraus. Nach der RUGERschen Entscheidungsvorschrift (7) kann also die globale
Nullhypothese abgelehnt werden. Mit der RUGERschen Methode (mit k=2) konnten also in zwei Zellen
die Abhangigkeiten zwischen Unternehmenstyp und Anfangsgehalt nachgewiesen werden. Dennoch
muR hier aber auf einen gravierenden Nachteil der RUGERschen Methode hingewiesen werden. Die

Zahl k=2 muf3te vor der Datenerhebung festgelegt werden. Wirde nur eine der Zellen Giberzufallig

haufig besetzt sein, so hitte diese Tatsache mit der RUGERschen Methode unter keinen Umsténden
entdeckt werden kénnen.
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Aufgrund der HOMMELschen Methode sieht die Beurteilung der Ergebnisse folgendermal3en aus:

Nach (8) und (9) werden die gestaffelten Signifkanzschranken 0 < a;, < a, < ... < a

wie folgt berechnet:
k*y _ k*0,05

a, = = = k*0,00042
C(n)* n 3,995* 30

das heif3t:

a, = 0,00042

a, = 0,00083

a, =0,00125

usw.
Es stellt sich heraus, daR kein k so existiert, daf3 k Einzeltests zum Niveau @, signifikant werden.

Die HOMMEL-Methode fiihrt also ebenso wie die BONFERRONI-Methode dazu, daf? keinerlei

Zusammenhénge nachgewiesen werden kénnen.

Analysieren wir nun noch abschliel3end die Ergebnisse mit der hier (in Abschnitt 3) neu entwickelten

Simultantestmethode — aufgrund der Entscheidungsvorschrift (11), wobei die gestaffelten

Signifkanzschranken 0 < a, < a, < ... < @, berechnet werden geman (25):
* * _
=097 _ 057005 _ 50083 ing
n 30
*
a, =a, = ...=0y = L) - 0,0025.

Die Restwahrscheinlichkeiten von zwei Einzeltests (die erwahnten zwei Zellen betreffend) liegen unter
der Signifikanzschranke @, = 0,0025. Damit kann nach der Entscheidungsvorschrift (11) die globale
Nullhypothese der Unabhéangigkeit verworfen werden. Die Zellbesetzungszahlen in den beiden
entsprechenden Zellen kénnen als signifikante Uberfrequenzen interpretiert werden.

Ohne den Nachteil der RUGER-Methode, ein festes k vor der Datenerhebung festlegen zu missen,
kann mit der vorgeschlagenen Methode auf dem vorgegebenen globalen Signifikanzniveau also
nachgewiesen werden, dafd in den erwahnten zwei Zellen Abhangigkeiten zwischen Unternehmenstyp
und Anfangsgehalt bestehen.

Sowohl mit der BONFERRONI-Methode als auch mit der HOMMEL-Methode konnte dieses Ergebnis

nicht erreicht werden.

Abschlie3end sei nochmals darauf hingewiesen, daf die Wahl der a,, @, ,....... , @ gemalR (25)
naturlich sehr speziell ist, - die unter (24) bereitgestellte Vorschrift zur Wahl der Signifikanzschranken
a,,a,,...... ,@ |, bietet hingegen ein Uberaus breites Spektrum an Mdglichkeiten zur Gestaltung von

Simultantests.
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